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Demonstraatiotehtivien ratkaisut

4. Tehtava: Osoita, ettd yhteydettomien kielten luokka ei ole suljettu leikkausten eiké kom-
plementtien suhteen. (Vihje: Esitd kieli {a*b*c* | k > 0} kahden yhteydettémin kielen
leikkauksena.)

Vastaus: Olkoon kieli L = {a*b*c* | k > 0}. Tdamai kieli on osoitettu yhteydettomsiksi
(opetusmoniste s. 72). Osoitetaan etté yhteydettomit kielet eiviit ole suljettuja leikkauk-
sen suhteen esittdmélla L:n kahden yhteydettémén kielen leikkauksena.

Olkoon Li = {a*b*c* | k > 0} ja Ly = {a*b*c* | k > 0}. Nyt sekéi Ly ettd Lo ovat yhtey-
dettomié, mutta L = Ly N Ls, joten yhteydettomét kielet eivéit ole suljettuja leikkauksen
suhteen.

Tuloksesta seuraa suoraan se, ettd yhteydettomat kielet eivét voi olla suljettuja komple-
mentin suhteen, silld ne ovat suljettuja unionin suhteen ja DeMorganin sdantojen perus-
teella L1 N Ly = Ly U Lo.

Osoitetaan vield lopuksi, ettd Ly ja Lo ovat todellakin yhteydettomid muodostamalla niité
vastaavat kieliopit. Kielen L; generoi yhteydeton kielioppi G1 = ({5, 4, B, a,b,c}, {a, b, c},
Py, S), missi P, = {S — AB,A — aA | ¢,B — bBc | ¢}. Kielen Ly generoiva kielioppi
G2 = ({S, A, B,a,b,c},{a,b,c}, P»,S), P, ={S — AB,A — aAb|e,B — ¢B | &}.

5. Tehtédva: Laadi standardimalliset Turingin koneet NEXT ja DUP, jotka suorittavat seu-
raavat tehtévét:

(a) NEXT korvaa nauhalla olevan merkkijonon kanonisessa (leksikografisessa) jirjestyk-
sessé, seuraavalla;

(b) DUP kirjoittaa nauhalla olevan merkkijonon periin sen kopion (esim. jono abb kor-
vataan jonolla abbabb).

Vastaus:

(a) Joukon X* yli muodostettava leksikografinen jirjestys < médritelliin kdyttden
apuna aakkoston Y alkioiden vélille méaériteltyd jarjestystd <. Yleensd jérjestyksend
< kéytetddn joko aakkosjérjestystéd tai numerojarjestysa. Esim:

Jos ¥ ={a,...,z}, nina<b<c<---<z
Jos ¥ ={0,1}, niin 0 < 1

Leksikografinen jirjestys <y médritellién seuraavasti: Olkoon z,y € ¥*, x = x1 -+ -z,
jay=1y1- yYm- Nyt x <r y mikili toinen alla olevista ehdoista toteutuu:

(i) » < m, tai
(ii) » = m ja on olemassa i < n siten, ettd z; < y; ja kaikilla j < i, z; = y;.

Esimerkiksi aakkoston {0, 1} sanojen leksikografinen jirjestys on seuraavanlainen:
&,0,1,00,01,10,11,000, 001,010,011, 100, 101, . ..

Ratkaisussa laaditaan Turingin kone, joka toimii aakkostolla ¥ = {a, b, ¢}. Ratkaisun
voi kuitenkin yleistééi mille tahansa aakkostolle (yksityiskohdat liitteessd). Jotta
ratkaisu olisi yksinkertaisempi, niin oletetaan myos ettd merkkijono on nauhalla
kéanteisend, eli merkkijonon vihiten merkitsevé kirjain on ensimméisené:
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Tilassa g1 on kiytetty lyhennysmerkintdda > tarkoittamaan mitd tahansa muuta
merkkid kuin >. Kone toimii siten, ettd tilassa gy muutetaan kaikki sanan vahiten
merkitsevissd padssd olevat c-kirjaimet a-kirjaimiksi. Kun 16ydetdin ensimméinen
kirjain o < ¢, korvataan se aakkosjarjestyksessd seuraavalla kirjaimella, siirretdén
lukupéé takaisin nauhan alkuun ja pysidhdytdén. (Lukupéén palauttamisen tarkoituk-
sena on tehdi Turingin koneiden yhdistdmisestd helpompaa).

Tarkastellaan, miten kone hakee seuraajan merkkijonolle bacc:

(qo, ccab) - (qo, acab) F (qo, aaab) F (g1, aabb)
= (q1,aabd) = (g1, >aabb) F (gace, aabb)

Tulokseksi saattin bbaa, niin kuin pitikin.

Téssé esitetddn ratkaisu aakkostolla ¥ = {a, b}. Ratkaisun yleistdminen muille aakkos-
toille on hyvin suoraviivaista ja sen yksityiskohdat sivuutetaan.

Ratkaisun periaate on seuraava. Sana kopioidaan yksi merkki kerrallaan nauhan lop-
puun. Laskennan kulusta pidetdén kirjaa korvaamalla kulloinkin kopioitava merkki
symbolilla L. Sanan kopio kirjoitetaan ensin isoilla kirjaimilla { A, B}, koska muuten
ei voitaisi huomata, milloin sana loppuu ja kopio alkaa. Lopuksi korvataan isot kir-
jaimet pienillé ja palautetaan lukupééd nauhan alkuun.

DUP:
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Tarkastellaan, miten kone toimii sytteelld abb:

(g0, abb) = (g1, Lbb) = (g1, Lbb<) F (g2, LbbA) = (g2, UbbA) & (qo, abbA)
F (g3, alUbA) F* (g3, alUbA<) F (qq, aLWbAB) F* (qo, abbAB)
F* (g0, abbABB) F (g5, abbaBB) F* (g5, abbabb<) F* (qacc, abbabd)

Liite: ratkaisun 5a yleistdminen

Olkoon annettuna dérellinen aakkosto ¥ ja taysjérjestys < C 3 x 3. Koska ¥ on dérellinen,
on < hyvin jérjestetty, joten silld on olemassa sekd minimi an;, ja maksimi amax. Méari-
telladn seuraajafunktio f : (X — {amax}) — X seuraavasti:

fla)=besa<bA-Fec:a<cAhc<b



Koska < on tiysjirjestys, on f(a):mn arvo yksikiisitteinen.

Syotettd = leksikografisesti seuraavan syotteen laskeva Turingin kone M = (@, %, T, 0, qo,
Qace, qrej) méaritelladn seuraavasti:

Q = {90, 91, Gacc, Grej }

=%

d = {(90; @max; 905 Amin; R), (q0, <, q1, Amin, L) }
U{(q0,a,q1, f(a),L) | a € (¥ — {amax})}
U{(q1,a,q1,a,L) [a € (BU{<})}
U{(q1,>, Gaces >, R)}

Tehtédvén Ha ratkaisussa esitetty Turingin kone saadaan suoraan ylldolevasta méarittelysta
asettamalla amin = @, amax = ¢, f(a) =bja f(b) =c.



