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Harjoitus 8

Demonstraatiotehtivien ratkaisut

4. Tehtdvi: Yhteydettomén kieliopin G = (V, X, P, S) vilike A € V — ¥ on turha, jos se ei
voi esiintyd mink#én G:n tuottaman kielen lauseen johdossa, so. jos yksikddn G:n johto
ei ole muotoa S =* aAf =* x, missd o, 3 € V*, x € ¥*. Laadi algoritmi, joka poistaa
annetusta kieliopista turhat vélikkeet. ( Vihje: Midrité ensin tarpeelliset vélikkeet.)

Vastaus: Halutaan poistaa kieliopista G = (V, 3, P, S) tarpeettomat vilikkeet.

Kootaan ensin joukoksi T ne vilikkeet, jotka voivat jossain johdossa esiintyd. Tama
tehdéddn seuraavasti:

(i) Asetetaan aluksi:

T :={S}.
(ii) Toistetaan sitten seuraavaa laajennusta kunnes joukko T' ei muutu:

T:=TU{BeV -%X|A— aBf on G: n produktio,«, 5 € V* A € T}.

Koska |V —T| pienenee jokaisella askeleella, joudutaan kohtaa (ii) toistamaan korkeintaan
|V — 3| 4+ 1 askelta, joten algoritmi lopulta pysihtyy.

Lopuksi poistetaan kieliopista ne vélikkeet, jotka eiviit esiinny joukossa T' (seké niihin
liittyvéit produktiot). Formaalisti tdmé voidaan esittdd seuraavalla tavalla:

G = (V' 5, P,5)
V=V -T
PP={A—a|AeTN(A—a)e P}

Tarkastellaan esimerkiksi kielioppia:

G=(V.%,PS)
V = {S,A,B,C,a,b}
Y ={a,b}

P={S—aA|SS; A—bB|S
B —bS; C —aS}

Alustetaan aluksi Ty = {S}. Nyt:

T :TOU{A7S}:{A78}
T, = T\ U{A, S, B} = {A, S, B}
T3:T2U{A7S7B}:{A7S7B} .

Ainoaksi tarpeettomaksi vélikkeeksi jaa C.

5. Tehtdvi: Muodosta kielioppia G = (V, X, P, S) vastaava pinoautomaatti, kun

V: {S7 (7)7*,U7®7a7b}

E2={()."U,0,a,b}

P={5—-(59),5— 55— (SUS),
S—0,5—a,S— b}



Vastaus: Mité tahansa yhteydetonté kielioppia G = (V, X, R, S) vastaava epéideterminis-
tinen pinoautomaatti M = (Q, X, T, §, qo, F') voidaan laatia seuraavasti:

Q= {QOa q17Qacc}

r=vu{l}

F = {qacc}

5 ={((90, ), (q1,51)), (g1, L), (dace; €)) } (1)
U{((q1,e,4),(q1,2)) | (A — ) € P} (2)
U{((q1,0,0),(q1,e)) | o €2} (3)

Téssd symbolia | kdytetddn pinon pohjan merkkiné.

Tehtédvén kieliopille konstruktio tuottaa seuraavan pinoautomaatin:

Q ={q0, 91, Gacc}

> ={(,),*U,0,a,b}

r={s(),",U,0,a,b, L}

F ={qacc}

6 ={((qo0,€,€), (q1,51)), ((q1, L, €), (qace, €)), ((q1,€,9), (g1, (55))),

((Ch,e S) (¢1,5%)), ((q1,€,9), (q1, (SUS))), ((q1,€,5), (q1,0)),
((q ,(q1,a ))7((611,6 S), (a1, ))7

((q Q17 )7((611,)) (q1,e )7(Q1, %), (g1, e )),

((q1,U,U), (q1,€)), ((41,0,0), (q1,€)), (g1, 0, a), (q1,€)),

((q (q1,e )}

Syntynyt automaatti on muotoa:

e, Ao
g,e/SL Q e, L/e

‘fl?j O

Qacc

o,0/e

Tarkastellaan, miten automaatti késittelee syotteen (a U b*):

Tila | Syote Pino

qo (aUb¥) €

q1 (aUb*) SL | (1)

a1 (aUb*) | (SUS)L | (2) (S—=(SUS))
q aUb*) SUS)L | (3)

q aUb*) aUS)L | (2) (S—a)
Q1 ub*) us)L | (3)

T b*) S*)L | (2) (§—57)
Q b*) b )L | (2) (S—0)
0 ") L 3)

¢ ) )L (3)

T L1713

Gacc € 5 (1)

Huom. kieli L(G) méérittelee kaikki syntaktisesti oikeanmuotoiset aakkoston ¥ = {a,b}
yli muodostetut sdannolliset lausekkeet.



6. Tehtdvi: Muodosta pinoautomaattia M vastaava kielioppi, missi M = (Q, %, T, 4, s, F):

Q={s,q, [}
Y ={a,b}
I ={a,b,c}
P={f)

5 ={((s,e,€),(g,:0)), ((g,a,¢), (g, a0)), ((¢, 0, ), (¢, aa))
((g.a,b),(g,€)). ((g,b,0) q,bc ) ((q,b,b), (g, b))
((a,0.a),(g,¢)). ((g,e,¢), (f.€)) }

Vastaus: Tilakaaviona M nayttda seuraavalta:

a,c/ac
a,afaa
a,b/e
e, efc g,c/e
>0 5% O

b, c/be
b, b/bb
b,a/e

Pinoautomaattia vastaavan yhteydettomén kieliopin selvittdminen on suhteellisen tyo-
lastd. Tassa kéytetddn algoritmia, jotka toimii vain yksinkertaisille pinoautomaateille.
Pinoautomaatti on yksinkertainen, mikéli seuraavat ehdot toteutuvat:

e Jos ((¢,u,B), (p,7)) on pinoautomaatin siirtymé, niin |3] < 1.

e Jos ((q,u, e), (p, 'y)) € §, niin myos ((q7u, A), (p, 'yA)) € § kaikille A € T'.
Rajoitukset eivét kuitenkaan heikenné pinoautomaattien ilmaisuvoimaa, silld miké tahansa
pinoautomaatti voidaan muuttaa yksinkertaiseksi (yksityiskohdat sivuutetaan téssi).

Kieliopin muodostamisen ajatuksena on ottaa kielen viilikkeiksi kolmikkoja (g, A, p), missi
q,p € Qja AeTU{e}. Ajatuksena on, ettd (q, A, p) generoi kaikki ne merkkijonot, joita
tutkiessaan automaatti siirtyisi tilasta ¢ tilaan p poistaen samalla pinosta symbolin A.

Kieliopin s&éntojd on neljénlaisia:
1. Kaikille f € F' asetetaan sdént6 S — (s, ¢, f).

2. Kaikille siirtymille ((q,u,A),(r, Blu-Bn)) € 0, missd ¢, € Q,u € ¥*,n > 0,
AeTU{e}ja By - B, €T, lisitddn sdinto

<q7 A7p> - U/(Ta Bh(h)((ll, BZ7 CI2> e <(Zn—17 Bn7p>

kaikille p, q1,...,qn-1 € Q.
3. Kaikille siirtymille ((q,u,A),(r7 5)) € 4, missid ¢,r € Q,u € ¥* ja A € T U {e},
lisdtdan sdanto

(¢, A,p) — u(r,e,p)
4. Kaikille ¢ € @ lisétdén sddnto (g, e,q) — €.

Sainnoistd ensimmiinen ilmaisee, ettd tarkoituksena on péaistéd alkutilasta johonkin lop-
putilaan niin, ettd pino jaa lopuksi tyhjaksi. Viimeistd muotoa olevat sddnnét kertovat,
ettd mitdéan laskentaa ei tarvita, ellei siirryté toiseen tilaan. Muotoa 2 olevat sdinnot ku-
vaavat pitkdid suoritusta, jolla siirrytddn tilasta ¢ tilaan p ja samalla poistetaan A pinosta.



Sdannon oikea puoli konstruoi automaatin tilasiirtymien jonon siirtymé kerrallaan. Muo-
toa 3 olevat sddnnot ovat analogisia muotoa 2 olevien sédéntdjen kanssa.

Kielioppi G = (V, X, P,S),V =X U{S}U{{(¢,4,p) | ,p € Q, AT U{e}}

P={S — (s,e, f), (1.)
(s,e,8) ~e,(q,6,q) =& (fre,f) =e,  (4)
(s,e,8) — elq,¢,8), (2./tr.1)
(s,e,q) — €{q,¢,q), (2./tr.1)
(s, e, f) = €elg,c f), (2./tr.1)
{q,c,8) — alg,a,s'){(s' ¢, s) (2./tr.2)
(¢,¢.q) — alg.a,q')(d', ¢, q) (2./tr.2)
(¢, ) = alg,a, f){f'se. f) (2./tr2)
(q,a,8) — alq,a ><s’,a,s> (2./tr.3)
(g:a,9) — <q,a a)da,q) (2./tr.3)
(¢,a, f) — alg,a, f){f',a, f) (2./tr.3)
{(g,b,8) — a(q, e, s) (3./tr4)
(¢:b,q) — alq,€,q) (3./tr4)
(b, f) — alq,e. f) (3./tr.4)
(q,¢,8) — blg,b,s')(s,c,s) (2./tr.5)
(a,¢,q) — b{(q,b,¢')(d, c.q) (2./tr.5)
(¢, f) = b{a, b, f){f' e, f) (2./tr.5)
(q,b,s) — blq,b,s")(s', b, s) (2./tr.6)
(¢,b,5) — bla,b,q')(d’,b,q) (2./tr.6)
(g, b,5) — b{g,b, f')(f',b, f) (2./tr.6)
(g,a,s) — b{g,e,s) (3./tr.7)
(¢;a,9) — b{g,,q) (3./tr.7)
(g;a, f) = b{q,e, f) (3./tr.7)
(q,¢,8) — e(f,e,s) (3./tr.8)
(g.c,q) — &(f,e,q) (3./tr.8)
(g, f) = e(f,e. f) (3./tr8)

Naistd sddnnoistd suuri osa on tarpeettomia. Tarvittavat saadaan selville lahtemalla li-
ikkeelle sddnnostd S — (s, ¢, f), ja katsomalla, mitd kaikkia sddntoji voidaan kdyttda.



Tuloksena syntyvét sddnnot ovat

P={S— (s, f)
(s;e,f) = (@ ¢, [)

(g,¢, f) — alg,a,9){q,c, f)
(g,¢, f) = blg,b,q) (g, ¢, f)
(g.c, f) = {f.e. f)

(¢,a,9) — alg,a,q)(q,a,q)
(¢,a,q) — b{g,e,q)

(q:b,9) — b{g, b, q><q7b Q)
(g,b,9) — < . q)
(g,¢,9) —

(f,e, 1) —>€}

Kielioppia voi vield sieventdid. Merkitdédn (g, c, f) = S, {q,b,q) = B, {q,a,q) = A, ja tulok-
seksi saadaan

P={S—aAS|bBS|¢
A — aAA|D,
B — bBB | a}

Liite: Chomskyn normaalimuoto ja CYK-algoritmi

Muutetaan vield viimeisen tehtévén kielioppi Chomskyn normaalimuotoon ja tarkistetaan
CYK-algoritmilla kuuluvatko sanat abb ja abba kieleen L(G).

Kielioppi on Chomskyn normaalimuodossa, mikéli seuraavat ehdot toteutuvat:

1. Ainoastaan alkuvilike S voi olla tyhjentyva.

2. Mahdollisesti esiintyvia sdént6d S — e lukuunottamatta kaikki siénnot ovat muotoa
A — BC tai A — a, missi A, B ja C ovat vilikkeitd ja a terminaalisymboli.

Kielioppi muutetaan normaalimuotoon vaiheittain:

1. Poistetaan 1dhtosymboli sdintdjen oikealta puolelta.

Koska kieliopissa on sddnnot S — aAS ja S — bBS, lisdtéin uusi lihtosymboli S’
ja sdantd S’ — S. Saadaan tulokseksi sddntdjoukko:

S — S,

S — aAS |bBS | e
A — aAA|Db,

B —bBB|a

2. Poistetaan e-produktiot.

Koska Chomskyn normaalimuodossa ainoastaan lihtésymboli S’ saa olla tyhjentyvé,
tdytyy muut e-sdannot poistaa kieliopista. Lasketaan aluksi tyhjentyvien vilikkeiden
joukko NULL:

NULLq ={S} (S — )
NULL; ={S, 8"} (8" —9)
NULL; ={5, $'} = NULL



Timéin jilkeen korvataan siinnst A — X --- X, joukolla siintsji

o {Xi,Xi ¢ NULL
missé «; =

A— ay-as,
tTe X, tai ¢, X; € NULL

Lopuksi poistetaan kaikki séénnét muotoa A — e (lukuunottamatta sdéntoéd 5" — ¢).
Saadaan tulokseksi sisintojoukko!:

S —S|e

S — aAS |aA|bBS | bB
A — aAA|D,

B —bBB|a

3. Poistetaan yksikképroduktiot.
Seuraavaksi poistetaan kieliopista kaikki muotoa A — B olevat s#dnnot, missé, seké,
A ettd B ovat vilikkeité.
Lasketaan ensin joukot F(A) kaikilla A € V — %
FA)=FB)=F(S)=0
F(s8") = {s}
Vilike B kuuluu joukkoon F'(A) tdsmélleen silloin, kun A:sta voidaan johtaa B
kéyttden pelkkia yksikkdproduktioita.

Séént6 A — B korvataan saéntdjoukolla {A — w | 3C € F(B)U{B} : C — w € P}.
Tulokseksi saadaan sdantojoukko:

S"— aAS |aA|bBS | bB |e
S — aAS |aA|bBS | bB
A — aAA|D,

B —bBB |a

4. Poistetaan liian pitkit produktiot.
Viimeisessé vaiheessa lisdtéin kielioppiin uusi vilike C, seké sdanto C, — o kaikille
o € 3 seki jaetaan kaikki siinnot A — w (Jw| > 2) ketjuksi sddntojd, jotka kaikki
johtavat tismalleen kaksi symbolia.
Annetun kieliopin Chomskyn normaalimuodoksi saadaankin seuraava saéintojoukko:
§' — CoS1 | CaA | CySy | CyB | €
S] — AS
S5 — BS
S — Cy81 | CLA| CySy | CyB
S1 — AS
Sy — BS
A—CuA | b
A — AA
B—CyB;|a
B, — BB
C,—a
Cb — b

ITarkkaan ottaen tissd vaiheessa pitiisi lisidté vield uusi aloitusvilike S ja sdsnnét S” — e|S’, mutta tissi
tapauksessa ei synny ongelmia, vaikka kiytetdin S’:a 1dhtésymbolina.



CYK-algoritmilla voidaan tutkia kuuluuko sana x = z; - - - x,, kieliopin G méérittelemain
kieleen. Algoritmin kuluessa lasketaan vilikejoukot NV; ;. Joukko N; ; késittdd kaikki ne
vilikkeet, joilla voidaan johtaa alimerkkijono x;---z;. Joukkojen laskemisessa voidaan
kéayttdaa apuna dynaamista ohjelmointia seuraavaan tapaan:

NI7Z:{A‘(A—>$1)EP}
Niiyr={A|3B,C eV —Xse. (A— BC)€Pja
Elj:i§j<i+ks.eBeNi’j/\CGNj+17i+k}

Tarkastellaan ylla saatua kielioppia ja sanaa abba. Lasketaan ensin joukot N ;, i < 4:

7 —
Ni itk l:a 2:b 3:b 4:a
k] 0 abba abba abba abba
{Baca} {Avcb} {Bvca} {A’ Ob}

Kussakin taulukon ruudussa on merkittyné, mitéd sanan osajonoa ruutu vastaa.

Lasketaan seuraavaksi NN ». Nyt ainoa mahdollinen j = 1, joten tarkastellaan joukkoja
Ni1={B,C,} ja Nao={A,Cp}. Ainoat muotoa A — BC, B € Ny 1 ja C € Ny, olevat
sddnnot ovat: {S" — C,A,S — C, A}, joten Ny o = {5, S}. Samaan saadaan laskettua
joukoiksi N 3 = {A1} ja N34 = {5, S}, joten taulukon toiseksi riviksi muodostuu:

7 —
Ni itk 1:a 2:0b 3:0b 4:a
0 abba abba abba abba
k l {B,Ca} {Avcb} {B>Ca} {A, Cb}
1 abba abba abba
{s", 8 | {4} | {55}

Ruudun N 3 kohdalla téytyy tarkastella kahta eri vaihtoehtoa,

]:]. = Nl’lz{Ca,B} ]:2 = NLQZ{S/,S}
Ny ={A:1} N33 ={Cy, A}

Tapausta j = 1 vastaava vilikejoukko on {A} (A — C,A;) ja tapausta j = 2 vastaava on
0, joten Ny 3 = {A}. Samaan tapaan jatkamalla saadaan lopulta koko taulukoksi:

7 —

Ni itk 1:a 2:0b 3:0b 4:a

0 abba abba abba abba
{B,C,} {A4,Cp} | {B,C.} | {A,Ch}
1 abba abba abba
k| {57, 5} {A} | {95}
2 abba abba
{A} {S1. 81}
3 abba
{57,5, A1}

Koska S’ € Ny 4, niin abba € L(G). Sitdvastoin S’ ¢ N 3, joten abb ¢ L(G).



