Lyhyt johdatus joukko-oppiin ja relaatioihin

Tommi Syrjénen

1 Johdanto

Téamén oppaan tarkoituksena on esittda lyhyt tiivistelmé joukko-opin ja relaa-
tioiden perusteista. Esitys seuraa paépiirteissdéin kirjan Lewis, Papadimitriou:
Elements of the Theory of Computation, 1998 ensimméistd lukua. Teksti on
tarkoitettu ldhinnd muistin virkistdmiseksi, ja kaikki todistukset on sivuutettu.

2 Joukot

1. Matemaattisesti joukko (set) on kokoelma alkioita (element). Esimerkiksi
englanninkielisen aakkoston vokaalien joukkoa V' merkitdin seuraavasti:

V ={a,e,i,o,u,y} .

2. Mikali alkio a on joukon S jdsen, merkitdén sitd a € S. Péinvastaisessa
tapauksessa merkitéiin a ¢ S. Esimerkiksi ylldolevalle joukolle V' pétee:

ecV
kgV .

3. Joukko A on joukon B osajoukko (subset), mikili kaikki A:n alkiot ovat
my6s joukossa B. Téstd kidytetddn merkintda A C B. Esimerkiksi:
{a,b} C {a,b,c,d}
{a,0} Z {a,c,d} .
Joukot A ja B ovat samat, mikdli A C B ja B C A:
{a,b} C {b,a} ja
{b,a} C {a,b} |, joten
{a,b} = {b,a} .



Kuten ylldolevasta esimerkistd huomataan, joukon alkioiden jérjestykselld ei ole
vilid, kuten ei myoskéién silld, ettd jokin alkio esiintyy joukossa monta kertaa:

{a7 b7 a7 b? b} = {a7 b} N

4. Mikéli A C B, mutta B € A, on joukko A joukon B aito osajoukko (proper
subset), ja siitd kiytetdin merkintdd A C B.

5. Joukkoa, jossa ei ole yhtéén alkiota kutsutaan tyhjiksi joukoksi (empty
set), ja siitd kiytetdin merkintdd (. Kaikille joukoille S pétee:

pcs .
6. Joukon S kaikkien osajoukkojen joukkoa kutsutaan potenssijoukoksi (power
set), ja siitéd kdytetdsin merkintdad 29. Kirjallisuudessa esiintyy myos merkinté
P(S). Esimerkiksi:
2lt2h = {[Z)’ {1}7 {2}a {15 2}} :

Joukon alkioina voi siis olla myo0s toisia joukkoja. Erityisesti kannattaa huomata,
ettd

{0y #0 .

7. Joukko S voidaan méaritelld joko luettelemalla kaikki sen alkiot tai jonkin
toisen joukon avulla. Esimerkiksi parittomien luonnolisten lukujen joukko O
voidaan méiéritelld seuraavasti:

O ={z |z € N ja z ei ole jaollinen luvulla 2 } .

Varsinkin amerikkalaisessa kirjallisuudessa kéytetdan usein pystyviivan tilalla
kaksoispistetta.

2.1 Joukko-operaatiot

Tavallisimmat joukko-opilliset operaatiot ovat:

1. unioni (union):

{1,2,3}U{1,4} = {1,2,3,4}



2. leikkaus (intersection)
{1,2,3}n{1,4} = {1}
3. erotus (difference)

{1,2,3} — {1,4} = {2,3}

Joukkojen A ja B erotuksesta kiytetddn myds merkintdd A\ B.

3 Relaatiot ja funktiot

1. Joukkojen A ja B karteesinen tulo (Cartesian product) on joukko:
AxB={(z,y) |z € Aye B},

misséd kukin (x,y) on jirjestetty pari (ordered pair). Esimerkiksi

{1,2,3} x{1,4} = {(1,1),(1,4),(2,1),(2,4),(3,1), (3,4)}
2. Kuten jo nimesté voi paitelld, jirjestetyt parit (a,b) ja (b, a) eivit ole sama
pari. Samoin (a, (b,¢)) # ((a,b), ¢).

3. Joukkojen A ja B viilille muodostettu relaatio (relation) R on osajoukko
karteesisesta tulosta A x B:

RCAxB .

4. Merkinnén (a,b) € R liséksi kéytetddn usein merkintidd aRb, etenkin tavallis-
ten matemaattisten relaatioiden tapauksessa. Esimerkiksi (a,b) € < merkitiéin
tuttuun tapaan a < b.

5. Relaatio voi olla muodostettu my6s useamman kuin kahden joukon suhteen,
esim.:

RCAxBxC .

Mikéli joukkoja on kaksi, on kyseessé bind#rirelaatio (binary relation).

6. Bin#arirelaatio joukolta itselleen voidaan esittdd suunnatuna graafina. Esi-
merkiksi relaatiota R C {a,b,c,d} x {a,b,c,d}:

R = {(a7 b), (a7 c), (b7 d), (¢, d), (d, d>}



vastaa graafi:

7. Kahden relaation Ry C A x B ja Ry C B x C kompositio (composition)
R1 0 Ry C A x C madritellaéin seuraavasti:

RioRy={(a,¢)|a€ A,ceC,3be B: (a,b) € Ry ja (b,c) € Ra}

Esimerkiksi relaatioiden:

a b a b
Rl c R2 : ¢
kompositio Ry o Ry on:
a b
R1 [¢] R2 : ¢

Komposition kaari (a, a) saadaan yhdistdmélld kaaret (a,b) ja (b, a), kaari (a, b)
kaarista (a, ¢) ja (c,b), kaari (¢, b) kaarista (¢, ¢) ja (¢, b) seké kaari (b, b) kaarista
(b, ¢) ja (c,b).

8. Relaation R C A x B kédnteisrelaatio R~' C B x A on relaatio:
R™' ={(b,a) | (a,b) € R}

Esimerkiksi:

Ry : R 1:

9. Funktio (function) f on relaatio f C A x B, jossa jokaista lihtéavaruuden
(domain) A alkiota a kohden l6ytyy tdsmélleen yksi kuva-avaruuden (image)
alkio b siten, ettd (a,b) € f. Yleensd kiytetddin merkintoji f : A — B ja
fla) =b.



Tarkastellaan kahta relaatiota Ry ja Ras:

3 2 3 2
Ry : Ry :

Relaatio Ry on itseasiassa funktio f : Z4 +— Zg4,
f(z)=24+1 mod4 .
Sitdvastoin Ry ei ole funktio, silld alkiolla 0 on kaksi kuvaa ja alkiolla 3 ei ole

yhtaan.

10. Funktio f : A+ B on injektiivinen (one-to-one), mikili kaikille erillisille
alkiolle a,a’ € A pitee f(a) # f(a’). Vastaavasti f on surjektiivinen (onto),
mikéli kaikille b € B on olemassa a € A siten, ettd f(a) = b. Funktiota, joka on
seké injektiivinen ettéd surjektiivinen, kutsutaan bijektioksi (bijection).

©)

fi: fs: fo:

Niista funktioista f; on injektiivinen, fs surjektiivinen ja f; bijektio.

3.1 Relaatioiden luokittelua

11. Bin&érirelaatiot voidaan luokitella niidden ominaisuuksien mukaan. Téarkeimmiéit
ominaisuudet ovat: refleksiivisyys, symmetrisyys, transitiivisuus ja sarjallisuus.

12. Binéérirelaatio R C A x A on refleksiivinen (reflezive), mikéli
Va € A: (a,a) €ER .

Refleksiivinen relaation graafiesityksessd on kaari jokaisesta solmusta takaisin
itseensé. Vastaavasti relaatio on antirefleksiivinen, mikéli

Va € A: (a,a) ¢ R .

Tarkastellaan seuraavia kolmea relaatiota:

d c d c d c



Niistd R; on refleksiivinen ja R3 on antirefleksiivinen, silli siiné ei ole yhtain
refleksiivisté kaarta. Sitdvastoin Ry ei ole kumpaakaan.

13. Binéirirelaatio R C A X A on symmetrinen (symmetric), mikili
Va,b€ A: (a,b) € R= (bya) €ER .

Symmetristi relaatiota kuvaavassa graafissa on jokaisella kaarella paluukaari.

Tarkastellaan taas kolmea relaatiota:

C Cc C

Ri:a Rs:a Rs:a
b b b

Téssd Ry on symmetrinen, R3 antisymmetrinen ja Ry ei ole kumpaakaan.

14. Bind#érirelaatio R C A x A on transitiivinen (¢ransitive), mikéli
Ya,b,c€ A: (a,b) € RA(b,c) € R= (a,c) € R

Mikali transitiivisen relaation graafissa on jokin polku solmusta a solmuun b,
tdytyy siind olla myos suora kaari (a, b).

Allaolevista relaatioista Ry on transitiivinen, mutta Ry ei ole, silli kaari (a, ¢)
puuttuu.

Ri:b c Ro:b c

15. Bindérirelaatio R C A x A on sarjallinen (serial), mikéli
Vaec A,Fbe A: (a,b) €R .
Sarjallisen relaation graafin kaikista solmuista lihtee vahintain yksi kaari.
16. Bindérirelaatio R C A x A on ekvivalenssirelaatio (equivalence relation),
mikéli se on seké refleksiivinen, transitiivinen ettd symmetrinen. Ekvivalenssi-

relaatio jakaa joukon A ekvivalenssiluokkiin (equivalence class).

Allaoleva ekvivalenssirelaatio jakaa joukon {a, b, ¢, d, e, f, g} kolmeen ekvivalens-



siluokkaan:

Luokat ovat {a,b,c,d}, {e, f} ja {g}.

17. Biniirirelaatio R C A X A on osittaisjirjestys (partial order), mikili se on
refleksiivinen, transitiivinen ja kaikille erillisille alkioille a,b € A joko (a,b) ¢ R
tai (b,a) ¢ R. Alkio a on osittaisjdrjestyksen R minimi (minimum), mikéli

Vbe A:(a=b)V(bja)¢ R .
Vastaavasti maksimi (mazimum) on alkio a, jolle pitee:

Vbe A: (a=b)V(a,b) ¢ R .

Esimerkiksi mielivaltaisen joukon S potenssijoukko 2° muodostaa osittaisjirjestyksen
C-relaation yli. Alla on esitetty timi joukolle S = {a,b, c}:

Jérjestyksen ainoa minimi on () ja maksimi {a, b, c}.

18. Mikali osittaisjdrjestyksessi R kaikille pareille a,b € A joko (a,b) € R tai
(b,a) € R, on kyseessi taysjirjestys (total order).

Esimerkiksi tavalliseen tapaan mééritelty relaatio <C N x N on téysjérjestys.

1Kuvasta on jitetty selvyyden vuoksi pois refleksiiviset ja transitiiviset kaaret. Esimerkiksi
relaatioon kuuluu myés kaari ({a}, {a, b, c}), silld {a} C {a,b} C {a,b,c}.



3.2 Esimerkkeji relaatiotyypeista

19. Seuraavissa esimerkeissé kéytetddn tarkasteltavana joukkona kaikkien ih-
misten joukkoa P.

20. Maaritelldéan relaatio Ry C P x P:
Ry ={(a,b) | alla ja b:ll& on samat vanhemmat }

R; on refleksiivinen, symmetrinen (jos a:lla on samat vanhemmat kuin b:114,
niin myos b:lli on samat vanhemmat kuin a:lla) ja transitiivinen (jos a on b:n
veli ja b on ¢ sisko, niin a on ¢:n veli), joten se on myds ekvivalenssirelaatio.
Yhden pariskunnan lapset muodostavat aina yhden ekvivalenssiluokan.

21. Maéritellddn Ry C P x P:
Ry = {(a,b) | b on a:n &iti}

Ry on antirefleksiivinen (kukaan ei ole itsensi &iti), antisymmetrinen (kukaan
ei ole ditinsd #iti) ja sarjallinen (kaikilla on &iti). Koska kaikilla henkilsilld on
tdsmailleen yksi &iti, relaatio voidaan tulkita myos funktiona

f(a) = a:n &iti.

Funktio ei kuitenkaan ole injektiivinen, silli naisella voi olla useita lapsia, eiké
surjektiivinen, silld kaikki ihmiset eivét ole ditejé.

22. Maaéritelldan R3 C P x P:
R3 = {(a,b) | bon a:n esi-isi }

R3 on antirefleksiivinen, antisymmetrinen, sarjallinen ja transitiivinen (jos a on
b:n esi-isd ja b on ¢:n esi-isd, niin a on myds c:n esi-isi).

23. Siirrytddn tarkastelemaan luonnollisten lukujen joukkoa N = {0,1,2,...}.
24. Relaatio xC N — {0} x N — {0}:
<={(a,b) | b on jaollinen a:lla }

on refleksiivinen ja transitiivinen. Liséksi tilanne a < b ja b < a on mahdollinen
vain, jos a = b. Né&in ollen < on osittaisjirjestys. Jarjestykselld on yksikésitteinen
minimialkio 1.



Esimerkiksi lukujoukon {1,2,3,5,6,10,15,30} jaollisuusrelaatio on?:
30

O
1

25. Viimeisené esimerkkiné tarkastellaan relaatiota < C N x N:
< ={(a,b)| a on pienempi tai yhtésuuri kuin b}

Kuten <, my6s < on osittaisjérjestys. Lisiksi kaikilla pareilla a,b € N pétee
a < b tai b < a, joten kyseessé on taysjirjestys.

4 Sulkeumat

1. Olkoon R C D x D bindérirelaatio ja joukko B C D. Télléin B on suljettu
(closed under) relaation R suhteen, mikili

Vbe B,Vce D:(bc)eR—cEB .

Toisin sanoen, graafiesityksessd yhdestidkain joukkoon B kuuluvasta solmusta
ei saa lahted kaarta solmuun, joka ei kuulu siihen.

Tarkastellaan esimerkiksi alla olevaa relaatiota R, missd D = {a,b,c,d}, A =
{a,d} ja B ={b,c}:

b

2Myos téstd kuvasta puuttuvat refleksiiviset ja transitiiviset kaaret.



Joukko B on suljettu R:n suhteen, silld solmuista b ja c ei johda yhtdan kaarta
solmuihin « ja d. Sitdvastoin A ei ole suljettu, silld esimerkiksi (a,b) € R, mutta

b A

2. Joukko voi olla suljettu my6s jonkin funktion suhteen. Esimerkiksi luonnol-
listen lukujen joukko N on suljettu yhteenlaskun suhteen, silld a + b € N aina
kun a € N ja b € N. Se ei kuitenkaan ole suljettu viahennyslaskun suhteen, silla
esimerkiksi 1 —3 = -2 ¢ N.

3. Relaation R C A x A transitiivinen sulkeuma (transitive closure) R on
pienin transitiivinen relaatio, johon siséltyviat kaikki R:n parit.

4. Esimerkiksi alla on relaatio R ja sen transitiivinen sulkeuma R¥:

R*:

5. Transitiivinen sulkeuma voidaan muodostaa seuraavanlaisella algoritmilla:

RT =R

while Ja;,a;,a, € A: (ai,a4), (aj,ar) € RT A (ai,ar) ¢ R do
R* := RT U {(a;,ar)}

end while

Algoritmissa ldhdetdan liikkeelle alkuperdisesti relaatiosta R ja etsitdén siitd
kahden askeleen mittaisia polkuja, jotka rikkovat transitiivisuusehdon.

6. Esimerkki. Muodostetaan ylla esitetyn relaation R transitiivinen sulkeuma:

b

10



Relaatiossa on kaaret (a,b) ja (b,c), joten kaari (a,c) tdytyy lisitd siihen:

b

+ .
R} :
C

Témiin lisdyksen jilkeen RT:ssé on kaaret (a, ¢) ja (¢, d), joten myds (a, d) tiytyy
lisétés:

+ .
R}
Cc

Koska solmut b, ¢ ja d muodostavat silmukan, tdytyy niiden vélilla olla kaaret
kumpaankin suuntaan.

Lopuksi taytyy vield lisité refleksiiviset kaaret silmukassa mukana oleville sol-
muille:

7. Transitiivisen sulkeuman lisdksi voidaan mééritelld samalla tavoin myos sym-
metrinen ja refleksiivinen sulkeuma.

8. Kéytdnnon kannalta térkein on graafin R refleksiivinen ja transitiivinen sul-
keuma, silla se siséltad kaikki R:n polut.

R* ={(a,b) | graafissa R on polku solmusta @ solmuun b}

11



5 Adsrelliset ja direttomiit joukot

1. Joukon S mahtavuus (cardinality) |S| on sen sisdltdmien alkioiden m&ara.
Joukot A ja B ovat yhtd mahtavia (equinumerous), mikéli niiden vilille voidaan
muodostaa bijektio f: A — B.

2. Joukko S on d#rellinen (finite), mikiili se on yhtd mahtava joukon {1,...,n}
kanssa jollakin n € N. Joukko, joka ei ole déirellinen, on diretén (infinite).

3. Joukko S on numeroituva (countable), mikéli se on dérellinen tai yhtd mah-
tava luonnollisten lukujen joukon N kanssa, muussa tapauksessa se on ylinu-
meroituva (uncountable).

4. Esimerkiksi parittomien luonnollisten lukujen joukko
0=1{1,3,5...}

on numeroituva. Téssd tapauksessa bijektio f : N — O voidaan mééritelld
seuraavasti:

fln)=2n+1.

5. Numeroituvia joukkoja ovat myos kokonaislukujen Z ja rationaalilukujen Q
joukot. Lisiiksi kahden numeroituvan joukon karteesinen tulo on aina numeroi-
tuva.

6. Reaalilukujen R ja kompleksilukujen C joukot sekd luonnollisten lukujen
joukon N potenssijoukko 2V ovat ylinumeroituvia.

6 Todistuksista

1. Halutaan todistaa, ettd jokin viite P(n) pétee kaikille luonnollisille luvuille,
esimerkiksi, etté

=
=1
kaikilla n > 0.

2. Matemaattisen induktion (induction) perusajatuksena on todistaa viiite
kahdessa osassa:

12



1. Todistetaan, ettd viite pétee tapauksessa P(0). (perustapaus, basic ca-
se);

2. Todistetaan, ettd kaikilla n, P(n) — P(n+1). (induktio-askel, induction
step).

Niiden osien yhdistdmisestd seuraa se, ettd viite pétee kaikilla n € N: Pe-
rustapauksesta seuraa, ettéi P(0) on tosi. Siitd voidaan induktio-askeleen avul-
la niyttid, ettd P(1) on tosi, josta puolestaan seuraa, ettd P(2) on tosi, jne.
Induktio-askel todistetaan yleensi induktio-oletuksen (induction hypothesis)
avulla.

3. Todistetaan ylldoleva véite induktiolla.

0240

Perustapaus. Kunn =0, 3" ;i =0= 2,

joten viite pitéda paikkansa.

Induktio-oletus. Oletetaan, ettd on olemassa jokin k € N siten, ettd vaittaméa
pitdéd paikkansa kaikilla n < k.

Induktio-askel. Tarkastellaan tapausta n = k + 1. Tall6in summa on

k+1
di=1424 4 k+(k+1) .
=1

Induktio-oletuksen perusteella Zle 1= @, joten yhtalo sievenee muotoon:
k+1 2
. ko +k
i= +(k+1)
i=1
K+ k+2k+2

(k2+21%+1)+(k+1)
(k+1)2+(2k+1)
5 .

4. Toinen tietojenkésittelyteoriassa hyodyllinen todistusmenetelmé on niin kut-
suttu ”kyyhkyslakkaperiaate” (pigeonhole principle). Formaalisti periaate
médritellddn seuraavasti:

Mikdli A ja B ovat ddrellisii joukkoja ja |Al > |B|, ei ole olemassa
injektiivistd funktiota f: A — B.

Nimi "kyyhkyslakkaperiaate” tulee teoreemaa havainnollistavasta esimerkisté.:

13



Mikéli n + 1 kyyhkystd varten on n pesdé, tdytyy ainakin yhteen
pesddn menné vahintdan 2 kyyhkysta.

Téssé teoreeman mainitsema injektiivinen funktio olisi tapa jakaa kaikki kyyh-
kyset pesiin siten, ettd kuhunkin peséén tulisi korkeintaan yksi kyyhkynen.
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