4.2 Turingin koneiden laajennuksia
1. Moniuraiset koneet
Sallitaan, ettd Turingin koneen nauha koostuu

k:sta rinnakkaisesta urasta, jotka kaikki kone
lukee ja kirjoittaa yhdessa laskenta-askelessa:
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Koneen siirtymafunktion arvot ovat talldin muo-
toa:
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5((], (ala IR ak)) = (q,a (bla EEER bk)a A),
missd aq,...,a; ovat urilta 1,...,k luetut mer-
kit, b1,...,bg niiden tilalle kirjoitettavat merkit,
ja A € {L, R} on nauhapddn siirtosuunta.

Laskennan aluksi tutkittava syodte sijoitetaan
vykkdsuran vasempaan laitaan; muille urille tu-
lee sen kohdalle erityisid tyhjamerkkejd #.

1

Lause 4.1. Jos formaali kieli L voidaan tun-
nistaa k-uraisella Turingin koneella, se voidaan
tunnistaa myds standardimallisella Turingin ko-
neella.

Todistus. Olkoon M = (Q,X,T, 4, qo, qacc, Grej)
k-urainen Turingin kone, joka tunnistaa kielen
L. Vastaava standardimallinen kone M muo-
dostetaan seuraavasti:

M= (Q: Z: Faga QanaCC>Qrej)a
missd Q = QU{do,d1,d2}, I = T U ja kaikilla
g €@ on
- ai , b
5(%[ : ])=(q,{ : ],/—\),
ak b

kun 5((], (al"“,ak)) = (q,a (bla"-abk>’A)'
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Formaalisti k-urainen Turingin kone on seitsik-
ko

M = (Q7 Za ra 67 q0; qacc, Qrej)a

missda muut komponentit ovat kuten standar-
dimallissa, paitsi siirtymafunktio:

8 (Q — {aacc, arej}) x (MFU{>,<}) =
Qx (MFu{>,<}) x{L,R}.

Seuraajatilannerelaation + , alkutilan jne. maa-

M
ritelmdt ovat pienid muutoksia lukuunottamat-
ta samanlaiset kuin standardimallissa.

Koneen M laskennan aluksi taytyy syotejono
“nostaa” ykkosuralle, so. korvata nauhalla merk-
kijono aias...an merkkijonolla
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Tdtd operaatiota varten liitetdan M:sta kopioi-
dun siirtymafunktion osan alkuun vield pieni
“esiprosessori'’:




2. Moninauhaiset koneet
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Sallitaan, ettd Turingin koneella on k toisistaan
riippumatonta nauhaa, joilla on kullakin oma
nauhapadansd. Kone lukee ja Kirjoittaa kaikki
nauhat yhdessd laskenta-askelessa. Laskennan
aluksi syote sijoitetaan ykkdsnauhan vasempaan
laitaan ja kaikki nauhapdat nauhojensa alkuun.

Lause 4.2. Jos formaali kieli L voidaan tunnis-
taa k-nauhaisella Turingin koneella, se voidaan
tunnistaa myds standardimallisella Turingin ko-
neella.

Todistus (idea). Olkoon

M = (Q7 Za r757 QanaCCaQrej)
k-nauhainen Turingin kone, joka tunnistaa kie-
len L. Konetta M voidaan simuloida 2k-uraisella
koneella M siten, ettd koneen M parittomat
urat 1,3,5,...,2k — 1 vastaavat M:n nauhoja
1,2,...,k, ja kutakin paritonta uraa seuraaval-
la parillisella uralla on merkilld 1+ merkitty vas-
taavan nauhan nauhapdan sijainti.
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Tallaisen koneen siirtymafunktion arvot ovat
muotoa

J(q’ a17 .. "ak) - (ql, (bli Al)? ) (bk’ Ak))’

missé ai,...,a ovat nauhoilta 1,...,k luetut
merkit, by,...,bg niiden tilalle kirjoitettavat mer-
kit, ja A1,..., A € {L, R} nauhapdiden siirto-
suunnat.

Formaalisti k-nauhainen Turingin kone on seit-
sikko

M= (Qa Za ra 6a q0, qacc, Qrej)a

missa muut komponentit ovat kuten standar-
dimallissa, paitsi siirtymafunktio:

6 1 (Q —{gacc, grej}) x (MU {>, <})k -
Q x (MU {>,<}) x {L, RH*.
Seuraajatilannerelaatio ym. peruskdsitteet maa-
ritelldaan pienin muutoksin entiseen tapaan.
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Simuloinnin aluksi sybtemerkkijono sijoitetaan
normaalisti koneen M ykkOsuralle. Ensimmai-
sessd siirtymassddn M merkitsee nauhap&sgosoit-
timet 1 parillisten urien ensimmadisiin merkki-
paikkoihin.

Taman jdlkeen M toimii “pyyhkimalld” nauhaa
edestakaisin sen alku- ja loppumerkin valillad.
Vasemmalta oikealle pyyhkdisylla M kerss tie-
dot kunkin osoittimen kohdalla olevasta M:n
nauhamerkistd. Kun kaikki merkit ovat selvilld,
M simuloi vhden M:n siirtymadn, ja takaisin oi-
kealta vasemmalle suuntautuvalla pyyhkdisylla
kirjoittaa T-osoittimien kohdalle asianmukaiset
uudet merkit ja siirtda osoittimia. O



3. Epddeterministiset koneet

Formaalisti epddeterministinen Turingin kone
on seitsikko

M = (Qa Z’ ra 5a 40, 9acc; Qrej)a
missd muut komponentit ovat kuten determi-
nistisessa standardimallissa, paitsi siirtymafunk-
tio:
61 (Q — {gacc, grej}) x (MU {>,<}) —
PQx (Tu{>,<}) x{L,R}).

Siirtymafunktion arvon

5(‘15 a) = {(QL b1, Al)a BN (qk’ bk7 Ak)}

tulkinta on, ettd ollessaan tilassa ¢q ja lukies-
saan merkin a kone voi toimia jonkin kolmikon
(g;, b;, A;) mukaisesti.

Esimerkki. Yhdistettyjen lukujen “tunnistami-
nen” epddeterministisilla Turingin koneilla.

Ei-negatiivinen kokonaisluku n on yhdistetty,
jos silla on kokonaislukutekijat p,q > 2, joilla
pq = n. Luku, joka ei ole yhdistetty, on alkulu-
ku.

Oletetaan, ettd on jo suunniteltu deterministi-
nen kone CHECK_MULT, joka tunnistaa kielen
L(CHECK_MULT) =
{n#p#q | n,p, q binddrilukuja, n = pq}.

Olkoon lisdksi GO_START deterministinen Tu-
ringin kone, joka siirtda nauhapdan osoittamaan
nauhan ensimmadistd merkkid.
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Epddeterministisen koneen tilanteet, tilanne-
johdot jne. mdaritelladn formaalisti samoin kuin
deterministisenkin koneen tapauksessa, paitsi
ettd ehdon 6(q,a) = (¢’,b,A) sijaan kirjoite-
taan (¢',b,A) € 6(q,a).

Taman muutoksen takia seuraajatilannerelaa-
tio - ei ole endd yksiarvoinen: koneen tilan-
M

teella (q,w) voi nyt olla useita vaihtoehtoisia

seuraajia, so. tilanteita (¢’,w’), joilla (¢, w) + (¢, w’).
M

Koneen M tunnistama kieli mddaritelldan:

L(M) ={z € X*| (q0,2) AI}*(qacc,w) jollakin w € I*}.

Epddeterministisen koneen M tapauksessa siis
merkkijono z kuuluu M:n tunnistamaan Kkie-
leen, jos jokin M:n kelvollinen tilannejono joh-
taa alkutilanteesta syotteelld x hyvdksyvdan lop-
putilanteeseen.

10

Olkoon edelleen GEN_INT seuraava mielival-
taisen ykkostd suuremman binddriluvun nauhan
loppuun tuottava epddeterministinen Turingin
kone:
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Epddeterministinen Turingin kone TEST_COMPQOS]

joka tunnistaa kielen

L(TEST_COMPOSITE) =
{n | n on binddrimuotoinen yhdistetty luku}

voidaan muodostaa ndistda komponenteista yh-
distamalla:

LO om0 Q=D g=D 9

GENINT GENINT GO_START CHECK,MUL@




Yhdistetty kone hyvdksyy syotteend annetun
binddriluvun n, jos ja vain jos on olemassa bi-
ndadriluvut p,q > 2, joilla n = pg — siis jos ja
vain jos n on yhdistetty luku.

Huom. Yleinen kaaviomerkintd Turingin konei-
den yhdistamiselle:
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Nauhalla 1 M siilyttdd kopiota sydtejonosta
ja nauhalla 2 se simuloi koneen M ty6nauhaa.
Kunkin simuloitavan laskennan aluksi M kopioi
syOtteen nauhalta 1 nauhalle 2 ja pyyhkii pois
nauhalle 2 edellisen laskennan jaljilta mahdol-
lisesti jaaneet merkit.

Nauhalla 3 M pitad kirjaa vuorossa olevan las-
kennan “jarjestysnumerosta’.
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Lause 4.3 Jos formaali kieli L voidaan tunnis-
taa epddeterministiselld Turingin koneella, se
voidaan tunnistaa myds standardimallisella de-
terministiselld Turingin koneella.

Todistus (idea). Olkoon

M = (Q7 Za ra 5) 405 qacc, Qrej)

epddeterministinen Turingin kone, joka tunnis-
taa kielen L. Konetta M voidaan simuloida kol-
menauhaisella deterministiselld koneella 1\71, jo-
ka kdy systemaattisesti lapi M:n mahdollisia
laskentoja (tilannejonoja), kunnes I16ytdd hy-
vaksyvdn — jos sellainen on olemassa. Kone M
voidaan edelleen muuntaa standardimalliseksi
edellisten lauseiden konstruktioilla.
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Tarkemmin sanoen, olkoon r suurin M:n siirty-
madfunktion arvojoukon koko. Talldin M:lla on

erityiset nauhamerkit Dq,...,D,, joista koos-
tuvia jonoja se generoi nauhalle 3 kanonisessa
jarjestyksessa: e, D1, Dy, ..., Dy, D1 D1, D1 D>,
..., D1Dy, D3D+, . ...

Kutakin generoitua jonoa kohden M simuloi
vhden M:n osittaisen laskennan, jossa epdde-
terministiset valinnat tehdddan kolmosnauhan
koodijonon ilmaisemalla tavalla.
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Esimerkiksi jos kolmosnauhalla on jono D1 D3Ds5,
niin ensimmadisessad siirtymdssa valitaan vaih-
toehto 1, toisessa vaihtoehto 3, kolmannessa
vaihtoehto 2. Ellei tamad laskenta johtanut M:n
hyvdksyvadn lopputilaan, generoidaan seuraa-
va koodijono D1D3D3 ja aloitetaan alusta.

Jos koodijono on epdkelpo, so. jos siind jos-
sakin kohden on tilanteeseen liian suuri koodi,
simuloitu laskenta keskeytetddn ja generoidaan
seuraava jono.
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Selvdsti tama systemaattinen koneen M las-
kentojen ldpikdynti johtaa koneen M hyvaksy-
mdan sybtejonon, jos ja vain jos koneella M
on syotteen hyvdksyvad laskenta. Jos hyvaksy-
v laskentaa ei ole, kone M ei pysahdy. O
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