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Laskuharjoitus 1

Demonstraatiotehtavien ratkaisut

4. Tehtava: Todista oikeiksi seuraavat joukkojen yhdisteiden ja leikkausten osittelulait:

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

Vastaus: Kerrataan aluksi joukkojen yhteneviisyyden madritelmé: Olkoon A ja B
joukkoja. Télloin A = B mikéli sekd A C B ja B C A. Lait voidaan siis todistaa
osoittamalla ettd yhtasuurusmerkin kummallakin puolella olevat joukot ovat toistensa
osajoukkoja.

Todistetaan ensin:
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)

Tarkastellaan alkiota x € AN (B UC). Leikkauksen mé#ritelmén mukaan télloin z € A
jax € BUC. Yhdisteen mééritelméstd puolestaan seuraa, ettd x € B tai x € C (tai
molemmat, mutta titd tapausta ei tarvitse erikseen tarkastella). Ensimméisessd tapauk-
sessa toteutuvat ehdot x € A ja x € B, joten x € AN B. Jalkimmaéisessa tapauksessa
vastaavasti € A ja x € C, joten x € ANC. Néin ollen, x € (AN B)U (ANC), ja

AN(BUC)C(ANB)U(ANC)

Valitaan nyt vastaavasti alkio z € (AN B) U (ANC). Talloin on taas kaksi mahdollista
tilannetta:

i) = € (AN B); tai
i) z € (ANC)

Koska kaikille joukoille B ja C pédtee: B C (BUC) 2 C, niin molemmissa tapauksissa
x € AN (BUC), joten:

(ANB)U(ANC)C AN(BUCQ) .

Koska molemmat joukot ovat toistensa osajoukkoja, (AN B)U (ANC) = AN (BUCQC).
Venn-kaavioilla voidaan havainnollistaa tata osittelulakia seuraavasti:

BUC

AN BUC’

AmB AmO (ANB)U AﬂC




Toinen osittelulaki
AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC)

voidaan todistaa vastaavasti. Mikéli z € AU (BN C), niin joko z € A taiz € BNC. Jos
x €A ninz e AUBjaxz € AUC, joten z € (AU B)N (AU C). Toisessa tapauksessa
x € BN C. Téalloin patee x € B jaxz € C, joten myos x € AUB jaxz € AUC, eli

AU(BNC)C(AUB)N(AUC) .

Toiseen suuntaan: Jos x € (AUB)N(AUC), niinx € AUB jaxz € AUC. Josnyt x € A,
niin z € AU (B NC) triviaalisti. Mikéli puolestaan = ¢ A, niin valttdméttd x € B ja
xeC,jotenx e BNC jax e AU(BNC). Néin saadaan

(AUB)N(AUC)C AU (BNC),

joten laki péatee. Tama laki voidaan esittad kaavioilla seuraavasti:

AU BﬂC

AUB AUC (AuB)N AUO

. Tehtava: Maaritellaédn perusjoukossa N x N relaatio ~ saannolla:

(m,n)~(p,q) & m+n=p+q.

Osoita, ettd tdmé on ekvivalenssirelaatio ja kuvaile intuitiivisesti (”geometrisesti”) sen
ekvivalenssiluokkia.

Vastaus: Relaatio v~ C (N x N) x (N x N) on mééritelty seuraavasti:
(m,n) «~(p,q) & m+n=p+q

Toisin sanoen, kaksi lukuparia ovat ekvivalentit silloin, kun niiden summat ovat samat.

Relaatio on ekvivalenssirelaatio tasmalleen silloin, kun se on sekd symmetrinen, transitii-
vinen etté refleksiivinen. Tarkistetaan, toteutuvatko ehdot relaatiolle .

i) Relaatio «~ on symmetrinen, jos (m,n) « (p, ¢) aina kun (p, q) -« (m,n). Koska
m+n=pt+qeptg=mtn,

kuuluu ((p, ¢), (m,n)) aina relaatioon, kun ((m,n), (p,q)) kuuluu, joten symmetri-
Syys toteutuu.

ii) Relaatio «~ on refleksiivinen, jos kaikille (m,n) € N pétee (m,n) «~ (m,n). Koska
m+n=m-+n,

ehto toteutuu.



iii) Relaatio «~ on transitiivinen, jos aina kun (m,n) « (p,q) ja (p,q) «~ (k,1) myos
(m,n) «~ (k,1). Jos pétee:

m+n=p+qjap+q=~k+l1,
niin
m4+n=p+qg=k+l=m+n=k+I,
joten myos transitiivisuus toteutuu.

Koska kaikki kolme ehtoa toteutuivat, on «~ ekvivalenssirelaatio. Alla on relaation graafiesi-
tyksen alkuosa:

”\;ﬁﬂ

\4,'

\3'

Kaaviosta ndhdaén, etta relaation maaraamat ekvivalenssiluokat vastaavat suoran y = —x
suuntaisia suoria.

. Tehtava: Todista induktiolla, ettd jos X on &dérellinen joukko, jonka koko on n = | X|,
niin sen potenssijoukon koko on [P(X)| = 2™.

Vastaus: Perustapaus: X = (). Tilloin P(0) = {0} ja [P(0)| = 1 = 2°.
Induktio-oletus: oletetaan ettd on olemassa jokin k € N siten, ettd sdaanto patee kaikille
n<k.

Induktioaskel: olkoon |X| = k + 1. Merkitain X = Y U {z} (z ¢ Y). Induktio-
oletuksen perusteella |P(Y)| = 2F. |P(X)|:4in kuuluvat kaikki |P(Y)|:n joukot seki
|P(Y)|:n joukkojen unioni joukon {x}n kanssa. Saadaan |P(X)| = 2.2~ = 2k+1,



