Tik-79.148 Kevit 2001
Tietojenkisittelyteorian perusteet

Laskuharjoitus 9

Ratkaisut

4. Monimutkaisen Turingin koneen suunnittelu voi olla hyvinkin tyoléasta.
Siksi onkin kehitetty konekaaviot, joiden avulla voidaan yhdistasd yksin-
kertaisia Turingin koneita monimutkaisten toimintojen mahdollistamisek-
si.

Yksinkertaiset peruskoneet ovat:
e Jokaista Y:n symbolia varten on kone, joka kirjoittaa kyseisen sym-
bolin nauhan kohdalle ja pyséhtyy sitten siirtdamatta lukupéata.
e Koneet R ja L, jotka siirtdvit lukupaétd yhden askeleen verran oike-
alle tai vasemmalle ja pysdhtyvét sitten.

Tehtavan koneet toimivat seuraavasti:

(a) Kone siirtdéd lukupéétéaan oikealle ikuisessa silmukassa.

(b) Kone siirtdé ensin lukupédédtédén yhden askeleen oikealle. Mikili lu-
kupéén alla on nyt a, sen péille kirjoitetaan b. Mikéli siind on b,
kirjoitetaan a.

(c) Kone siirtdd lukupa#tiain kaksi askelta vasemmalle. Téssé kannattaa
huomata, ettd mikéali lukupédd on jo valmiiksi nauhan vasemmassa
reunassa, ei koneen kiyttdytyminen ole hyvin mééritelty. (Aloitus-
merkki > vaatii aina siirtdméin lukupéén oikealle).

(d) Kone ensin siirtdéd lukupéitiéin askeleen vasemmalle, ja mikili se on
nyt ei-tyhjan merkin kohdalla, siirretdéin lukupaé takaisin oikealle.

5. Kolme keskeisintd Turingin koneisiin liittyvad termid ovat:

e Turing-ratkeavuus (Turing decidable)
e Turing-hyviiksyttavyys (Turing acceptable, semi-decidable)

e Turing-laskettavuus (Turing computable)

Kieli L on Turing-ratkeava, mikéli on olemassa Turingin kone M siten,
ettd
(h,>UYU), kunwelL

> U wl) F3
(s wh) Py {(h,»uNu), kun w ¢ L

Kaikista merkkijonoista w € ¥* voidaan siis sanoa, kuuluvatko ne kieleen
vai eivit.
Kieli L on Turing-hyvéksyttdava, mikéli on olemassa Turingin kone M
siten, etta

M pyséhtyy syotteelld w < w € L

Kielen hyviksyvéa Turingin kone siis pyséhtyy vain ja ainoastaan silloin,
kun syttesana kuuluu kieleen. Muussa tapauksessa se jatkaa toimintaansa



ikuisesti. On olemassa kielié, jotka ovat Turing-hyvéaksyttévid, mutta eivit
Turing-ratkeavia. Esimerkiksi:

L ={M | M on Turingin kone, joka pysihtyy syotteelld e}

on téllainen.

Voidaan ajatella, ettd kielen L ratkaiseva Turingin kone itse asiassa laskee
funktion f : ¥* — {y,n}. Tdméi voidaan yleistd4 mielivaltaisille merkki-
jonofunktioille g : 3* — ¥*. Turingin kone M laskee funktion g, mikéli:

flw) =u< (s,>Uwl) 3, (h,>Uul)

Koneelle annetaan syotteeksi merkkijono z, ja laskennan pédtteeksi nau-
halle tallennetaan f(z). Samalla tapaa voidaan mééritelld myos moniar-
gumenttisia funktioita. T&lloin argumentit ovat koneen M alkukonfiguraa-
tiossa kirjoitettuna perdkkéin nauhan alkuun yhden tyhjén paikan eroit-
tamina (esim. > L wy Uwsg U -+ - U w,l).

(a) Kielen a*ba*b hyviksyvi Turingin kone on:

M = (K,%,5,s)
K ={q0,q1,92, 43}
¥ ={a,b,U}
§=4qo

q | o] d(g,0)

g | U | (¢, 1)

| a| (q,a)

a1 | b | (g21L)

@ | U | (q,U)

q@ | a | (q,L)

g2 | b | (g3, 1)

g | U | (g2,1)

a3 | a | (g3, L)

g3 | b | (g3,0)

q3 U (hv |—|)

Kone on muodostettu ldhtemaélld liikkeelle vastaavasta tilakoneesta.
Koska kone saa pyséhtyd vain silloin, kun tutkittava sana kuuluu
kieleen, jéatetddn kone ikuiseen silmukkaan aina, kun virhe 16ytyy.
Tehtdvan kieli on itseasiassa ratkeava, eli sille olisi mahdolista kon-
struoida my6s tehtédvéan 1. tapainen Turingin kone.

(b) Tehtivissi tdytyy siis muodostaa kone, joka saa syctteensi muodossa
(Uwl), ja tuloksena nauhalla on (WYLU), mikili w € L tai (UNL),
mikili w ¢ L.

Koneen toteutuksessa kidydédn ensiksi merkitsemésséd nauhan alku-
piste symbolilla s, minké jéilkeen kidydéidn sanaa lapi vertailemalla
aina sanan alussa olevaa kirjainta sanan viimeiseen kirjaimeen.
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Muotoa L, olevat koneet siirtdvit lukupéditd vasemmalle kunnes en-
simméinen o tulee vastaan.

(¢) Suunnitellaan kone, joka laskee funktion f(m,n) = m + n. Kone saa
syotteensd muodossa (LI™UI™U), ja sen pitad jattdd nauha muotoon
(LI™*n ). Helpoiten asia hoituu siirtdmélld merkkijonoa I"™ yhden
askeleen verran vasemmalle:

>ly—wRI> L
)
HLIR

6. Ensiksi mééritellidn kone C; ;, joka kopioi nauhalla ¢ lukupéén oikealla
puolella olevat merkit nauhalle j kunnes vastaan tulee ensimmaéinen tyhja
merkKki:

SRi > Liig

Esimerkiksi konfiguraatio:

EEIEIEIEIEE
(>uftfoft]o]u]

muutetaan muotoon:

(> [uftfofu]u]u]
(>[ufrfof1]o]y]

Seuraavaksi madritelladn toinen apukone, M7, , joka siirtdd lukupéén oi-
kealla puolella olevan merkkijonon yhden askeleen vasemmalle, ja jéttéas
lukupéén siirretyn alueen oikeaan reunaan.



Esimerkiksi:

[>[ofof1]o]

muutetaan muotoon:

(>[of1]o]u]

Apukone F siirtdd lukupéin oikealla puolella olevan merkkijonon nauhan
alkuun.
E:

>SLS—>R—S>L|

Konfiguraatio:

> ofoftfoftfo]u]

muutetaan muotoon:

e lofrfofufufu]u]

Muodostetaan ylldolevia apukoneita kiyttden 2-nauhainen kone ), ,, jo-
ka laskee yhteen kaksi bindérilukua. Kone perustuu oppikirjan esimerk-
kiin 4.3.2 ja se on suhteellisen monimutkainen®. Kirjan esimerkkikone las-
kee yhteenlaskun oikein vain, jos molemmissa yhteenlaskettavissa on yhta
monta bittid, ja sen lisdksi se jattas lopuksi nauhan virheelliseen tilaan.
Naiiden toiminnallisuuksien korjaaminen vaatii aika tavalla tyota.

Léhdettaessa liikkeelle konfiguraatiosta:

EECIEIEIEIEEE
(> [uftfofuft]oft]u]

IMikili joku lukijoista keksii yksinkertaisemman toteutuksen, niin kurssin assistentti on
erittédin kiitollinen, mikéli sitéd ei kerrota hénelle.



Kone )", , merkitsee nauhojen alkukohdat symbolilla s, kopioi syttteen
ensimméisen sanan 2-nauhalle ja siirtdéd lukupéédt nauhojen loppuun:

[e[s[1]o]u]u]u]u]u]

[>]s[1]ofuft]o]1]y]

Téamaén jéilkeen kdydddn molempia lukuja lopusta alkuunpéin ja lasketaan
niiden summa biteittdin. Samalla siivotaan 2-nauha.

(> [s [u]u]o]o]u]u]u]

[>]s[1]ofuft]t]t]u]

Niin jatketaan, kunnes saavutaan jomman kumman luvun alkuun. T#ssé
esimerkissd ylempi luku loppui ensin. Nyt siirretdin vastaukseksi saatu
luku 111 ensimmaéisen nauhan alkuun, ja poistetaan s-merkit.
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Ennen kuin paéstdan toteuttamaan varsinaista kertolaskua, tarvitaan viela
kaksi apukonetta: D; ; ja Wr. Kone D; ; laskee, kuinka monta nollaa on 1-
nauhalla olevan luvun lopussa, ja kertoo 2-nauhalla olevan luvun kahdella
yhtd monta kertaa. Esimerkiksi:

[p[u[t]o]u]u]u]u]u]
[>[oftfofuft]ofo]y]

muutetaan muotoon:

[>[uft]ofofo]u]u]u]
[p[uft[o]u]L]o]o]u]
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Kone W7, siivoaa nauhaa poistamalla lukupéin vasemmalla puolella olevan
sanan.

Wi, .

>L—u>|_|
A

Binaérilukujen kertolasku voidaan palauttaa sarjaksi yhteenlaskuja ja kah-
della kertomisia. Esimerkiksi:

1015 - 1105 = 1015 - 22 + 1015 - 2°

Niin ollen kertolasku voidaan toteuttaa seuraavanlaisella algoritmilla 3-
nauhaisella Turingin koneella:

1. Kirjoitetaan 2-nauhan alkuun 0.

2. Kopioidaan ensimméinen tekiji 2-nauhalle.

3. Kéydaan toista tekijaa ldpi lopusta alkuun. Jokaista luvun lopussa
olevaa nollaa kohden kerrotaan 2-nauhalla oleva tekijd kahdella.

4. Mikali 3-vaiheen lopuksi on l16ydetty toisesta tekijastd yksi 1-bitti,
korvataan se 0:1la. Miké&li luku on muodostunut pelkista nollista, on
kertolasku valmis ja tulos on 2-nauhan alussa.

5. Lasketaan 2-nauhalla olevien lukujen summa kéyttden apuna 3-nau-
haa ja palataan kohtaan 2.
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Vaikka kone [], , 5 onkin 3-nauhainen, se kéyttéé ainoastaan kahta nau-
haa eksplisiittisesti kolmannen toimiessa yhteenlaskukoneen apunauhana.

Tarkastellaan vield, miten kone laskee kertolaskun 2 - 3 (eli 105 - 115).
Alussa kahden ensimméisen nauhan siséltoné on:
{!DIUIHIUIHIHIUIu

ECIEB IR

Alustetaan kertolaskun tulos nollaksi ja kopioidaan ensimmaéinen tekijoisté

2-nauhalle.
{!DIUIOIUUIUIUIH\

eofrfofuftft]y]

Koska toisen tekijén viimeinen bitti ei ole nolla, ei 2-nauhan lukua tarvitse
kertoa kahdella vaan yhteenlasku voidaan tehdé suoraan.

{!DIUlllolulululu\

[>[ufrfoJult]o]y]

Kopioidaan ensimméinen tekiji uudestaan 2-nauhalle.

{!>|U|1|0|u|1|0|u

eofrfofuftfo]y]

Télla kertaa ensimmaisen tekijan lopussa on nollabitti, joten jalkimméinen
yvhteenlaskettavista kerrotaan kahdella.

{!DIHI1IOIU|1|0|0|u

(> [ufrfofuft]ofu]u]

Seuraavaksi ensimmaéisen nauhan viimeinen ykkosbitti nollataan, ja toisen
nauhan luvut lasketaan yhteen.

{!>|U|1|1|0|ululu

[>[uft]ofufofo]u]
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Seuraavalla iteraatiokierroksella huomataan, ettéd tulon arvo on valmis ja
se kopioidaan 1-nauhan alkuun.

{!DIUIUIUIUIU\
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