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Laskuharjoitus 3

Ratkaisut

Saannolliset lausekkeet méaaritellddn induktiivisesti:

e ) ja kaikki a € ¥ ovat sddnnollisid lausekkeita.

e Mikili « ja B ovat sdénnéllisid lausekkeita, niin myos («f3), (a U §) ja o
ovat sddnnollisid lausekkeita.

e Mitkdan muut lausekkeet eivit ole sddnnollisii.

Sainnollisests lausekkeesta (* kiytetidin lyhennysmerkintdi e. Yleensd jitetésin
yliméiriiset sulut pois: ((a(be)) U (cd*)) = abe U cd*.

Sadannollinen lauseke o médrittelee kielen L(«), joka on joukon X* osajoukko.
Esimerkiksi:
L(abU ac*d) = {ab, ad, acd, accd, aced, acced, acceed, . .. } .

Mikili sekaantumisen vaaraa ei ole!, jitetiifin L() melkein aina pois siinnolli-
sen lausekkeen ympérilté, ja kidytetdin lauseketta itsedédn tarkoittamaan niiden
sanojen joukkoa, jotka kuuluvat sen kuvaamaan kieleen.

Sadnnolliset lausekkeet on ehké helpointa ajatella muottina. Sana kuuluu kie-
leen, jos sen saa sovitettua lausekkeen antamaan muottiin:

e ab = otetaan ensin a, sitten b
e aUb = otetaan joko a tai b

e a* = otetaan kuinka monta a:ta tahansa (myos 0).

Oppikirja esittdd hieman epéselvisti lausekkeiden @) ja (* vilisen eron ja siirtyy
kayttdmaan jalkimmaéisestd merkintdd e médrittelemétta sitd sen tarkemmin.
Médritelmén mukaan L(@) = 0, eli tyhjéd kieli, johon ei kuulu yhté#éin sanaa.
Vastaavasti L(0*) = L(0)*, eli kieli, joka muodostetaan seuraavasti:

L) ={w|w=w;owg0---0ows, jollekin k >0 ja wy,...,w; € 0}

Koska tyhjadn joukkoon ei kuulu yhtdén sanaa, on ainoa mahdollinen k:n arvo
ylld on 0. Koska mééritelmén perusteella nollan merkkijonon katenaatio on tyhja
merkkijono e, saadaan kieleksi

L(0*) = {e}
1Ja valitettavan usein silloinkin, kun sekaantumisen vaara on olemassa, kuten tehtivin 4.
b- ja c-kohdissa.




Toisin sanoen, sdinnollinen lauseke () tarkoittaa kieltd, johon ei kuulu yhté#in
sanaa, ja lauseke ()* tarkoittaa kieltéi, johon kuuluu ainoastaan tyhji sana e.

Saannollisten lausekkeiden unionia voidaan merkitd monilla eri tavoilla. Ylei-
simmiit ovat U, 4+ seki |. Useimmissa kiyténnon toteutuksissa méiritelldsin
lisdiksi yliméaariisia operaattoreita yksinkertaistamaan lausekkeita. Lausekkei-
den ilmaisuvoima pysyy kuitenkin yleenséd samana.

Saannollisia lausekkeita kdytetddn mm. ohjelmointikielten kd#ntéjien syntakti-
seen analyysiin seki méirdmuotoisen tekstin etsimiseen tekstitiedostoista (grep).

4 a)

b)

Viite baa € a*b*a*b* on tosi, silld valitsemalla yksi ensimméisista
b-kirjaimista ja kaksi toisista a-kirjaimista saadaan sana baa.

Viite b*a™ Na*b* = a* U b* on tosi, silla
b*a* Na*b* =
{e,b",at btatyn{e,at, bt ab} =

{e,;a™ bt} =a* Ub*

Merkintd a™ = aa*

Téssd kannattaa huomata, ettd yhtdlon vasemmalla puolella oleva
merkinté ei ole sddnnollinen lauseke, silla sdannollisessa lausekkeessa
ei voi esiintyé leikkausta, vaan kyseessd on kahden séénnollisen kielen
leikkaus.

Viite a*b* N c*d* = () on viiri, silli
a*b*Uctd' =
{e,bT,a™ btaT}n{e,ct,d, ctdt} =
{e} #0
Viite abed € (a(ed)*b)* on myos védrd, silld kaikki sdédnnollisen

lausekkeen hyviksymiit sanat (tyhjdd sanaa lukuunottamatta) paét-
tyvét b-kirjaimeen.

5 Osoitetaan viite a(bUc) = abUac. Mééritelméin mukaan lause bU ¢ kuvaa
joukkoa {b, ¢}. Konkatenaation médritelmésti saadaan ettd a(bUc) kuvaa
joukkoa {a} o {b,c} = {ab, ac} misté viite seuraa.

6 Viite: Jos kieli L on sd&nnollinen, niin myos kieli

L' = {w | uw € L jollekin merkkijonolle u}

on sdannollinen.

Kieleen L’ kuuluvat kaikki ne merkkijonot, jotka esiintyvét kieleen L kuu-
luvien sanojen suffikseina. Esimerkiksi: jos

L = {a, aba, abb}, niin
L' = {e,a,b,ba,bb,aba, abb}



Téssa konstruoidaan systemaattinen tapa muodostaa L:n méarittelemésta
saannollisestd lausekkeesta R (eli L(R) = L) uusi lauseke R/, jonka mii-
rittelemé kieli on L’ (eli L(R') = L').

Formaalimmin, merkitaén kaikkien sdannollisten lausekkeiden joukkoa sym-
bolilla S. Nyt halutaan 16ytdd jokin funktio f : S — 9, siten, ettd
f(R) = R'.

Maééritellddn funktio f rekursiivisesti:

i) (perustapaus) f(0) = 0 ja f(a) = aUe,a € ¥ U {e}. Toisin sanoen,
mikali sdannollinen lauseke R on tyhji ei silld ole yhtdan suffiksia,
ja jos se on pelkistiin yksi aakkoston merkki tai e, on lauseke R’
saman merkin ja e:n unioni.

i) flaUup) = fla)U f(B),a,B € S. Toisin sanoen, mikéli R on kah-
den lausekkeen « ja 8 unioni, niin sen mé#érittelemén kielen sanojen
lopussa voi olla mitd tahansa, mitd voi olla jomman kumman ali-
lausekkeen lopussa.

iii) f(a*) = f(a)a*, eli sanan lopussa voi olla tdhden vaikutusalueella
oleva alilauseke kokonaisena mielivaltaisen monta kertaa, ja sen edella
jotain, mihin alilauseke voi péaattya

iv) f(aB) = f(a)B U f(B), eli katenaatiolla muodostetun lausekkeen
kuvaaman kielen sanojen lopussa voi joko olla jotain, mitd voi ol-
la jalkimméisen osan lopussa, tai sitten viimeinen osa on kokonai-
suudessaan mukana, ja sen edelld on jotain, mihin ensimméinen osa
voi loppua.

Téamén jalkeen puuttuu enééd formaali todistus ylldolevien sdéantojen oi-
keellisuudesta. Todistus sivuutetaan téssd, mutta sen voi rakentaa osoit-
tamalla erikseen jokaisen sé&dnnon oikeellisuuden induktiolla.

Esimerkki: Olkoon R = ba(aa U bab)*. Nyt

f(R)

f(ba(aa U badb)*)

f(ba)(aa U bab)* U f((aa U bab)*)

= (f(b)aU f(a))(aa U bab)* U f(aa U bab)(aa U bab)*

= ((eUbaU (eUa))(aaUbab)* U (f(aa) U f(bad))(aa U bab)*

= (eUaUba)(aa Ubab)* U ((f(a)aU f(a)) U (f(b)abU f(a)bU f(b)))(aa U bab)*
= (

= (

= (

eUaUba)(aaUbab)* U (eUaUaaUbUabUbab)(aa U bab)*
eUaUaaUbUabUbabU ba)(aa U bab)*
eUaUbUabUba)(aa U bab)*



