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Laskuharjoitus 1

Ratkaisut

4. Tehtdviassi on annettuna kaksi joukkoa, A ja B, sekéd funktio f: A — B.
Nyt mééritelldén relaatio R C A x A (eli relaatio A:mn alkioiden valilld)
kéyttden apuna joukkoa B ja funktiota f. Pari (a,b) kuuluu relaatioon R
tdsmélleen silloin, kun funktio f kuvaa ne samalle joukon B alkiolle, eli

kun f(a) = f(b).

Esimerkkiné téallaisesta tilanteesta olisi:

A={a,b,c,d,e}
B = {1,2,3}
f= {(a’ 1)’ (b7 2)’ (07 1)’ (d7 2)’ (€>3>}’ .

Koska seké f(a) = 1 ettd f(c) = 1, kuuluvat parit (a, ¢) ja (¢, a) relaatioon
R. Samoin f(b) =2 = f(d), joten (b,d) € R ja (d,b) € R. Koska funktion
arvot ovat yksikésitteisid, tulee relaatioon myos parit (a,a), (b,b), (¢, c),
(d,d), ja (e, e). Alla on esitetty relaatio graafisessa muodossa:
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Tehtévisséd on tarkoituksena osoittaa, ettéd valittiinpa joukot A ja B seké
funktio f miten tahansa, niin relaatio R = {(a,b) | f(a) = f(b)} on aina
ekvivalenssirelaatio. Relaation on ekvivalenssirelaatio tdsmélleen silloin,
kun se on sekd symmetrinen, transitiivinen etté refleksiivinen. Tarkiste-
taan, toteutuvatko ehdot relaatiolle R.

i) Relaatio R C A x A on symmetrinen, jos (b,a) € R aina kun (a,b) €
R. Koska
fla) = f(b) & f(b) = f(a),
kuuluu (b, a) aina relaatioon, kun (a,b) kuuluu, joten symmetrisyys

toteutuu.

ii) Relaatio R C A x A on refleksiivinen, jos kaikille a € A pitee (a,a) €
R. Koska

ehto toteutuu.

iii) Relaatio R C A x A on transitiivinen, jos aina kun (a,b) € R ja
(b,c) € R my6s (a,c) € R. Toisin sanoen, mikéli alkiosta a péa#stdin
jotain ketjua pitkin alkioon b, tdytyy sinne olla myGs suora yhteys.



Jos pitee
fla) = fF(O) A f(b) = f(c),
fla) = f(b) = f(c) = f(a) = f(c),

joten myds transitiivisuus toteutuu.

Koska kaikki kolme ehtoa toteutuivat, on R ekvivalenssirelaatio.

5. Osittaisjérjestykseltd vaaditaan, ettd se on refleksiivinen ja transitiivinen
ja etté siiné ei ole ei-triviaaleja silmukoita.

Relaatiolle Rg = {(A,B) | A,B € S ja A C B} piitee:

i) Koska A C A, kaikille A € S : (4, A) € Rg, joten relaatio on reflek-
siivinen.
ii) Koska AC B,BC C = A C (C, myés transitiivisuus toteutuu.

iii) Relaatiossa voi syntyéd silmukka ainoastaan, jos A C B ja B C A.
Tallsin kuitenkin A = B, eli silmukka on triviaali.

6. Joukko A on suljettu jonkin funktion f(as,...,a,) suhteen', mikili aina
kun ay, ..., a, € A myés f(ay,...,a,) € A. Toisin sanoen, jos kaik-
ki funktion argumentit kuuluvat joukkoon A, niin my6s funktion tulos
kuuluu siihen. Esimerkiksi luonnollisten lukujen joukko on suljettu yh-
teenlaskun suhteen, mutta viahennyslasku ei ole, koska sen tulos voi olla
negatiivinen.

Relaatiota B kutsutaan relaation R sulkeumaksi ominaisuuden P suhteen
mikéli R C B, ja B on pienin relaatio, joka on suljettu P:n suhteen. Tésséa
kannattaa muistaa, ettd relaatio on itsessdén joukko jarjestettyja pareja.

Tarkastellaan relaatiota R C Ax A, missd A = {a, b, c,d}, R = {(a,b), (¢,a)},
ja sen suhdetta symmetriaan. Relaatio on symmetrinen, mikili (b,a) € R
aina, kun (a,b) € R, joten ominaisuutta vastaava funktio fs : A x A —
A x A kidantaa kaikki relaation kaaret ympéri:

fs((z,y)) = (y, ).

Nyt nihdéén, ettd R ei ole suljettu symmetrian suhteen koska esim. (a, b) €
R, mutta f((a,b)) = (b,a) ¢ R. Relaation R:n symmetrinen sulkeuma R
saadaan lisdamallé kaikkiin kaariin paluukaaret:

Ry = {(a,b), (b,a),(c,a),(a,c)}.

Ry transitiivista sulkeumaa Rgvarten tiytyy lisidtd kaari (z,z) aina,
kun on olemassa kaaret (z,y) € Rs ja (y,z) € Rs. Erityisesti tdytyy
huomata, ettd koska R, on symmetrinen, niin kaikille kaarille (z,y) € R,
on olemassa paluukaari (y,z) € Rs, joten my6s (z,z) € Ry. Lisddmalla
kaikki tarvittavat kaaret saadaan

Ry = {(a,a), (a,0), (a,¢), (b,a), (b, ), (b, ¢), (¢,a), (¢, ), (¢, ¢)}

1T4ssé funktio f on jokin kuvaus f : A® — B ja A C B.



Saatu Ry el kuitenkaan ole refleksiivinen, silld d € A, mutta (d,d) ¢
Rs:. Refleksiivisyyteen vaaditaan, ettd kaikille z € A pitee (x,2) € R.
Tehtévén vaitteelle 16ytyi siis vastaesimerkki.

Kannattaa kuitenkin huomata, ettd R, ei ole refleksiivinen vain siin&
tapauksessa, etti A:ssa on jokin alkio, joka ei esiinny R:ssi. Muulloin R,
on refleksiivinen.
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. Joukon S ositus P = {Py,..., P,} on kokoelma joukkoja siten, ettd kukin
S:n alkioista esiintyy tésmélleen yhdessa joukossa P; ja kaikissa P:n jou-
koissa on véihintddn yksi alkio. Formaalisti méériteltynd P on S:n ositus,
mikali P tayttaa seuraavat ehdot:

o P, # () kaikilla 1 < i < n.

e PN Pj = kaikilla ¢ # j.

o P, =5.

Esimerkiksi joukon S = {1, 2, 3} kaikkien ositusten joukko IT on:

0= {{{1}, {2}, {3}}, {{1, 2}, {3}}, {{1, 3}, {2}},
{1:{2,3}},{1,2,3}}}

Allaolevassa kuvassa nékyy miten relaatio R on maééritelty IL:n alkioille
(refleksiiviset kaaret on jitetty pois kuvasta selkeyden vuoksi):

e
{{1}1 {2}1{ }]—’{{113}1{2}} 11213}}
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i) Refleksivisyys: Koska S; C S; kaikilla S; € II;, on relaatiossa kaari

ii) Transitiivisuus: Mikali (IL;,II;) € R ja (II;,II;) € R, niin kaikilla

S; € II; taytyy olla vastine S; € II; siten, ettd S; C S;. Relaation

R maééritelmén perusteella téytyy olla olemassa myo6s Sy € Ilj si-

ten, ettd S; C Si. Nyt S; C S; C Sk, joten erityisesti S; C Sy ja
relaatiossa tidytyy olla kaari (IT;, IT;,).

iii) Silmukattomuus: Mikali (II;,II;) € R ja (II;,II;) € R tiedamme, ettd

kaikilla S; € II; tdytyy olla vastine S; € II; siten, ettd S; C 5.

Toisaalta, tédytyy olla olemassa myds S; € II; ja S; C S.. Téstd



seuraa, ettd S; C S. Osituksen mééritelmén perusteella tieddmme,
ettd kaikissa osituksen II; joukoista on ainakin yksi alkio, ja kukin
joukon S alkioista voi esiintyéa vain yhdessé I1;:n joukoista. Néin ollen
S; € 5! on mahdollista vain, jos S; = S/, joten

S;CS8; €8,

eli S; = §;. Koska kaikkien joukkojen S; vastine on §; itse, II; = II;
ja silmukka on triviaali.

Relaation R maksimialkio on triviaaliositus, jonka ainoa alkio on joukko
S itse. Minimialkio puolestaan on ositus, jossa kukin S:n alkioista esiintyy
itsendisesti.



