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Logiikka tietotekniikassa: erityiskysymyksia I

Laskuharjoitus 3

Ratkaisut

1. Vastaesimerkiksi kelpaa malli
M = (S, R,v), missd S = {s}, R={(s,s)}, jav(s, P) = false.
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M E OP — OP pitee (koska M, s ¥ OP), ja M, s IF O=P pitee
myos, koska (s,s) € R, M,s |- =P, eikd s:lld ole muita seuraajia
R-relaatiossa. Edelleen myos M, s |F OO=P patee. Koska kuitenkin
M, s ¥ OP (eikd s:lla ole muita seuraajia R-relaatiossa), ei M, s I+
OOP pade. Siis M on vastaesimerkki.

(Vastaesimerkit eivét yleisesti ole yksikésitteisid: samalla tavalla voi-
taisiin tarkistaa, ettd myos mallit M" = (S’, R’,;v'), missia S’ = {s', '},
R ={{s',t"),(t',s")} jav(s, P) = v(t', P) = false ja M" = (S", R",v"),
S" = {s”,t”,u”}, R’ = {<S”,t”>, (t”,u”>, (u”,t”)} ja U”(S”,P) _
V"(t", P) = true, v”(u”, P) = false, ovat vastaesimerkkeji loogiselle
seuraavuudelle maailmoissa s’ ja s” vastaavasti.)

2. M = (S,R,v), missi S = {s,t}, R = {(s,s),(s,1),(t,s)}, v(s, P) =
true ja v(s, Q) = v(t, P) = v(t, Q) = false.
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M,s |k OPV OQ ja M.t - OP v OQ piiteviit (koska M,s IF P,
(s,s) € Rja (t,s) € R), ja M,s |- —OP pitee, silld (s,t) € R ja
M, t ¥ P. Kuitenkin M, s ¥ ©Q, silla M, s’ ¥ Q kaikille s’ € S, joille
(s,s') € R. Siis M on (erés) vastaesimerkki.

3. Oletetaan, etté
SU{P} AL T = Q.

Silloin on olemassa M = (S, R, v) siten, etté
MEXU{P}
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4.

ja

dseS: VoeT: M,slkp, mutta M, s ¥ Q.

Erityisesti M, t I P kaikilla t € S, joten

M,slF PANOPADOPADBOOP.

Koska myos M |= X pétee, seuraa, etté

a)

YL T = PANOPAOOPAOOOP — Q.

Oletetaan, ettd kehys F = (S, R) on transitiivinen, mutta lause
OP — OOP ei ole péteva kehyksesséd. On siis olemassa kehykseen
F perustuva malli M = (S, R,v) ja maailma s € S siten, ettd
M, s ¥ OP — OOP. Télloin M, s I OP, mutta M, s ¥ OOP.
Jalkimmaéisestd vaatimuksesta seuraa, ettd on olemassa t € S si-
ten, ettd (s,t) € R ja M,t ¥ OP. Edelleen péitellaéin, ettd on
olemassa u € S, jolle (t,u) € R ja M,u ¥ P. Koska (s,t) € R
ja (t,u) € R, seuraa nyt kehyksen F transitiivisuudesta, etti
(s,u) € R. Koska siis (s,u) € R ja M,ul¥ P, M,s ¥ OP, mis-
td seuraa ristiriita, silla edelld oletettiin, ettd M, s IF OP. Lause
OP — OOP on siis pateva kehyksessa.

Oletetaan, ettd kehys F = (S, R) on euklidinen. Olkoon M =
(S, R,v) kehykseen F perustuva malli ja s € S jokin sen maailma,
jolle pitee M, s I =0OP. Silloin

M, s OP,
joten
JteS:(s,t)ye R ja M,tFP

Oletetaan, etté (s,u) € R. Koska (s,t) € R, kehyksen euklidisuu-
desta seuraa, ettd (u,t) € R. Siis

M, u ¥ OP,
ja
M, u - -0OP.
Koska u on mielivaltainen s:n seuraaja, M,s |- O-0P, ja on

todistettu
M, slF-0P — O-0OP.

Siten -OP — O-0P on pateva mallissa M, ja koska M on mieli-
valtainen kehykseen F perustuva malli, -OP — O-0OPF on patevéi
kehyksesséa F.



5. Oletetaan, ettd F = (S, R) on refleksiivinen ja euklidinen. Jos sRt pé-
tee, niin refleksiivisyyden perusteella myos sRs péatee. Euklidisuudesta
seuraa nyt, ettd myos tRs pétee, joten kehys on symmetrinen.

Oletetaan sitten, ettd sRt ja tRu ovat voimassa. Symmetrisyyden pe-
rusteella t Rs pétee, ja euklidisuudesta puolestaan seuraa, ettd sRu pé-
tee. Kehys on siis transitiivinen.



