T-79.146 Kevit 2005
Logiikka tietotekniikassa: erityiskysymyksia I
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Ratkaisut
1. M:
Lauseen X(-PUQ) sulkeuma:

CL(X(~PUQ)) = {X(~PUQ), ~X(~PUQ), ~PUQ, X~(~PUQ),
_'(_'PUQ)v _‘Pv Qa _'X_‘(_‘PUQ)7 P? _'Q}

Muodostetaan atomit. Koska v(a, P) = v(a, Q) = false, saadaan tilan
a perusteella taulu

-
-P
-Q
/ \
-PUQ -(-PUQ)
RN RN
Q -pP -Q -Q
® X(-PUQ) P -X(~PUQ)
| ® |
-X~(-PUQ) X-(-PUQ)

Taulun avoimista haaroista saadaan kelvolliset lausejoukot

K1 = {T,-P,~Q,~PUQ,X(-PUQ), -X~(-PUQ)}
Ky = {T,-P,-Q,~(-PUQ),-X(~PUQ),X~(-PUQ)}

Tilasta a ja néistd lausejoukoista saadaan siten atomit (a, K;) ja
(a, K3). (Lausejoukot K; ja Ky ovat siis suurimmat mahdolliset
CL(X(-PUQ)):n ristiriidattomat! osajoukot, jotka ovat yhtépitévid

!Lausejoukko K on ristiriitainen, jos o, = € K jollekin lauseelle (.
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atomilauseiden valuaation kanssa tilassa a: mink4 tahansa lauseen ¢ €
CL(X(=PUQ)) \ K; liséédminen joukkoon K;, i € {1,2}, tekisi lause-
joukon ristiriitaiseksi.)

Koska atomilauseilla P ja () on tilassa ¢ sama valuaatio kuin tilassa a,
tilan ¢ perusteella saadaan atomit (¢, K1) ja (¢, K3).

Muodostetaan taulu tilan b atomilauseiden valuaation perusteella:

T
P
Q
\
-PUQ =(=PUQ)
/ \ X(-PUQ) P —\X(—\PUQ)
X(-PUQ) -X(-PUQ) ® ® ®

| |
-X-(-PUQ) X~-(-PUQ)

Taulun avoimista haaroista saadaan lausejoukot

= {T,P,Q,~PUQ,X(~PUQ),~-X~(-PUQ)}
K4 ={T,P,Q,~PUQ,-X(-PUQ),X~(-PUQ)}

Tilan b perusteella saadaan siis atomit (b, K3) ja (b, Ky).

Muodostetaan vield taulu tilan d suhteen:

-
P
-Q
—
-PUQ ~(~PUQ)
RN T
Q -P —|Q _‘Q
®  X(-PUQ) P -X(~PUQ)
@ T \
X(-~PUQ) -X(-PUQ) X~(-PUQ)

| |
-X~(-PUQ)  X~(—PUQ)

Nyt saadaan lausejoukot

= {T,P,~Q,~(~PUQ), X(~PUQ), ~X~(~PUQ)}
Ks = {T,P,~Q,~(~PUQ),~X(~PUQ),X~(~PUQ)}

(lausejoukko K saadaan kahdesta taulun avoimesta haarasta). Tilan d
perusteella saadaan siis atomit (d, K5) ja (d, Kg).



Muodostetaan graafi G = (N, E), jonka solmujen joukko N koostuu
kaikista edelld maéaritetyistd atomeista, ts.

N = {(CL, Kl), (a, KQ), (b, Kg), (b, }'(4)7 (C, Kl), (C, KQ), (d, K5), (d, K6)}

ja jonka kaaret toteuttavat seuraavan ehdon: atomista (s, i) on kaari
atomiin (s', K’), jos ja vain, jos

(a) (s,s') € R (mallissa M) ja

(b) kaikille K:n muotoa Xy oleville lauseille patee ¢ € K.

Jalkimmaéisen ehdon tarkistamiseksi voidaan ensin muodostaa K;-
joukkojen vilille "yhteensopivuusrelaatio”, joka voidaan esittdd tauluk-
kona seuraavasti:

Ky Ky Ky Ky Ks; Kg
K| x X X
Ky X X X
K3 | x X X
Ka X X X
K5 | x X X
K X X X

Taulukon i:nnen rivin j:nnesséd sarakkeessa on rasti, jos ja vain, jos
kaikille lauseille X¢ € K; pétee ¢ € Kj: esimerkiksi pari (K7, K3)
toteuttaa ehdon, koska X(—-PUQ) € K; on Kj:n ainoa muotoa X¢
oleva lause ja " PUQ € K3.

Ehdot (a) ja (b) voidaan nyt tarkistaa relaation R ja ylld olevan taulu-
kon avulla. Esimerkiksi atomista (b, K’3) voisi relaatiota R koskevan eh-
don (a) perusteella olla kaari mihin tahansa atomeista
{(a, K1), (a, Ks), (d, K5), (d, Kg) }; koska K-joukkojen vélinen ehto ei
kuitenkaan ylld olevan taulukon perusteella piade pareille (K3, K5),
(K3, K5) ja (K3, Ke), jiljelle ji4 ainoastaan kaari (b, K3), (a, K1)).

QGraafiksi G saadaan

a7

(07 Kl) -~ (aa Kl) -~ (d,

\
/]
X

(b, K3) (b, K4) — (a, K3)



Lauseen EX(=PUQ) toteutuvuuden méirittdmiseksi tilassa a tutki-
taan, onko graafissa G polkua, joka alkaa jostakin atomista (a, K)
(K € {Kj,..., Kg}) siten, ettd lause X(—=PUQ) kuuluu joukkoon K, ja
polku johtaa johonkin itsetoteutuvaan ei-triviaaliin vahvasti kytkettyyn
komponenttiin. (Vahvasti kytketty komponentti C' C N on itsetoteu-
tuva, jos kaikkien atomien (s, K) € C kaikille joukkoon K kuuluville
muotoa ¢U1v oleville lauseille on olemassa atomi (s, K') € C siten,
etta ¢ € K'.)

Graafin G ainoa ei-triviaali vahvasti kytketty komponentti on C' =
{(CL, [(1)7 ((l, KQ), (b, Kg), (b, K4), (C, KQ), (d, K5), (d, K6)} Tamé kom-
ponentti on myds itsetoteutuva, silld ainoa C:n solmuissa esiintyva
muotoa U oleva lause on =PUQ), ja C sisaltd esim. atomin (b, K3),
jolle pitee Q € Kj.

Néhd&én, ettd komponentti C' on saavutettavissa esimerkiksi atomista
(a, K7) (koska (a,K;) € C)). Koska X(—-PUQ) € K, seuraa, etti
M, a E EX(-PUQ) pitee.

. M:

/\

0"

M,a = AFGP pitee, jos ja vain, jos M,a | —-E-FGP pitee,
jos ja vain, jos M,a (£ E-FGP. Tutkitaan siis, piteeké M,a =
E-FGP. Kirjoitetaan lause “FGP kayttaméilld ainoastaan X- ja U-
temporaalikonnektiiveja:

-FGP = -F-F-P
-F—~(TU-P)
—~(TU~(TU-P))

Lauseen —(TU=(TU=P)) sulkeuma:

CL(~(TU=(TU=P))) = {=(TU~(TU-P)), TU=(TU-P),
T,-(TU-P),X(TU~(TU-P)), T,
TU-P,-X(TU=(TU=P)),-P,
X(TU-P),X~(TU~(TU-P)), P,
=X (TU=P),-X~(TU=(TU=P)),
X—(TU-P),-X~(TU-P)}



Muodostetaan atomit. Koska v(a, P) = false, saadaan tilan a perus-
teella taulu

-T X(TU-P)
® ®
jossa haara T} on
-P
/ \
TU~(TU-P) =(TU~(TU-P))
N —— \
~(TU-P) T TU-P TU-P
® X(TU~(TU-P)) -T =X (TU-(TU-P))
| ® |
-X~(TU~(TU-P)) X-(TU~(TU-P))
X(TU-P) -X(TU-P) X(TU=P) -X(TU-P)
| | | I
-X—(TU-P) X—(TU-P) -X—(TU-P) X—(TU-P)
ja haara T, on
T
X(TU-P)
|
-X~(TU-P)
/ \
TU~(TU-P) =(TU~(TU-P))
_— N
=(TU-P) T TU-P TU-P
® X(TU(TU-P)) -T -X(TU—(TU-P))
| ® |
-X~(TU~(TU=-P)) X-(TU=(TU-P))

Taulun avoimien haarojen perusteella saadaan nyt lausejoukot

={T,-P, TU-P, TU~(T UﬂP) X(TU=(TU=-P)),
—X~(TU=(TU-P)),X(TU-P),~X~(TU-P)}
Ky ={T,-P, TU=P, TU~(TU=P),X(TU~(TU-P)),
-X=(TU~(TU-P)),-X(TU-P),X~(TU-P)}
K3 ={T,=P, TU-P,~(TU~(TU=P)),-X(TU~(TU-P)),
X~(TU=(TU-P)),X(TU-P),-X~(TU-P)}
Ky ={T,-P, TU-P,~(TU~(TU-P)),-X(TU~(TU-P)),
X=(TU=(TU=P)),-X(TU-P),X~(TU-P)}
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={T,-P, TU-P,X(TU-P),-X~(TU-P), TU~(TU-P),
X(TU~(TU-P)),-X~(TU~(TU-P))}

K¢ = {T,-~P, TU-P,X(TU-P), ﬁxﬁ TU-P),~(TU~(TU-P)),
ﬁX(TUﬁ(TUﬁP)) X—(TU—( TUﬁP )}

Néin saadaan atomit (a, K;), (a, K3), (a, K3), (a, K4), (a, K5) ja (a, Kg).
Koska v(b, P) = v(c, P) =

true, tilojen b:n ja c:n perusteella saadaan
taulu

T
P
/ \
TU-P ~(TU-P)
‘!P T P
®  X(TU-P)

-T  =X(TU-P)

jossa haara T3 on

-X~(TU-P)
/ \
TU—(TU-P) =(TU~(TU-P))
—~(TU-P) T TU-P TU-P
® X(TU~(TU-P)) -T ~X(TU~(TU-P))
| ® |

-X~(TU-(TU-P)) X~(TU~(TU-P))

ja haara Ty on

X~(TU-P)
\
TU~(TU-P) =(TU~(TU-P))
— N\
~(TU-P) T TU-P TU-P
o X(TU—(TU-P)) -T -X(TU~(TU=-P))
X(TU~(TU-P)) -X(TU(TU-P)) \ ® ®

| | -X~(TU~(TU-P))
ﬁXﬁ(TUﬁ(TUﬁP)) Xﬁ(TUﬁ(TUﬁP))



Néin saadaan lausejoukot

K7 ={T,P,TU-P,X(TU=P),-X~(TU-P), TU~(TU-P),
X(TU—(TU-P)),-X~(TU~(TU-P))}
Ks={T,P, TU-P,X(TU=P),-X~(TU-P),~(TU~(TU=P)),
-X(TU=(TU-P)),X=(TU=(TU-P))}
Koy ={T,P,~(TU-P),~X(TU-P),X~(TU-P), TU~(TU-P),
X(TU~(TU-P)),-X~=(TU~(TU-P))}
Kip={T,P,~(TU~P),-X(TU-P),X~(TU=P), TU=(TU-P),
X (TU~(TU-P)),X~(TU~(TU-P))}

(lausejoukko Ko saadaan taulun kahdesta haarasta). Ndin saadaan ato-
mit (b, K7), (b, Kg), (b, Kg), (b, KIO) seké, (C, K7), (C, Ks), (C, Kg) ja
(C, KIO)-

K-joukkojen vilinen "yhteensopivuusrelaatio” on nyt seuraava:

Ky Ky K3 Ky Ks K¢ K7 Kg K9 K

Ky X X




Graafi G:

(b, Kg) (C, Kg)
(b, KlO) (C, KlO)
() ()

Cl = {(a, Kl), (a,K5)}
CQ = {(CL, Kg), (CL,K@)}
03 = {(b, K7), (C, K7)}
Cy = {(b,Ks), (c, K3) }
Cs = {(b> K9)7 (C, KQ)}

Naistd komponenteista Cy ja Cy ovat itsetoteutuvia. On siis tutkitta-
va, onko jompikumpi néistd komponenteista saavutettavissa jostakin
graafin solmusta (a, K), missi =(TU—-(TU=P)) € K. Koska lause
—=(TU~(TU-P)) kuuluu esimerkiksi joukkoon Kg ja C on saavutet-
tavissa solmusta (a, Kg) (koska (a, Kg) € Cy), seuraa, ettd M, a |=
E-FGP pitee. Siten M,a = AFGP ei pade mallissa M.

3. Aloitetaan lauseen negaatiosta
ﬁ<(@ V(P A AXA(PUQ))) - A(PUQ)) _
Muunnetaan lause positiiviseen normaalimuotoon:
<Q v (P A AXA(PUQ))) A -A(PUQ)
(Q V(P A AXA(PUQ))) AE(-PBQ)



Muodostetaan taulu. Aloitetaan OR-solmusta
Dy = {(Q V(P A AXA(PUQ))> A E(—PBQ)},
jonka AND-seuraajat ovat

Co = { (Q v (P A AXA(PUQ))) A E(-PBQ),
QV (P ANAXA(PUQ)),E(-PBQ),
Q,-Q,-PV EXE(-PBQ), ﬂp}

O = { (Q v (PA AXA(PUQ))) A E(-PBQ),
QV (P A AXA(PUQ)),E(-PBQ),
0,-Q,-PV EXE(=PBQ), EXE(ﬁPBQ)}

;= {(QV (P A AXA(PUQ))) AE(-PBQ),

QV (P ANAXA(PUQ)),E(-PBQ),
P ANAXA(PUQ), P,AXA(PUQ), —Q,

~PV EXE(-PBQ), ﬁP}

Cy = { (Q V(P A AXA(PUQ))> A E(-PBQ),

QV (P A AXA(PUQ)),E(-PBQ),
P AAXA(PUQ), P,AXA(PUQ),—Q,

~PV EXE(-PBQ), EXE(ﬂPBQ)}

Solmut Cy, C ja Cs voidaan karsia pois, koska ne siséltavit jonkin
lauseen ja sen negaation. (Ristiriitaisten AND-solmujen karsintasdian-
t0ja voidaan siis tyomédran vahentamiseksi soveltaa jo AND-solmuja
muodostettaessa; voidaan osoittaa, ettd millddn solmulla, joka saatai-
siin edelleen generoimalla tédydellisesti kaikki solmujen Cp, C} tai Ch
OR-seuraajat, nididen AND-seuraajat jne., ei ole merkitysta tutkitta-
vana olevan lauseen toteutuvuustarkistuksen kannalta lopullisessa tau-
lussa. Tama johtuu siitd, ettd mikdan néin syntyvistd solmuista ei si-
sdlla tutkittavana olevaa lausetta, eikd mikd#n jostakin muusta AND-
solmusta ldhteva tulevaisuuspolku voi kulkea ristiriitaisen AND-solmun
kautta.)

Koska solmu Cj siséltad lauseet AXA(PUQ) ja EXE(-PBQ), sol-
mulle C saadaan OR-seuraaja D; = {A(PUQ),E(-PBQ)}.
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Di:n AND-seuraajat:

Cy =D, U{Q,-Q,~P Vv EXE(-PBQ), P}
Cs = D, U{Q,-Q,~P Vv EXE(-PBQ), EXE(-PBQ)}
Co = D1 U {P ANAXA(PUQ), P,AXA(PUQ),-Q,
-P Vv EXE(-PBQ),~P}
C7 = Dy U {P AAXA(PUQ), P,AXA(PUQ),-Q,
-P Vv EXE(-PBQ), EXE(-PBQ)}
Koska solmut Cy, C5 ja Cg ovat ristiriitaisia, ne voidaan karsia pois. Jal-

jelle jéa solmu C7, jolle saadaan OR-seuraaja {A(PUQ), E(ﬂPBQ)} =
D;.

AND-solmu C7 karsitaan pois, silla tdmé solmu sisdltda tulevaisuus-
lauseen A(PUQ), joka ei toteudu solmussa. TAmé johtuu siité, ettd
taulusta ei voida erottaa solmusta C; ldhtevaa luentokalvoissa esite-
tyt ehdot tayttdavaa asyklista aligraafia, jonka kaikki lehtisolmut sisél-
taisivat lauseen @), ja lause P olisi mukana kaikissa muissa aligraafin
AND-solmuissa.

Solmun C'; poistamisen jédlkeen voidaan karsintasdéntojen perusteella
poistaa jarjestyksessa solmut Dy, C3 ja Dy. Koska jéljelle jaavassé tau-
lussa ei ole yhtdan AND-solmua, joka sisaltéisi lauseen

(Q V(P A AXA(PUQ))> A E(=PBQ),

seuraa, ettd lause on toteutumaton. Siten lauseen negaatio (alkuperii-
nen lause) on patevi.

. Muunnetaan lause ensin positiiviseen normaalimuotoon.

GFP — GF-P
-GFPV GF-P
FG-PV GF-P

Korvataan sitten lauseessa esiintyvat LTL:n konnektiivit F ja G CTL:n
konnektiiveilla AF ja AG, jolloin saadaan CTL-lause

AFAG-PV AGAF-P.

Téaméa CTL-lause on toteutuva, jos ja vain, jos alkuperdinen LTL-lause
on toteutuva. Tutkitaan siis taulumenetelmalld, onko CTL-lause toteu-
tuva. Taulun juurena on OR-solmu

Dy = {AFAG—P Vv AGAF-P}.
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Dy:n AND-seuraajat:

Co = {AFAG-PV AGAF-P, AFAG-P, AG-P,-P, AXAG-P}
Cy = {AFAG-PV AGAF-P, AFAG-P, AXAFAG-P}
Cy = {AFAG-PV AGAF-P, AGAF-P, AF-P,
AXAGAF-P,-P}
C3 = {AFAG-PV AGAF-P, AGAF-P, AF-P,
AXAGAF-P, AXAF-P}
Con OR-seuraaja: D; = {AG—-P}
Ci1m OR-seuraaja: Dy = {AFAG-P}

Cym OR-seuraaja: D3 = {AGAF-P}
C3m OR-seuraaja: Dy = {AGAF-P, AF-P}

D;:n AND-seuraaja: Cy = {AG—P,-P,AXAG—-P}
Dy:n AND-seuraajat:

C5 = {AFAG—P,AG—~P,~P,AXAG-P}
Cs = {AFAG-P, AXAFAG-P}

D3:n AND-seuraajat:

C7 = {AGAF-P,AF-P, AXAGAF-P,-P}
Cs = {AGAF-P,AF-P, AXAGAF-P,AXAF-P}

Dy:n AND-seuraajat:

Cy = {AGAF-P,AF-P,AXAGAF-P,~P} = C;
Cio = {AGAF-P, AF-P, AXAGAF-P, AXAF-P} = Cj

Cym OR-seuraaja: Dy = {AG—-P} = D,

Csm OR-seuraaja: Dg = {AG—P} = D,

Cs:n OR-seuraaja: D; = {AFAG—-P} = D,

C7n OR-seuraaja: Dg = {AGAF—-P} = D;

Csn OR-seuraaja: Dy = {AGAF-P,AF-P} = D,

Huomaa, ettd mikéin ylla syntyvistd AND-solmuista ei ole ristiriitai-
nen, joten solmujen karsinta ristiriitaisuuden perusteella ei téssa tehté-
véasséd ole mahdollista.

Alustava taulu Tj:
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C1 c2 C3
Cco e D3
C5 C6 Cc8
C4 c7

Koska solmu C} ei sisélla keskenéén ristiriitaisia lauseita eikd myoskaén
yhtéén tulevaisuuslausetta, solmu Cy jad myos lopulliseen tauluun. T4él-
16in OR-solmulle D; ja& tauluun seuraaja, joten solmua D; ei my0s-
kédan karsita. Kaikki solmun Cj seuraajat jaavit siis myos lopulliseen
tauluun. Solmua Cj ei karsita, koska se ei sisélla keskenéén ristiriitaisia
lauseita ja koska sen kaikki tulevaisuuslauseet (téssd tapauksessa vain
vksi, AFAG—P) toteutuvat alustavassa taulussa.

Seuraa, ettd Ty:sta saatava lopullinen taulu sisaltda AND-solmun Cj,
joka siséltdd lauseen AFAG—P V AGAF-P. Todetaan, ettd tdméa
CTL-lause on toteutuva.

Solmujen Cy ja C4 avulla voidaan nyt muodostaa CTL-lauseelle malli

G0
-P -P

Koska CTL-lause AFAG—-P VvV AGAF—-P on toteutuva, seuraa, etti
my6s LTL-lause FG-PV GF-P = GFP — GF-P on toteutuva.
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