T-79.146 Kevit 2005
Logiikka tietotekniikassa: erityiskysymyksia I

Laskuharjoitus 11
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a) M,a = A(PUQ), silld (esim.) (a,b,d,d,d,...) on tilasta a alkava
taysi polku, joka ei kulje sellaisen tilan s € S kautta, jolle pétisi
M, s E Q.

b) Mallin F-reiluja polkuja ovat kaikki ne tédydet polut, jotka kaikille

lauseille ¢ € F sisdltivit ddrettomén monta tilaa s € S siten,
ettd M, s = . Koska F' = {R}, rajoitutaan siis tarkastelemaan
sellaisia polkuja, jotka sisdltavat darettoméan monta tilaa s € S,
joille M, s = R.
Koska {s € S | M,s = R} = {f}, seuraa, ettd kaikkien mallin
F-reilujen polkujen tulee kulkea ddrettoméan monta kertaa tilan f
kautta. Koska tiloista ¢ ja d ei ole yhteytta tilaan f, mikdan F-reilu
polku ei voi kulkea néiden tilojen kautta. Siten mallin jokainen F-
reilu polku on muotoa

(a,b,e,...,e,f,a,bye,... e, fia,bie,....e f,...)
~—— ~—— ~——
n1 kpl na kpl n3 kpl
missi ny,ng,ns,... ovat (dérellisid) positiivisia kokonaislukuja.
Koska erityisesti nq on dérellinen ja M,a = P, M,b|= P, M,e =
P sekd M, f E @, seuraa, ettd M,a Ep A(PUQ) pétee.
c) M,a |=EGP,silld (a,b,e,¢e,e,...),on tilasta a alkava taysi polku,
jonka jokaisessa tilassa s € {a,b, e} pitee M, s = P.
d) Huomataan, ettd c-kohdan polku on mallin ainoa tilasta a alkava
taysi polku, jonka kaikissa tiloissa lause P pétee. Taméa polku ei

kuitenkaan ole F-reilu, silld se ei kulje kertaakaan tilan f kautta.
Siten M, a r EGP.
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Jérjestetain lauseen AXE((P — Q)U(P/\Q)) alilauseet jarjestykseen,
jonka avulla alilauseiden totuusarvo mallin eri tiloissa voidaan méaérit-
tda vaiheittain aiemmin késiteltyjen alilauseiden totuusarvojen perus-
teella, kunnes saadaan lopulta selville koko lauseen totuusarvo mallin
eri tiloissa. Alilauseet voidaan késitella esimerkiksi jarjestyksessé

P,Q

P,Q,P - Q,PAQ,E((P— QU(PAQ)),AXE((P — Q)U(PAQ)).

Lauseiden P ja () totuusarvot saadaan suoraan valuaatiosta v. Laske-
taan alilauseen P — () totuusarvot mallin eri tiloissa:

C

j ( Q,P—Q
e/P{—>Q

d QPFP—Q

P

QP—Q

Alilause P A Q:

QPr—Q c b PQP—-QPAQ

A4

e P—Q

Lasketaan alilauseen E((P — Q)U(P AQ)) totuusarvot luentokalvois-
sa esitetyn CheckEU-algoritmin avulla. Aloitetaan siis tilajoukosta, jos-
sa alilause P A @ on tosi ({b}) ja merkitdsin E((P — Q)U(P A Q))
todeksi tilassa b. Kerédtadn tdaman jilkeen kaikki ne tilat s € S, joille
(s,b) € Rja M,s = P — Q (ja joihin lause E((P — Q)U(P A Q))
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ei ole vield merkitty todeksi). Saadaan tilajoukko {d, e}, jonka kaikkiin
tiloihin merkitéén lause E((P — Q)U(PAQ)) todeksi. Toistetaan nyt
menettely tilajoukon tilojen d ja e edeltéjille ja edelleen niiden edel-
tédjille niin kauan, kunnes tulosjoukko ei enédé kasva. Koko algoritmin
suoritus voidaan siis esittdéd seuraavasti:

Kierros Tulosjoukko | Kiésiteltdvana | Tulosjoukkoon
oleva lisattavat tilat
tilajoukko
1 {0} {0} {d, e}
2 {b,d, e} {d,e} {c}
3 {b,c,d, e} {c} 0

Alilause E((P — Q)U(P A Q)) pitee siis tiloissa

d E((P-QU(PAQ))

>

E(P—QU(PAQ)) ¢ b E(P—-QU(PAQ))

\

e E(P—-QU(PAQ)

Lasketaan viimein lauseen AXE((P — Q)U(P A Q)) totuusarvot ke-
radmaélla kaikki ne mallin tilat, joiden kaikille R-relaation seuraajati-
loille pétee E((P — Q)U(P A Q)) Lopputulos on siten

AXE((P - QU(PAQ)) a d AXE((P - Q)U(PAQ))

>

¢ b AXE((P — QU(PAQ))

\

e AXE((P— Q)U(PAQ))
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Esitetdan lause ensin EU- ja EG-operaattoreiden avulla:

AG(Q — A(EFPUAFP))
= AG(Q — A(E(TUP)U-EG-P))
= AG(Q — —E((-——EG-P)U(-E(TUP) A ~—EG-P)) A ~EG-—~EG-P)
AG(Q — -E((EG-P)U(-E(TUP) A EG-P)) A ~EGEG-P)
~EF-(Q — —E((EG-P)U(-E(TUP) A EG-P)) A -EGEG~-P)
~E(TU-(Q — —~E((EG-P)U(-E(TUP) A EG-P)) A -EGEG-P))

Jarjestetdén alilauseet sopivaan laskentajérjestykseen, esim.

P,Q,~P,EG-P,EGEG—P,-EGEG—P,

E(TUP), -E(TUP),~-E(TUP) A EG—P,
E((EG-P)U(=E(TUP) A EGP)), ~E((EG~P)U(-E(TUP) A EG~P)),
~E((EG-P)U(-E(TUP) A EG~P)) A ~-EGEG-P,

Q— ﬁE((EGﬁP)U(ﬁE(TUP) N EGﬁP)) AN -EGEG-P,
~(Q — ~E((EG-~P)U(=E(TUP) A EG~P)) A ~EGEG-P),
E(TU~(Q — ~E((EG-P)U(=E(TUP) A EG-P)) A “-EGEG-P)),
~E(TU~(Q — ~E((EG-P)U(-E(TUP) A EG-P)) A -EGEG-P))

Koska P pétee tiloissa a ja ¢, niin =P pétee tiloissa {b, d, e}. Nyt lauseen
EG—-P totuusarvo voidaan laskea luentokalvoilla  esitetyn
CheckEG-algoritmin avulla. Muodostetaan siis ensin mallin M rajoit-
tuma M’ niihin tiloihin, joissa =P pétee:

-PQ b

AU

Etsitddn seuraavaksi mallin M’ ei-triviaalit vahvasti kytketyt kom-
ponentit! ja merkitiin lause EG—P todeksi kaikissa niihin kompo-
nentteihin kuuluvissa tiloissa. Kerdtddn sitten (samalla tavoin kuin

e -P

Yleisesti: Mallin M = (S, R,v) tilojen ei-tyhji osajoukko ) C C' C S on M:n ei-
triviaali vahvasti kytketty komponentti, jos mitkd tahansa kaksi tilaa x,y € C ovat M:ssé
saavutettavissa toisistaan joitakin vahintddn yhden R:n kaaren siséltdvid polkuja pitkin,
eikd ole olemassa tiloja z € C, w € S\ C siten, ettd z ja w olisivat saavutettavissa M:ssé
toisistaan téllaisia polkuja pitkin.



CheckEU-algoritmissa) vaiheittain kaikki ne tilat, jotka ovat jonkin néi-
hin komponentteihin kuuluvan tilan edeltdjié mallissa M, merkitdan
lause todeksi myos néissé tiloissa ja toistetaan tarkastelu kaikille naille
tiloille niin kauan, kunnes ei endé saada uusia tiloja, joissa lause ei jo
olisi tosi.

Ainoa M’ ei-triviaali vahvasti kytketty komponentti on {b, d}. Kos-
ka tila e ei ole kummankaan tilan edeltdji M’:ssa, CheckEG-algoritmi
pyséhtyy heti ensimmaéisen kierroksen jélkeen:

Kierros Tulosjoukko | Kiésiteltdvana | Tulosjoukkoon
oleva lisattavat tilat
tilajoukko
1 | {b,d} | {b, d} | 0

On siis saatu tulos
/ a\iﬁQ
ho 07

-P,-Q,EG-P ( ¢ —=P,—=Q

~P,Q,EG-P

Lasketaan seuraavaksi lauseen EGEG—P totuusarvot kdyttamalla uu-
delleen CheckEG-algoritmia. Muodostetaan siis mallin M rajoittuma
M niihin tiloihin, joissa EG—P pitee:

-P,Q,EG-P b

y

-P,-Q,EG-P {

Ainoa mallin M” ei-triviaali vahvasti kytketty komponentti on {b, d}.
CheckEG-algoritmi pysdhtyy jilleen ensimmaéisen kierroksen jilkeen:

Kierros Tulosjoukko | Késiteltdvana | Tulosjoukkoon
oleva lisattavit tilat
tilajoukko
1 | {b,d} | {b, d} | 0

Lause EGEG—P piitee siis tiloissa b ja d, jolloin sen negaatio pétee
tiloissa



a P,-Q,-EGEG-P

VRN

-P,Q,EG-P b ¢ P,Q,~EGEG-P

Y

~P,-Q,EG-P { ¢ -P,-Q,~EGEG-P

Alilauseen E(TUP) totuusarvo voidaan laskea CheckEU-algoritmin
avulla:

Kierros Tulosjoukko | Késiteltdvana | Tulosjoukkoon
oleva lisattavét tilat
tilajoukko
1 {a,c} {a, c} {e}
2 {a,c,e} {e} {d}
3 {a,c,d, e} {d} {b}
4 {a,b,c,d, e} {b} 0

Lause E(TUP) pitee kaikissa mallin M tiloissa, joten lauseen negaatio
—E(TUP) ei pdde missddn mallin tilassa. Tastd seuraa, ettei myoskadn
konjunktio —“E(TUP) A EG—P toteudu missddn mallin tilassa.

Sovelletaan  sitten  uudelleen  CheckEU-algoritmia  lauseeseen
E((EG-P)U(-E(TUP)AEG-P)). Algoritmi pééttyy heti, silld edel-
lisen perusteella jo algoritmin lahtotilajoukko on tyhjé.

Kierros Tulosjoukko | Kiésiteltdviana | Tulosjoukkoon
oleva lisdttavat tilat
tilajoukko
1 | 0 | 0 | 0

Lause =E((EG-P)U(=E(TUP) A EG—P)) pitee nyt mallin kaikis-
sa tiloissa. Koska aiemmin todettiin, ettd lause "~ EGEG—-P toteutuu
tilajoukossa {a, ¢, e}, saadaan konjunktiolle

p = “E((EG-P)U(=E(TUP) A EG-P)) A “-EGEG-P

Q b/a\(p\C Q¢
00

d——¢ ¢

tulos
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(Y14 olevassa kuviossa on tiloihin merkitty endé vain ne alilauseet, joi-
den totuusarvoja tarvitaan vield jéljellda olevien alilauseiden totuusar-

vojen laskemiseksi. )

Alilause Q — ¢:

/“<Q”
Q (b; o Q,0,Q — ¢
Q—¢ d e 9,Q—p

Alilause =(Q — ¢):

N\
0 ()

d——>c

—(Q— ¢

Lasketaan lauseen E(TU—(Q — ¢)) totuusarvot CheckEU-algoritmil-

la:

Kierros Tulosjoukko | Kiésiteltdvana | Tulosjoukkoon
oleva lisdttavat tilat
tilajoukko
1 {0} {0} {a,d}
2 {a,b,d} {a,d} 0

a E(TU-(Q — o))

/

E(TU-(Q—¢)) b c

E(TU—(Q — (p)) d—— e

Lopputulokseksi saadaan viimein






