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Modaalilogiikan perusteetI

Aluksi kasitellaan modaalilogiikoita, joissa on modaalioperaattori O ja
sen duaalioperaattori & (—0-).

Modaalioperaattorit voidaan luonnolliselle kielelle tulkita monella eri

tavalla:
oP OP
valttamatta P mahdollisesti P

aina tulevaisuudessa P
aina menneisyydessa P
pitdisi olla P

tiedetdan ettd P

\uskotaan ettd P

~

/
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Modaalilogiikan syntaksi

Olkoon annettuna atomilauseiden joukko ® = {p1,p2,...}.
Propositionaaliset modaalilauseet:

1. Atomilauseet ovat /auseita.

2. T ja L ovat lauseita.

3. Jos P ja @ ovat lauseita, niin myds
—P, (P — @), OP ovat lauseita.

4. Muita lauseita ei ole.

Huom! Lyhennysmerkinnit:
OP =4 "O-P PVQ=4eP—Q

\P/\decf—'(PH—'Q) PHQEdCf_«(P*}Q)*)_‘(QHP))J

~
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Tautologiat

Jos lause @) saadaan lauseesta P korvaamalla P:n atomilauseet uusilla
lauseilla jarjestelmallisesti, sanotaan, ettd () saadaan P:std sijoittamalla.

Lauseita, jotka saadaan sijoittamalla lauselogiikan patevista lauseista
(tautologioista), sanotaan klassisiksi tautologioiksi.

Esim. Lause
(I:H:IP — (R — 085)) — (I:H:IP — (R— DS))

on klassinen tautologia, joka on saatu lauselogiikan tautologiasta P — P
korvaamalla P lauseella (OOP — (R — O5S5))

- J
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Tautologiat

|:| Klassiset tautologiat voidaan tunnistaa esim. lauselogiikan

taulumenetelmalla:

Rakennetaan taulu lauseen negaatiolle pitdamalla modaalioperaattorilla alkavia

lauseita atomisina (niihin ei sovelleta taulusidantsja). Jos taulu sulkeutuu,

kyseessa on klassinen tautologia.

L ~((O-0(P — Q) AD(-P A Q) —
(B-0(P = Q) VB(-PA=Q)))

Esimerkki. Osoitetaan, etta
(D_‘D(P — Q)/\D(—!P/\—\Q)) —

(0-0(P — Q) VO(=P A Q) 2. 0-0(P—Q)AD(=PA-Q) (1)
on klassinen tautologia. 3. ~(0-0(P —=Q)VIO(-PA-Q)) (1)
4 0-0(P — Q) 2)
5. OF-PA-Q) (2)
6. -0-0(P —Q) (3)

- i /
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Logiikka = (patevien) lauseiden joukko

Maaritelma. Propositionaalinen modaalilogiikka L on joukko
propositionaalisia modaalilauseita siten, ett3

1. kaikki (klassiset) tautologiat kuuluvat joukkoon L;

2. L on suljettu modus ponensin suhteen
(josPeLjaP—QeL niinQeL);

3. L on suljettu sijoituksen suhteen
(P € L ja Q saadaan sijoittamalla lauseesta P, niin Q € £).

Esim.

(1) Klassiset tautologiat ovat modaalilogiikka.

2) Kaikkien propositionaalisten modaalilauseiden joukko on

(
\modaalilogiikka. J
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(a.k.a. Kripke-semantiikka)
Maaritelma. Kehys on pari F = (S, R), missa S on ei-tyhja joukko ja R
on relaatio R C .S x S.

Joukon S alkiot ovat mahdollisia maailmoja ja R on maailmojen valinen
saavutettavuusrelaatio: jos s1Rs2, niin so on saavutettavissa si:sta.

Méaritelma. Valuaatio kehyksessa (S, R) on funktio v, joka kuvaa
mahdolliset maailmat ja atomilauseet totuusarvoille (kaikille s € S ja
atomilauseille P, v(s, P) on joko true tai false).

(Toinen tapa: v : S — 2%; v(s) on tilassa s tosien atomilauseiden joukko).

Madritelma. Malli on kolmikko M = (S, R,v), missd (S, R) on kehys ja v
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Qsluaatio tassd kehyksessd. M = (S, R, v) perustuu kehykseen (S, R). /
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Toteutuvuusrelaatio

Relaatio M, s ||- P, joka kertoo onko lause P tosi mallin M maailmassa s,

maaritellddn seuraavasti.
Médritelma. Olkoon M = (S, R, v) malli.
1. M,s || P joss v(s, P) = true, kun P on atomilause.

2. M,s |- LjaM,s|-T.

3. M,s |- =P joss M, s ||- P.

4 M,s | P — Q joss M,s |- P tai M,s |- Q.

5. M, s ||- OP joss M, t ||- P kaikille t € S joille sFit.

Huom! M, s ||- OP joss M,t || P jollekin t € S jolle skt.

Qoinen paljon kaytetty merkintdtapa: M,s = P /
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Esimerkki. Olkoon M = (S, R, v) missi
S ={s,t} M:

R={(s,1)} {P} {}

v(s, P) = true, v(t, P) = false ® °
(tai v(s) = {P}, v(t) = {}) s t
e M, s HL apP.

e M, t | OP.
e M,s | O=P.

o M,s|OP — P.

e M,t|f-0OP — P.
N J
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Patevyys

Madritelma.
e Lause P on tosi mallin M = (S, R,v) maailmassa s joss M, s |- P.

e Lause P on pitevd mallissa M = (S, R, v), joss P on tosi mallin
jokaisessa maailmassa. (M = P)

e Lause P on patevd mallien joukossa C, joss P on pateva jokaisessa
C:n mallissa. (C | P)

e Lause P on patevd kehysten joukossa F, joss P on pateva F:n
kehyksiin perustuvien mallien joukossa. (F |= P)

|:| Jos P on pitevd mallien/kehysten joukossa C, sanotaan, ettd P on
C-pateva.

Lausejoukon ¥ pétevyys mallien/kehysten joukossa C (C = %)

@rkoittaa, ettd jokainen joukon Y lause on pateva ko. joukossa C. J
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Patevyys

Esimerkki. Olkoon M = (S, R,v) missd S = {s,t}, R = {(s,t)} ja
v(s, P) = true, v(t, P) = false.

e OP — P ei ole patevd M:ssa.
M.t |f- OP — P.

e PV OP on patevda M:ssa.

e OOP on F-pitevd, missa F = {(S, R)}.

N /
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Semantiikan perusominaisuudet

Teoreema. (Mahdollisten maailmojen semantiikan perusteoreema)
Jos C on joukko malleja, C-patevien lauseiden joukko

1. sisaltda kaikki tautologiat;

2. sisaltda kaikki muotoa O(P — Q) — (OP — OQ) olevat lauseet;
3. sisaltda lauseen @ aina, kun siihen kuuluvat P ja P — @,

4. sisaltdd lauseen OP aina, kun siihen kuuluu P;

ja jos F on joukko kehyksid, F-patevien lauseiden joukko on suljettu
sijoituksen suhteen.

- J

(© 2005 Teknillinen korkeakoulu, Tietojenkdsittelyteorian laboratorio

T-79.146 / Kevat 2005 ML-2

- A

Semantiikan perusominaisuudet

Todistus. (1.) Mielivaltainen tautologia on tosi jokaisen mallin
jokaisessa tilassa, joten se sisdltyy C-patevien lauseiden joukkoon.

(2.) Olkoon M = (S, R, v) mielivaltainen joukon C malli ja s joukon S
tila. Tehddadn vastaoletus, ettd jokin muotoa O(P — Q) — (OP — 0Q)
oleva lause ei ole tosi tilassa s. Tallin (i) M, s |- O(P — Q), (ii)

M, s |- OP mutta (i) M, s |- 0Q.

Talléin on olemassa t € S, jolle sRt ja M, t |- @ (iii). Mutta nyt
Mt |- P—Qja Mt | P (i &ii), jolloin M, t |- Q, ristiriita. Nain

ollen vastaoletus on v&ara ja siis jokainen muotoa
O(P — Q) — (OP — 0OQ) tosi s. Taten jokainen ko. muotoa oleva

Quse on C-pateva. j
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(3.) Olkoon P ja P — @ C-patevii. Olkoon M = (S, R, v)
mielivaltainen joukon C malli ja s joukon S tila. Talléin P ja P — @

ovat tosia tilassa s, jolloin @ on tosi tilassa s. Siis ) on tosi jokaisen
joukkoon C kuuluvan mallin jokaisessa tilassa, joten @ on C-pateva.

(4.) Olkoon P C-patevi ja olkoon M = (S, R, v) mielivaltainen joukon
C malli ja s joukon S tila. Tall6in kaikilla ¢ € S, joille sRt, M,t |- P ja

M, s |- OP. Taten OP on C-péteva.

Osoitetaan vield, ettd jos F on joukko kehyksid, F-patevien lauseiden
joukko on suljettu sijoituksen suhteen, t.s.

jos lause X on F-patevé, niin lause o(X) on F-pitevd, missd o(X)
saadaan lauseesta X sijoituksella o, jossa lauseen X kukin atomilause

P, korvataan lauseella o(P) (huom. myés o(P) = P mahdollinen). J

-
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Oletetaan, ettd o(X) ei ole F-pateva ja osoitetaan, ettd talldin X ei ole

(Todistus jatkuu.)

F-pateva.
Jos o(X) ei ole F-patevd, on olemassa (S,R) € F, vijate S s.e.
Mt |- o(X), missa M = (S, R,v).
Olkoon M’ = (S, R,v'), missd v'(P, s) = true joss M, s |- o(P).
Osoitetaan kaikilla lauseille Z rakenteisella induktiolla, etta kaikille
tiloille s € S patee: M', s |- Z joss M, s |- o(Z).

e Jos Z on atomilause, tlléin M’, s |- Z joss v'(Z,s) = true joss

M, s |- a(Z).

e Jos Z on muotoa T tai L, M',s |- Z joss M, s |- o(Z).

-
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e Jos Z on muotoa =Z’, niin M’ s |- =Z" joss M',s ||- Z'.
Induktio-oletuksen perusteella tdm3 patee tasmalleen, kun
M, s |- 0(Z"), joka patee joss M, s |- ~o(Z')[= o(=Z")].

e Jos Z on muotoa Z' — Z", niin M',s |- Z' — Z" joss
M s |- Z' tai M, s |- Z" joss M, s |- o(Z') tai M, s ||- 0(Z")
[IH] joss M, s |- 0(Z") — o(Z")[=0(Z" — Z")].

e Jos Z on muotoa OZ’, niin M', s |- DZ’ joss kaikille t € S, joille

sRt, patee M',t |- Z' joss kaikille ¢ € S, joille sRt, patee
M.t | o(Z') [IH] joss M, s |- Do (Z')[= o(BZ')].

N&in ollen jos M, t |- o(X), niin M’ t |- X, joten X ei ole F—pé’tevéiy

=
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Normaalit modaalilogiikat

Seurauslause. Jos L on ei-tyhja kehysten joukko, niin L-patevien
lauseiden joukko on propositionaalinen modaalilogiikka.

Merkintdad L voidaan kayttdd kahdessa merkityksessa:
(1) kehysjoukko ja (2) kehysjoukossa patevien lauseiden joukko.

Maaritelma. Propositionaalista modaalilogiikkaa sanotaan normaaliksi,
jos se sisiltda (i) kaikki muotoa O(P — Q) — (OP — 0OQ)
olevat lauseet ja (ii) lauseen OP aina, kun siihen kuuluu P.

Maaritelma. Lausejoukkoa L sanotaan kehyslogiikaksi, jos £ on
L-patevien lauseiden joukko jollekin ei-tyhjalle kehysten joukolle L.

Samaa merkintdd L voidaan kayttaa sekd logiikasta ettd vastaavasta

\kehysjou kosta. j
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