T-79.146 Kevit 2004
Logiikka tietotekniikassa: erityiskysymyksii I

Laskuharjoitus 1

Ratkaisut

1. Jokaiselle toteutuvalle lauselogiikan lauseelle voidaan etsid malli tau-
lumenetelmélld merkitsemalld lause taulun juureen ja soveltamalla sen
jalkeen taulusddntojd, kunnes taulu on valmis.

a)
L. =(P=Q)—=(Q—P)
2. P—Q (1)
3. -(Q — P) (1)
4. Q (3)
5. -P (3)
6. -P )7 Q@ (2

Taulun juurena olevan lauseen malli voidaan muodostaa valmiin
taulun mink& tahansa avoimen haaran avulla kerd&dmélla joukoksi
kaikki haarassa esiintyvét (ei-negatoidut) atomilauseet. Y14 ole-

van taulun molemmista haaroista saadaan annetulle lauseelle sa-
ma malli M = {Q}.

b)

1. (PV—=R) < R)A(P— Q)

2. (PV-R) < R (1)

3. P—-qQ (1)

4. (PV-R)AR (2) |5. =(PV-R)A-R(2)

11. PV-R (4) |6. =(PV-R) (5)

12. R (4) |7. -R (5)

13. P (11) | 14. =R (11) | 8 -P (6)

15. =P (3) | 16. Q (3) X 9. R (6)
X 10. R 9)

Tauluun jaa yksi avoin haara, josta saadaan lauseelle malli
M ={P,Q, R}.



2. Lauselogiikan lauseen loogista seuraavuutta annetusta lausejoukosta
voidaan tutkia taulumenetelmélld merkitsemélld taulun juureen kaikki
lausejoukossa olevat lauseet ja lisidamilla tutkittavana olevan lauseen
negaatio tauluun néiden jéalkeen. Sovelletaan tdmén jélkeen tauluséin-
t6jd, kunnes taulu on valmis. Looginen seuraavuus pétee, jos tuloksena
syntyneen taulun kaikki kaikki haarat ovat suljettuja. Tehtdvissd saa-
daan siten taulu

1. Q—P
2. R— (PAQ)
3. P— (QAR)
4. —|—|Q
5. Q (4)
6. -Q (1)|7. p (1)
X ‘8. -P (3)‘9. QAR (3)
X 10. Q 9)
11. R (9)
12. =R (2)|13. PAQ (2
X ‘ 4. P (13)
5. Q (13)

Koska valmiiseen tauluun jéi yksi avoin haara, lause —() e: seuraa loo-
gisesti tehtidvissd annetusta lausejoukosta Y. Tulos voidaan perustella
muodostamalla taulun avoimesta haarasta vastamalli loogiselle seuraa-
vuudelle (malli, joka toteuttaa kaikki lausejoukon 3 lauseet, mutta jossa
(@ on epitosi). Vastamalliksi saadaan M = {P, Q, R}.

3. Lauselogiikan lause on konjunktiivisessa normaalimuodossa, jos se on
muotoa (L{V---V Ly YA---A(L7"V---V L"), missd kukin lauseista
L} on literaali (atomilause tai sen negaatio).

Lauseen disjunktiivinen normaalimuoto on puolestaan muotoa (L1 A
<« ANLL)V V(LT A--- ANLP ) (lauseet LY literaaleja).

Lauseen disjunktiivinen normaalimuoto saadaan esimerkiksi etsiméll&
ensin lauseen kaikki mallit taulumenetelmailla ja kerddmalld syntyneen
taulun kaikista avoimista haaroista syntyvat mallit yhdeksi disjunk-
tioksi.



(P—Q)— (PVQ)
-(P—=Q) (1)]3. PVvQ (1)
P (2)|6. P (3)|7. @ (3)
-Q (2

Taulun avoimista haaroista saadaan taulun juuressa olevalle lauseelle
disjunktiivinen normaalimuoto

ot o

(PAN-Q)VPVQ,
joka voidaan vield sieventdd muotoon

PVQ.

Konjunktiivisen normaalimuodon ratkaisemiseksi muodostetaan ensin
lauseen negaation disjunktiivinen normaalimuoto:

1. =(P—=Q)—(PVQ)
2. P—-Q (1)
3. -(PV Q) (1)
4. -P (3)
5. Q) (3)
6. -P (2|7 Q (2)
Lauseen negaation
((P=Q) = (PVvQ)

disjunktiiviseksi normaalimuodoksi saadaan taulun avoimesta haarasta

-P A Q.

Alkuperéisen lauseen konjunktiivinen normaalimuoto saadaan tésté
negatoimalla ja kdyttdmailld sitten hyviksi De Morganin sdantoja. Lau-
seen

(P = Q)= (PVQ)

konjunktiivinen normaalimuoto on siten

-(=PA-Q)=PVQ.

(Téssé tapauksessa siis lauseen disjunktiivinen ja konjunktiivinen nor-
maalimuoto ovat samat. TAm4 ei kuitenkaan péde yleisesti.)
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1. Az 3zo P(x1, x2) A V1Yo (P(a:l,a:Q) - P(arg,arl))
2. E|.’L‘1§|J)2P(£E1,.’I)2) (1)
3. Vl‘lv.’L‘Q(P(l‘l,.’Ijg) — P($2,.T1)) (1)
4. JzoP(c, z2) (2,z1/c)
5. P(c,d) (4, z2/d)
6. Vo (P(c, z2) — P(z2,c)) (3,z1/c)
7. P(e,d) — P(d,c) (6,z2/d)
8. =P(c,d) (7) |9. P(d,c) (7)

X 10. V.’L‘Q(P(d, .'L'Q) — P(xz,d)) (3,.’L‘1/d)
11. P(d,c) — P(c,d) (10, z2/c)
12. =P(d,c) (11) | 13 P(c,d) (11)

X 14. P(e,c) = P(c,c) (6,22/c)
15. P(d,d) — P(d,d) (10,z2/d)
16. -P(c,c) (14) | 17. P(c,c) (14)

18. =P(d,d) (15) | 19. P(d,d) (15) | 20. =P(d,d) (15) | 21. P(d,d) (15)

Valmiiseen tauluun jéé neljd avointa haaraa. Kunkin avoimen haa-
ran avulla voidaan mééritelld rakenne (struktuuri), joka antaa
mallin taulun juuressa olevalle lauseelle. Muodostetaan struktuuri
A taulun vasemmanpuoleisimman avoimen haaran avulla. Olkoon
universumi

A ={1,2},
ja méaaritellddn
A=1, d*=2 seki P*={(1,2),(2,1)}.

Tarkistetaan, ettd lause on tosi rakenteessa A. Koska esim. (1,2) =
{(c*,d*) € PA niin A = P(c,d), joten edelleen myds

.A }: Elxlﬂng(xl,mg)
pitee. Myo0s
A ): Va:1Va:2(P(:c1,x2) — P(.TQ,.Tl)),

on voimassa, koska

A &= P(c,c) — Plc,c),
A E P(c,d) — P(d, c),
A= P(d,c¢) — P(c,d) ja
AE P(d,d) — P(d,d),



silli ¢ = 1,d4 = 2, (cA, ) = (1,1) € PA (jolloin A = P(c,c)),
(¢t d*) = (1,2) € P4 (jolloin A E P(c,d)), (d4, )y = (2,1) €
PA (joten A |= P(d,c)) ja (d4,d*) = (2,2) & P (A~ P(d,d)).
Téssé tapauksessa taulumenetelmén avulla ei saada aikaan valmis-
ta ddrellista taulua. Osoittautuu, ettd taulumenetelmid sovellet-
taessa kiayttoon joudutaan ottamaan toistuvasti lisdd uusia vakioi-
ta, koska taulun kaikkia haaroja ei saada ristiriitaisiksi. Vakioiden
soveltaminen uudelleen tauluun syntyviin universaalisti kvantifioi-
tuihin lauseisiin pakottaa ottamaan kayttoon lisdéd uusia vakioita
jne.

(Tdm4 on esimerkki predikaattilogiikan puoliratkeavuudesta: ei ole
olemassa systemaattista menetelméé, jonka avulla voidaan #dérel-
lisen monella askeleella joko etsid malli mielivaltaiselle predikaat-
tilogiikan lauseelle tai osoittaa se toteutumattomaksi.)

Lause on kuitenkin tosi esim. seuraavassa rakenteessa A:

Olkoon universumi A = {1}. Liséksi tarvitaan vakiosymboli ¢ ja
predikaatti P siten, ettd

A=1 ja PA={({1,1)}
Tarkistetaan, ettéi
A EVz13z9P(x1, 29) AVZ1VEoVIs(P(21,22) A P(22,23) — P(21,13))

pitee. Koska universumissa on ainoastaan yksi alkio (¢* = 1) ja
(1,1) € P (jolloin A = P(c,c)),

.A }: VxlﬂxQP(xl, $2)
pitee. Samasta syysti
A ): VJ:1VJ:2V:U3(P($1, CCQ) N P(CCQ, ,’133) — P($1,$3)),

koska
A E P(c,¢) A P(e,¢) = P(c,c).
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ﬁ((Va:P(a:) AVzQ(2)) — Vo (P(z) vQ(x)))

VaP(z) AV2Q(z)
vz (P(z)V Q(z))

P(d)
~(3zP(z) = P(d))
dzP(z)
~P(d)
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