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4 Taulumenetelma modaalilogiikalle' )

e On vaikeaa I6ytda Hilbert-tyylisid todistuksia:
Kaytossa Modus Ponens -saantd: jotta voidaan johtaa @, taytyy
johtaa P ja P — Q. Mutta mik3 on sopiva P?

Esim. {A—-B,A—-C}EA— (BAQC)
1. A—B
2. A-C

n. (A=B)—=(A—=C)— (A= (BAQC))
e Alikaavaperiaate: lauseen () todistuksessa tarvitaan vain Q:n
alikaavoja.
resoluutio, sekventtikalkyyli, taulumenetelmai.
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Taulumenetelmd modaalilogiikalle K

e Otetaan kayttoon prefiksit, joiden ideana on antaa nimia
mahdollisille maailmoille siten, ettd nimistd voidaan nahd3,

voidaanko nimetystd maailmasta saavuttaa toinen nimetty maailma.

e Prefiksi on ei-tyhji d3rellinen jono luonnollisia lukuja. Esim. (1) ja
(11,1,1,1,111,2) ovat prefikseja.

e Prefiksoitu lause on muotoa o P, missd o on prefiksi ja P lause.
(Idea: P on tosi maailmassa nimeltd ¢.) Esim. (1)(P V —P) ja
(11,1,1,111,2)00O P ovat prefiksoituja lauseita.

e on on prefiksi, joka saadaan prefiksistd o liittamalla sen perdan luku

n. Esim. jos o = (1), 011 = (1, 11).

o Prefiksi muotoa on on K-saavutettavissa prefiksista o. Esim.

K (1,11,11) on K-saavutettavissa prefiksista (1,11).

~

/
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Taulusaannot

modaalisdannoista.

e Lauselogiikan sdannot (prefiksoiduille lauseille):

o——P ox
oP oaq
[oxe ']

Huom! Prefiksi ei muutu.

o

Modaalilogiikan taulumenetelmd koostuu lauselogiikan sdanndista ja

ofs

of | of
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Esimerkki. 1. (3,2,1)=((-P — Q) — P)
2. (3,2,1)(~P — Q) (1)
3. (3,2,1)-P (1)

4. (3,2, 1)-=P (2)]5.
6. (3,2,1)P  (4)

X

3,21)Q (2)

o
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Modaalisaannot

Maaritelma. Prefiksi on haarassa

(i) tarjolla, jos se esiintyy haarassa,

(i) rajoittamaton, jos ei ole minkd3n haarassa esiintyvan prefiksin
alkuosa.

Esim. Prefiksi (1,1) on prefiksien (1,1,12,3) ja (1,1) alkuosa.

o Modaalisdannot
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| Taulutodistus |

Maaritelma.

o-T.

e Taulu on suljettu, jos jokainen sen haara on suljettu.

suljettu.

e Lauseen P todistus on taulu, jonka juurena on (1)—P ja joka on

O-sadnto: capP
onP
mille tahansa tarjolla olevalle prefiksille on.
—0-sdanto: c—-apP
on—P
K rajoittamattomalle prefiksille on.

/ \
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e Taulun haara on suljettu, jos se sisdltdd sekd o P ettd o—P jollekin
lauseelle P ja prefiksille o tai jos se sisdltda lauseen o L tai lauseen

/
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Esimerkki. 1. (1)-~(OP — DOP)
2. (1)OP (1)
3. (1)-00P (1)
4. (1,1)-0P (3)
5. (LL)P 2)
6. (1,1,1)-P (4)
7. (1,2)-0P (3)
8. (1,2,3)-P (7)
5 (L2 (2)
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Esimerkki. Lauseen O(P A Q) — (OP A OQ) taulutodistus.

L. ()=~(0(PAQ) — (OP ADQ))

2. (HB(PAQ) (1)
3. (H~(OP ADOQ) (1)
4. (1)-OP 3)5. (1)-0Q (3)
6. (1,2)-P 4))9.  (1,3)=Q (5)
7. (L,2)PAQ (2)[10. (1,3YPAQ (2)
8. (1,2)P (N1 (1,3)Q (10)

X X
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4 N

Virheettomyys (soundius)

Teoreema. Jos lauseelle P |6ytyy todistus, lause P on K-pateva.
Todistus. (Seuraavien osatulosten avulla)

o Maaritellddn taululle K-toteutuvuus: taulu on K-toteutuva, jos sen
jokin haara ‘“vastaa” mallia.

e Osoitetaan, ettd (i) K-toteutuva taulu ei voi sulkeutua,
(i) jos P ei ole K-pateva, taulu (1)=P on K-toteutuva,
(iii) jokainen sdanto sailyttdd K-toteutuvuuden: jos taulu on
K-toteutuva ennen sddnnon soveltamista, se on K-toteutuva myds
sdannon soveltamisen jalkeen.

Tallgin jos P ei ole K-pateva, lauseen (1)~ P taulu siilyy avoimena.

Jos taulu lauseelle (1)=P on suljettu, lause P on K-pateva. /
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ﬁ/léi'ziritelméi. Taulu on K-toteutuva, jos joku sen haaroista on \
K-toteutuva.

Taulun haara on K-toteutuva, jos haarassa esiintyvien prefiksoitujen
lauseiden joukko on K-toteutuva.

Prefiksoitujen lauseiden joukko X on K-toteutuva, jos I6ytyy malli
M = (S, R,v) ja kuvaus N X:ssa esiintyvistd prefikseista joukolle S s.e.

1. Jos prefiksit o ja T esiintyvat joukossa ¥ ja 7 on K-saavutettavissa
prefiksistd o, tillsin N (o) RN (7).

2. Jos 0P € %, niin M,N (o) ||- P.

(i) K-toteutuva taulu ei voi sulkeutua.
(ii) Jos lause P ei ole K-patevd, taulu (1)—P on K-toteutuva.

N&in on, koska lauseella =P on malli M = (S, R, v), jolle M, s’ |- =P.

Qélléin haara {(1)=P} on K-toteutuva kuvauksella N'((1)) = s’ /

(© 2004 Teknillinen korkeakoulu, Tietojenkasittelyteorian laboratorio
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/(iii) Olkoon taulu I' K-toteutuva. \

Taulussa T" on haara, jonka lauseet 3 ovat K-toteutuvia mallilla

M = (S, R,v) ja kuvauksella N.

Osoitetaan, ettd kun sovelletaan mit3 tahansa taulusdantoa, nain
saatava taulu I on myos K-toteutuva.

Sovelletaan taulusdantod K-toteutuvaan haaraan X

° of
api | ofs

Talloin taulussa TV haarat, joiden lausejoukot

Y1=XU {O’ﬁl} ja Yo =XU {0'52}

Koska o3 € &, M, N (o) |- 3, joten M, N (o) |I- 51 tai

M, N(o) |- .

K I K-toteutuva. J
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o oa Samaan tapaan.
[oxe 5]
[oxes]

e oUOP tarjolla olevalle prefiksille on.
onP

T3llsin taulussa I haara, jonka lausejoukko X1 = X U {onP}.
Koska cOP € 3, M, N (o) |- OP, joten kaikille t, N'(c)Rt,
M, t||- P.

Koska on on K-saavutettavissa o:sta, N (o) RN (on). Siis

M, N(on) |- P.

IV K-toteutuva.

/
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Taulun rakentamiseen tarvitaan systemaattinen menetelm3, jossa kaikkia
sdantdja on kaytetty riittavasti eli jokaiselle avoimelle haaralle 6 patee:

darettomat taulut, jossei todistettava lause ole pateva.

T-79.146 / Keviat 2004 ML-6 13

4 N

e o—0OP rajoittamattomalle prefiksille on.
on—P

Talléin taulussa I' haara, jonka lausejoukko 31 = X U {on—P}.

Koska 0—0OP € ¥, M, N (o) |- ~OP, joten on olemassa t,

N(o)Rt, M,t |- =P.

Koska on ei ole mikidian X prefiksin alkuosa, kuvausta N voidaan

laajentaa: N'(on) = t. Talléin M, N (on) |- —P.

I'" K-toteutuva. [ ]

- /
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Taydellisyys

Miten taata, ettd jokaiselle pateville lauseelle 16ytyy taulutodistus, kun taulun
haarat voivat olla darettémia? Milloin sdantdjd on sovellettu riittavasti/reilusti?

(i) Jos o——P € 6, talléin oP € 0.

(ii) Jos o8 € 0, téllsin o3, € 0 tai o3 € 6.

(iii) Jos oo € 0, talldin oy € 0 ja oag € 6.

(iv) Jos 0—0Q € 0, on—Q € 0, jollakin n.

(v) Jos 0OQ € 6, onQ € 0 kaikilla on, jotka tarjolla #:ssa.

Huom! Systemaattinen menetelm3a takaa tdydellisyyden mutta voi sallia

Ratkaisumenetelma takaa, ettd taulun rakentaminen paattyy aarelliselld

\askelméi'ér'éllé, olipa todistettava lause pateva tai ei. /
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@ystemaattinen K-taulu lauseelle P: \

1. Taulun juureksi (1)—P.

2. WHILE taulu ei suljettu eika kaikkia lauseita merkitty kaytetyiksi DO BEGIN
2.1 Valitaan taulusta ylin kdyttamatén solmu o).

2.2 Jos @ ei literaali, jokaiselle avoimelle 0@ kautta kulkevalle haaralle 6:

e Jos o) muotoa oa, lisdtddn haaran 6 loppuun ensin o ja sitten oas.

e Jos 0@) on muotoa o3, lisdtddn O:n loppuun kaksi lapsisolmua 031 ja o3,
(haarautuminen).

Jos 0@ on muotoa ¢—OP, lisdtdan haaran 6 loppuun solmu on—P
jollekin t3ssd haarassa rajoittamattomalle on.

Jos 0@ on muotoa cOP, kaikille tdssad haarassa tarjolla oleville on
lisatdan haaran @ loppuun solmu onP seka | lisdksi solmu cOP |

2.3 Merkitddn o@ kaytetyksi.

oo y
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/Teoreema. (Taydellisyys) Jos P on K-patevi, lauseen P \
systemaattinen K-taulu sulkeutuu.

Todistus. Osoitetaan, ettd jos lauseen P systemaattisessa K-taulussa
on avoin haara, P ei ole K-pateva.

Olkoon 6 valmiin systemaattisen taulun avoin haara ja olkoon
M = (S, R,v) seuraava malli (vastamalli).

1. S on @:ssa esiintyvien prefiksien joukko.

2. o R joss T on K-saavutettavissa o:sta.

3. v(0, Q) = true joss o esiintyy f:ssa atomilauseelle Q.

Teoreema seuraa seuraavasta tuloksesta: jos 0@ € 0, niin M, o |- Q

(joka todistetaan alla).

Teoreema seuraa ko. tuloksesta, koska (1)—P kuuluu jokaiseen haaraan,

jolloin M, (1) |- =P, mika tarkoittaa, ettd P ei ole K-pateva. J

(© 2004 Teknillinen korkeakoulu, Tietojenkasittelyteorian laboratorio
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ﬁl’odistetaan induktiolla lauseen @ pituuden suhteen:
josoQ €0, M,o |- Q.
o (literaali) Jos @ on atomilause ja 0@ € 0, niin v(o, Q) = true ja
Mo |- Q.
Jos 0-Q € 0, Q on atomilause ja 0Q ¢ 0. Talldin M, o |- Q ja
Mo |- Q.
Induktiohypoteesi: Jos @ on lyhyempi kuin j ja 0@ € 0, tallgin
Mo |- Q.
Olkoon lauseen @ pituus j. Nyt @ on jokin seuraavista:
o (Muotoa ==@Q) Jos 0@ € 0, tilléin 0@ € 0. [IH] M, o |- Q.
Taten M, o || -—Q.

-

~

/
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o (B-lause) Jos o3 € 6, talldin 081 € 0 tai o2 € 0.
[H] M,o |- B1 tai M, 0 ||- B2. Taten M, o || 8.

o (a-lause) Jos oo € 0, tilldin oy € 0 ja oag € 6.
[Hl M,0 |- a1 ja M, o |- az. Titen M, 0 || o

e (Muotoa —0Q) Jos o—0OQ € 6, on—Q € 6 jollakin n.
[IH] M,on |- =Q. Siis M, o |- OQ, koska o Ron.

e (Muotoa OQ) Jos ¢OQ € 6, on@ € 0 kaikilla on, jotka tarjolla
f:ssa. [IH] M,on ||- Q. Taten M, o |- OQ.

Siis jokaiselle avoimelle haaralle 6:
jos a@Q € 0, niin M, o ||- Q.

-

~

/
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Gatkaisuproseduuri (lauseen P K-pitevyydelle): \
1. Taulun juureksi (1)—P.
2. WHILE taulu ei suljettu eika kaikkia lauseita merkitty kaytetyiksi DO BEGIN
2.1 Valitaan taulusta ylin kdyttamatén solmu o).
2.2 Jos @ ei ole literaali, jokaiselle haaralle 6, joka kulkee 0@ kautta:

e Jos 0@ on muotoa oq, lisdtdan haaran 0 loppuun ensin oo ja sitten oas.
e Jos 0@ on muotoa o3, lisdatdadn O:n loppuun kaksi lapsisolmua o1 ja 3.

e Jos o) on muotoa c—OP lisdtddn haaran 6 loppuun solmu on—P jollekin
tassd haarassa rajoittamattomalle on sekd tdman jalkeen onX kullekin
haarassa esiintyvalle cOX.

e Jos o) on muotoa oOP, kaikille tassa haarassa tarjolla oleville on
lisatdan haaran 6 loppuun solmu onP.

2.3 Merkitddn o@Q kaytetyksi.

oo y
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/Esimerkki. Tutkitaan taulumenetelmalld, onko \
OP — 00OP K-péateva.

Rakennetaan K-taulu ratkaisuproseduurilla.

1. ()-(OP — OOP)

2. (1)OP (1)
3. (1)-0OP (1)
4. (1,2)-0P (3)

5. (1,2)P (2/3)
6. (1,2,3)-P (4)

Koska taulu ja3 auki, voidaan avoimesta haarasta koota vastamalli
M = (S, R,v), missa S = {(1),(1,2),(1,2,3)}
R={((1),(1,2)),((1,2),(1,2,3))} ja v(o, P) = true joss o = (1, 2).

Nyt M, (1) |- OP — OOP .
N J
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/
Muut modaalilogiikat'

Laajennetaan edell esitetty taulumenetelma kasittelemdin myds muita
modaalilogiikoita kuin K.

Madritelma. Prefiksi 7 on prefiksin o yksinkertainen jatko, jos 7 on
muotoa on jollekin n.

Taulumenetelma modaalilogiikalle L:
—0O-saanto:
o—-0OP ocOP
7P TP

missa 7 on haarassa rajoittamaton prefiksin o yksinkertainen jatko.

-

~
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O-saanto:
cOP c-OP
missa 7 L-saavutettavissa prefiksistd o ja
1. logiikoille K, KB, K4
7 on tarjolla haarassa;
2. logiikoille D, T, DB, B, D4, S4, S5
(i) 7 on tarjolla haarassa tai

(ii) 7 on rajoittamaton prefiksin o yksinkertainen jatko.

-

(huom. ei-sarjallisia)

(huom. sarjallisia)

/
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/

Maaritelma. Prefiksien saavutettavuusrelaatio:
. yleinen, jos on on saavutettavissa prefiksistd o kaikilla n;

. kdanteinen, jos o on saavutettavissa prefiksistd on kaikilla n;

refleksiivinen, jos o on saavutettavissa o:sta;

. transitiivinen, jos T on saavutettavissa prefiksistd o aina, kun o on

7:n aito alkuosa.

. universaalinen, jos prefiksi on saavutettavissa mistd tahansa

prefiksista.

/
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o

Logiikka L | L-saavutettavuus

K,D yleinen

T yleinen, refleksiivinen

KB,DB yleinen, kddnteinen

B yleinen, refleksiivinen, kddnteinen
K4,D4 yleinen, transitiivinen

S4 yleinen, refleksiivinen, transitiivinen
S5 universaali

~
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Esimerkkeja

D-taulutodistus lauseelle OP — —O-P.

1. (1)=(OP — —-0-P)

2. (1)apr (1)

3. (1)-—O0-P (1)

4. (1)O-P (3)

5. (1,2)-P (4) Huom. 2.(ii)
6. (1,2)P (2)

-

N 4

K4-taulutodistus lauseelle OP — OOP.

1. (1)=(0P — OOP)

2. (1)OP (1)

3. (1)-oOoP (1)

4. (1,2)-0P (3)

5. (1,2,3)-P 4)

6. (1,2,3)P (2) Huom. transit.
X

/ \

(© 2004 Teknillinen korkeakoulu, Tietojenkasittelyteorian laboratorio

T-79.146 / Keviat 2004 ML-6

(© 2004 Teknillinen korkeakoulu, Tietojenkasittelyteorian laboratorio

26 T-79.146 / Kevit 2004 ML-6

-

(

T-taulutodistus lauseelle OP — P.
1. (1)~(OP — P)

2. (1) 1)
3. ()P (1)
4. ()P (2) Huom. refleksiivisyys

N 4

KB-taulutodistus lauseelle P — OOP.

1. (I)~(P — 0OoP)

2. ()P (1)

3. (1)-OoP (1)

4. (1,2)=OP (3)

5. (1)-P (4) Huom. kaanteisyys
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/Systemaattinen L-taulu lauseelle P

Kuten logiikalle K, mutta kohta 2.2 tarkennettuna:
2.2 Jos @ ei literaali, jokaiselle 0@ kautta kulkevalle avoimelle haaralle 6:

e Jos 0@ on muotoa c—OP (oOP), lisdtddn haaran 6 loppuun solmu
on—P (onP) jollekin tissd haarassa rajoittamattomalle on.

e Jos 0@ on muotoa cOP (6-<CP),
(a) kun L on K,KB,K4,T, B, S4, S5:
jokaiselle f:ssa tarjolla olevalle ¢/, joka on L-saavutettavissa o:sta,
lisatdan 6:n loppuun solmu ¢’ P (0'=P) ja lopuksi cOP (c—=<OP).
(b) kun L on D,DB, D4:
jokaiselle #:ssa tarjolla olevalle o/, joka on L-saavutettavissa o:sta,
lisatdan 6:n loppuun solmu ¢’ P (o/=P). Jos tallaisia prefikseja o’ ei ole,
lisétadn :n loppuun solmu onP (on—P) jollekin tdssd haarassa
rajoittamattomalle on. Kummassakin tapauksessa lisdtdan viela haaran

\ loppuun ¢OP (c—=<CP).

/
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S5-taulut

Prefikseina riittavat luonnolliset luvut.

T-79.146 / Kevit 2004 ML-6

/

Esimerkki. S5-taulutodistus lauseelle

A

1. 1-(-0P — 0O-0OP)

2. 1-0P (1)
3. 1-0-0P (1)
4. 2-P (2)
5. 3-—-0OP (3)
6. 30P (5)
7. 2P (6)

o

/
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@ystemaattinen menetelma (S5-patevyydelle):
1. Taulun juureksi 1-P.

2.1 Valitaan taulusta ylin kdyttamatén solmu n@.

~

2. WHILE taulu ei suljettu eika kaikkia lauseita merkitty kaytetyiksi DO BEGIN

2.2 Jos @ ei ole literaali, jokaiselle avoimelle haaralle ¢, joka kulkee n@ kautta:

—0-sdanto: n—0OP noP
kP kP
missa k ei esiinny haarassa.
O-saanto: nOP n-OP
kP kP

mille tahansa k.

-
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Jos n@Q muotoa na, lisdtdan haaran 6 loppuun ensin naj ja sitten nas.
Jos n@Q) on muotoa nf, lisdtdan O:n loppuun kaksi lapsisolmua nf3; ja nfs.

Jos n@ on muotoa n—OP, lisdtddn haaran 6 loppuun solmu k=P jollekin
tassd haarassa rajoittamattomalle &k sekd tdman jalkeen kX kullekin
haarassa esiintyville jOX.

Jos n@Q on muotoa nOP, kaikille tissd haarassa tarjolla oleville k lisataan
haaran 6 loppuun solmu kP.

2.3 Merkitddn nQ kaytetyksi.

oo y
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' KD45-taulut |

Prefikseina riittavat luonnolliset luvut.

—0-sdanto: n-0OP noP
k—P kP
missa k ei esiinny haarassa.
O-sadnto: nOP n—-COP
kP k—P

mille tahansa & # 1.

-
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Esimerkki. Vertaa seuraavia KD45-tauluja.

(OP — P): 1. 1-(0P — P)
2. 10P (1)
3. 1-P (1)
O(0P — P): 1. 1-0(0OP — P)
2. 2-(0P—P) (1)
3. 20P (2)
4. 2-P (2)
5. 2P (3)
X
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Looginen seuraavuus'

Tehtdvé: ¥ =, T = P
kdyttda kahta uutta sdantoad premisseille:

globaalille premissille Q € X.

mille tahansa lokaalille premissille @ € Y.

o

Taulumenetelmé: asetetaan taulun juureksi (1)—P ja kdytetddn taulun
rakentamiseen L-logiikan mukaisia taulusdantdjd, joiden lisdksi voidaan

tahansa haarassa tarjolla olevalla prefiksilla o ja mille tahansa

Lokaali sdanto: solmulla (1)@ voidaan jatkaa mitd tahansa haaraa

Globaali sdanté: solmulla 0@ voidaan jatkaa mita tahansa haaraa mille

/
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Esimerkki. {P} Fx {OP — Q} = Q:
L {1)-Q
2. ()OP —Q (LP)

3. ()-OP (2) |4 (1HQ (2

5. (1,2)-P (2) x
6. (1,2)P  (GP)
X

o

~
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