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Modaalilogiikkojen todistusteoriaa'

Todistusteoria: (syntaktinen) kalkyyli, jolla todetaan, onko annettu lause
pateva/seuraako lause loogisesti lausejoukosta.

Automatisointi

e Aksiomaattinen (Hilbert-tyyppinen) todistusteoria
e Luonnollisen paattelyn menetelmat
e Taulumenetelmat

e Resoluutio
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Hilbert-tyylinen todistusteoria

Modaalilogiikalle K:
Klassiset aksioomat: Kaikki tautologiat.
Modaaliaksioomat: Kaikki muotoa
OP —Q)— (0P - 0Q)
olevat lauseet.
PP—Q
Q

P
Vilttamattomyyssaantsé (N-sdanto): oP

Modus Ponens -sdanto:

- /
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Johto ja todistus

(K&sitelldan ensin tapausta, jossa ei ole kiytdssa lokaaleja premisseja.)

Maaritelma. Lauseen P K-johto lausejoukosta ¥ on darellinen jono
lauseita ¢q, ..., ¢, siten, ettd ¢,, = P ja kaikillei =1,...,n

1. ¢; € ¥ tai
2. ¢; on joku K:n aksioomeista tai

3. ¢; saadaan Modus Ponens -sddnndlla tai N-sd&nndlld jonon
aiemmista lauseista.

Merkintitapa: ¥ g 0 = P (tai ¥ Fkg P)

Lauseen P K-todistus on lauseen P K-johto tyhjasta lausejoukosta.

Qﬂerkintétapa: fFg @ = P (tai b P)

~

/
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Esimerkki. T <~ OT on K-todistuva.

1. T (Taut)
2. OT = (T —0T) (Taut)
3. OT (N, 1)
4. T—OT (MP,2,3)
5. T—(@T —=T) (Taut)
6. OT =T (MP,1,5)
7. @T—>T)—= (T —-0OT)— (T« 0OT)) (Taut)
8. (T—0OT)— (T« 0OT) (MP,6,7)
9. TOT (MP, 4,8)

-

~
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Johdettuja saantasja (1)

R-saanto
P—-Q
opP — 0Q
1. P—-Q (GP)
2. OP—Q) (N, 1)
3. \:\(P — Q) — (DP — E\Q) (K)
4. OP — 0OQ (MP,2,3)

Yleistetty R-saanto

PiN---ANP,—Q
OP, A ---ADOP, — 0Q

-

N 4
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Todistus. Olkoon lauseelle P K-johto ¢1, ...

Virheettomyys

Todistusmenetelman virheettomyys:
Jos lause on johdettavissa, se on my0s looginen seuraus.

Teoreema. Jos X bk @ = P, nin X Ex § = P
(lyhyemmin merkittyna: jos ¥ bk P, niin ¥ Ex P).

, n(= P) lausejoukosta 3.

Todistetaan induktiolla kaikille ¢ = 1,...,n, ¥ Ek ¢; osoittamalla, ett3
¢; on pateva jokaisessa mallissa, jossa X on pateva.

Siis todistetaan induktiolla kaikille i = 1,...,n, C | ¢;,
missda C = {M | M = X}.

/
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Johdettuja saantoja (1)

RO-sadntd : 7<>§ - g o
1. P—>Q (GP)
2. (P—~Q) — (-Q—-P) (Taut)
3. =Q — -P (MP, 1,2)
4. 0O-Q — 0O-P (R,3)
5. (0-Q — O-P) —
(=O0-P — -0-Q) (Taut)
6. —0-P — =0-Q (MP, 4,5)

-
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Siis kaikille i = 1,...,n, ¢; on C-patevi, joten ¥ =k ¢;.

/ Qéin ollen ¥ Ex P(= ¢n). y

1=1

Jos ¢1 € &, selvasti C | ¢;.

Jos ¢ on klassinen tautologia tai muotoa

O(P — Q) — (OP — 0OQ), niin C |= ¢ jokaiselle mallijoukolle C
[Mahd. maailmojen semantiikan perusteoreemal

(i>1)

Kuten ylla, jos ¢; € 3, on klassinen tautologia tai muotoa

O(P — Q) — (OP — 0OQ), niin C | ¢;.

Jos ¢; on saatu jonon aiemmista lauseista MP- tai N-sdannoll3,
induktio-oletuksen mukaan ko. aiemmat lauseet ovat C-patevia.
Koska C-péatevien lauseiden joukko on suljettu MP- ja N-sdanndn
suhteen [Mahd. maailmojen semantiikan perusteoreema], C = ¢;.
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Taydellisyys

Todistusmenetelman taydellisyys:
Jos lause looginen seuraus, se on myds johdettavissa.

Teoreema. Jos ¥ =k P, niin ¥ g P.

Todistus. Oletetaan, ettd lauseelle P ei ole olemassa K-johtoa
lausejoukosta 3.

Osoitetaan, ettd ¥ =k P ei pade.

Tam3a tehdddn muodostamalla kanoninen malli M:
siind kaikki joukon X lauseet ovat patevid ja kaikilla P, joille ¥ Fx P ei
pade, on olemassa mallin maailma s, jossa M, s |- P.

Mallin maailmat maksimaalisesti konsistentteja lausejoukkoja, jotka

Kkonstruoidaan Lindenbaumin lemman avulla premissijoukosta 3. /
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Airellista joukkoa A = {A1, ..., A,} sanotaan Y-epakonsistentiksi, jos
St 2(TAAI A NA,).

(Huom! Tyhja joukko on X-epékonsistentti, jos ¥ kg —T.)

Joukkoa A sanotaan X-konsistentiksi, jos mikddn sen darellinen alijoukko
ei ole Y-epakonsistentti.

Koska oletimme, ettd lauseelle P ei ole olemassa K-johtoa lausejoukosta

Y, {=P} on X-konsistentti. () on myds X-konsistentti, koska =T — P
on K-todistuva/tautologia.)

1. Jos joukko S on X-konsistentti, niin on myds jokainen sen alijoukko.

Jos jokin alijoukko ei olisi ¥-konsistentti, olisi olemassa sen
Y-epikonsistentti alijoukko A, mutta A C S, joten S ei olisi
Y-konsistentti, ristiriita.

- /
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2. Jos joukko A on X-konsistentti ja ~0Z € A, A¥ U {=Z} on myés
-konsistentti, missa A% = {Q | OQ € A}.
Oletetaan, ettd A¥ U {~Z} on S-epikonsistentti.
Tallgin on olemassa {A1,...,A,} C A# jolle
St (TANA A NAL, NZ).
(koska ~(TAA; A~ ANA,) = (TANALA---NA, AN=Z) on
tautologia).
Jatketaan johtoa:

o

~
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~(TAAI A NALAZ)
—“TV-A V- VoA, VZ
(TAALAN---NAY) = Z

(OT AOA; A---ANDOA4,) - 0Z

(Prop, 1)
(
(
OT — ((0A; A---AOA,) — 0OZ)(Prop, 4)
(
(
(

Prop, 2)

T—-0T

T— (04 AN---ANDA,) — 0O2)
(TAOALA---ANDOA,) — 0OZ
—~(TAOA; A---AOA, A—-0OZ) (Prop,8)

A on Y-epikonsistentti (ristiriita), joten A% U {-Z}
Y.-konsistentti.

P B A T o

o
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3. Lindenbaumin Lemma. Jokainen ¥-konsistentti joukko voidaan
laajentaa maksimaalisesti >-konsistentiksi joukoksi.
(T" on maksimaalisesti X-konsistentti, jos kaikilla IV D T", I on
Y-epakonsistentti.)
Olkoon A Y-konsistentti.
Jarjestetdan kaikki modaalilauseet jonoon

Qo, Q1, ... ja maaritellasn:
Ag = A.
A — A1 U{Qi—1}  jos Aj_1 U{Q;—1} X-konsistentti

A1 U{=Q;-1} muutoin

A=A

i>0

-
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Jatketaan johtoja:

L ~(TAAT A NATL AQi)

2. (TAAT A ANAT A=Qi1)

3. Qi1 —~(TANATA---ANAT,) (Prop,1)
4. Qi1 — (TANAT A---NA_)(Prop,2)
5. ~(TAAT A NAT )V

A(TANATA--NA) (Prop, 3,4)
6. ~(TAAT A--NAT A
AT N--NA) (Prop, 5)

A;_1 on Y-epikonsistentti, ristiriita.

14

-

(i) ACA

(i) Kaikillei=0,1,... A; on X-konsistentti.
Ay on X-konsistentti.
Olkoon A;_; on YX-konsistentti.
Oletetaan, ettd A; on X-epakonsistentti.
Tallgin A; = A1 U{—=Q;-1} ja
A;—1 U{Q;—1} on X-epikonsistentti.
Siis on olemassa {Af,..., AT, } CA;_1, jolle
SEr (TAAT A ANAT AQizq)
sekd {A7,..., A _} C Ay, jolle
Stx (TAAT A ANAT A=Qi—1)

-
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(iii) A on X-konsistentti.

Oletetaan, ettd A on X-epdkonsistentti.

Siis on olemassa {41,...,A,} C A, jolle

St (TAALA---NA).

On olemassa ¢ > 0, jolle {A;,..., 4,} CA,.

A; on Y-epikonsistentti, ristiriita.

A on maksimaalisesti X-konsistentti.

Olkoon A U {Z} X-konsistentti.

Koska Z = @, jollakin i, AU {Q;} on X-konsistentti.

Koska A; U{Q;} CAU{Q;}, A;U{Q;} on X-konsistentti. [1.]
Siis Z e Ajy; CA

(i-iv) A on maksimaalisesti X-konsistentti joukon A laajennus.

/
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4. Kaikille maksimaalisesti -konsistenteille joukoille T', (i) X C T ja
(i) joko Z € I" tai =Z € I kaikille lauseille Z.

(i) Oletetaan Z € ¥ —I'. Télléin I' U {Z} on Y-epikonsistentti.
Siis on olemassa {A1,...,4,} CT, jolle

Sk (TAALA---ANAL A Z).

Jatketaan todistusta:

L. ~(TAALA---ANA,AZ)

2. Z—~(TANAAN---NA,)(Prop,1)

3. Z (GP)

4. A(TANAAN---NA,) (MP, 2,3)

Siis Xk 7(TAAL A ANAy).

I" on X-epidkonsistentti, ristiriita ja ¥ C T.

-

~

/
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/ (ii) Koska I' X-konsistentti, {Z,-Z} Z T (=(T AZ N—=Z)
tautologia). Oletetaan Z ¢ T ja -Z ¢ T.

Siis on olemassa {Af,..., AT, } C T, jolle

Stk (TAAT A NAT ANZ)

sekd {A7,..
Jatketaan johtoja:

L =(TAAT A ANAT AZ)

2. A(TANATA---NA_N—Z)

3. Z—>ﬂ(T/\A1+/\~-~/\Az+) (Prop, 1)

4. —Z—->-(TANATAN---NA ) (Prop, 2)

5 —(TAAT A NAT NATA---NA, ) (Prop,3,4)

I" on X-epikonsistentti, ristiriita ja joko Z € ' tai =Z € T’

K kaikille lauseille Z.

LAT_YCT jolle Bk ~(TAAT A~ ANA_ A=Z).

~

/
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/5. Konstruoidaan malli M = (S, R, v). \

S kaikkien maksimaalisesti Y-konsistenttien joukkojen luokka.
Kaikille s,t € S: sRt joss s# C t.
Kaikille atomilauseille Q: v(s, Q) = true joss Q € s.

6. Kaikille lauseille @, kaikille s € S patee: M, s |- Q joss Q € s.
Todistus rakenteellisella induktiolla:
o |:
M,s |- L.
Oletetaan, ettd L € s. Koska ¥ Fg =(T A L), s on
Y-epakonsistentti, ristiriita ja | & s.
e —(Q):
M, s || =Q joss M, s |- Q joss [IH] Q & s joss [4.(ii)] -Q € s.

- .
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/ e 0Q: («) Olkoon OQ € s. Jos sRt, niin s* Ct, Q €t ja \
M, t |- Q [IH]. Siis M, s |- DQ.
(=) Olkoon OQ ¢ s. Tallgin —0Q € s [4.(ii)].
Nyt to = s# U {=Q} on S-konsistentti [2.]
[Lindenbaum] ¢o:lla maks. Y-konsistentti laajennus t.
Nyt sRt, koska s# C t. Koska =Q €ty C ¢, Q & t [4.(ii)]. Siis
Mt |- Q [IH] ja M, s |- OQ.

7. Koska X C s kaikille s € S [4.(i)], £ on patevd mallissa M [6.].
Koska {—P} on X-konsistentti, on olemassa sen maksimaalisesti
Y-konsistentti laajennus ¢ € S ja P ¢ t. Siis M, t |- P [6.].
Koska X on pateva mallissa M = (S, R,v) ja on olemassa t € S
siten, ettd M, t |- P, vaittdma ¥ =k P ei pade.

Annettu modaalilogiikan K Hilbert-tyylinen todistusteoria on

Kté'ydellinen. y

(© 2004 Teknillinen korkeakoulu, Tietojenkasittelyteorian laboratorio
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Yleinen tapaus (lokaalit premissit mukana)

Maaritelma. ¥ Fx T — P tarkoittaa, ettd on olemassa lauseeseen P
paattyva lausejono, joka koostuu ensin tulevasta globaalista osasta ja
sitd seuraavasta lokaalista osasta.

Globaalissa osassa jokainen lause
e on K:n aksiooma, kuuluu lausejoukkoon 3 tai

e on saatu jonossa edelld olevista lauseista Modus Ponens tai
N-saannolla.

Lokaalissa osassa jokainen lause

e on K:n aksiooma, kuuluu lausejoukkoon Y tai

K. on saatu jonossa edelld olevista lauseista Modus Ponens —sééinnélléi/
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Esimerkki. {P,P — Q} Fx {0Q - R} = R

1. P (GP)

2. P>Q (GP)

3. Q (MP,1,2)
4. 0Q (N,3)

5. 0@ — R (LP)

6. R (MP, 4,5)

Huom! N-sddntda ei voi kayttda lokaalissa osassa.

Esim. {P,P — Q} Fkx {0Q — R} = OR ei pade.

- /
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Johtojen ominaisuuksia

e Johdot ovat &drellisia.
Kompaktius (F):
Jos ¥ Fg T = P, niin on olemassa airellisen joukot 3’ C ¥ ja
T C 7T, joille ¥ Fg T/ = P.

o MP- ja N-s3dnt6 monotonisia.

Monotonisuus (F):
Olkoon ¥ C ¥y ja T1 C Y. TallGin
jOSEl "KY1:>P, niin EQFKTQ:p

e [okaali deduktioteoreema (I):

Yk YU{Q} = Pjoss Lt T = Q — P.

/
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Virheettomyys ja taydellisyys

Teoreema. X Fx Y = P joss L g T = P.

Todistus. (=) [Taydellisyys].
Olkoon ¥ Fx T = P.

o Kompaktius (E=):
On olemassa &arelliset joukot ¥’ C ¥ ja Y/ = {¢1,...,¢,} C T
siten, ettd ¥/ Ex T/ = P.

o Lokaali deduktioteoreema (|=):
YEx 0= 61— (g2 = — (pn — P)--).

e Taydellisyysteoreema: ¥/ Fg 0 = ¢y — (- — (¢ — P) -+ ).

o Lokaali deduktioteoreema (F): ¥’ Fx T/ = P.

K. Monotonisuus (F): ¥ Fx T = P. j

(© 2004 Teknillinen korkeakoulu, Tietojenkasittelyteorian laboratorio
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(«=) [Virheettomyys]

(

e Kompaktius (F):

-

Olkoon ¥ g T = P.

o Lokaali deduktioteoreema (F):

o Taydellisyysteoreema: ¥/ Ex 0 = ¢1 — (- -

e Monotonisuus (=) £ Eg T = P.

On olemassa direlliset joukot &' C ¥ ja Y/ = {¢1,...,¢n} C T
siten, ettd ¥/ b T/ = P.

— (6n— P)-2).

o Lokaali deduktioteoreema (E): X' =g ¥/ = P.

KI
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kehyslogiikoille.

T.0P— P

Modaalilogiikka T

kehykset ovat refleksiivisia.

Modaalilogiikan T karakteristinen lause

(K:n virheettdmyys- ja tdydellisyysteoreema)

Modaalilogiikan K todistusteorian ja edelld kasiteltyjen kehysten
ominaisuuksia karakterisoivien lauseiden avulla voidaan muodostaa
suoraviivaisesti Hilbert-tyyppinen todistusteoria myds muille

Tarkastellaan ensimmaéisena esimerkkind modaalilogiikkaa T, jonka

Propositio. ¥ =1 T = P joss YU [T] Fx T = P.

Qropositio. YEr Y= Pjoss ZU[T] Fx T = P.

(© 2004 Teknillinen korkeakoulu, Tietojenkasittelyteorian laboratorio
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Modaalilogiikka T (I1)

Klassiset aksioomat: Kaikki tautologiat.
Modaaliaksioomat: Kaikki muotoa
K:OP — Q) — (OP — 0Q)
T: 0P — P
olevat lauseet.
Modus Ponens -sddnté
N-sdanto
KPropositio. YEr Y= Pjoss X tp T = P.

N3&in saadaan siis Hilbert-tyylinen todistusteoria modaalilogiikalle T
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Modaalilogiikka S5

Vastaavasti kehyslogiikalle S5 (ekvivalenttisten kehysten joukko):

SU[TJUHMJUB]Fk T = Pjoss ZU[TJU 5] Fxk T = P.
Hilbert-tyylinen todistusteoria modaalilogiikalle S5:

Modaaliaksioomat: Kaikki muotoa
K:OP — Q) — (OP - 0Q)
T.0P — P
4. 0P — 0OOP
5:-0P — O-0OP

olevat lauseet.

KPropositio. YEss YT = Pjoss Xtgs T = P.

~

Propositio. ¥ g5 T = P joss U [TJU [4] U [B] Fx T = P joss

(© 2004 Teknillinen korkeakoulu, Tietojenkasittelyteorian laboratorio
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Modaalilogiikka KD45

KD45 on sarjallisien, transitiivisten ja euklidisten kehysten joukko.
Propositio. ¥ Fxpas ¥ = P joss YU [DJU4JU[5] Fx T = P.
Hilbert-tyylinen todistusteoria modaalilogiikalle KD45:

Modaaliaksioomat: Kaikki muotoa
K: O(P — Q) — (0P — 0Q)
D:0OP— OP
4. 0P —0OOP
5:-0P — O-0OP
olevat lauseet.

Propositio. ¥ Expas ¥ = P joss X Fkpas ¥ = P.

/
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