T-79.146 Keviat 2003
Logiikka tietotekniikassa: erityiskysymyksia I

Laskuharjoitus 3

Ratkaisut

1. a) M= (S R,v), S ={sth R={(s,s),(s,t)}, v(s,A) = true,

v(t, A) = false.
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M, s I OA pitee, koska (s, s) € R ja M,s - A M,s |k OA ei

kuitenkaan péde, koska (s,t) € R ja M, t ¥ A. Siis M, s ¥ A —
OA.

b) M =(S,R,v), S={s,t}, R={(s,t)}, v(s, A) = v(t, A) = false.
—As—=1t-A

Koska (s,t) € R ja M,t ¥ A, M,s ¥ OA. Siten M,s IF -0OA
pitee. Koska maailmalla ¢ ei ole seuraajia relaatiossa R, Mt IF
OA patee. Talloin M, t ¥ —=OA, mistéi seuraa, ettd M, s ¥ O-0A
(koska (s,t) € R). Siis M, s ¥ -0A — O-0A.

c) M= (S, Rv), S ={s,t,u}, R={(s1),(s,u),{t, 1)}, v(s, A) =
v(u, A) = false ja v(t, A) = true.
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M, tI-OA, koska (t,t) € Rja M, t I A. Koska t on itsensé ainoa
seuraaja R-relaatiossa, myos M, t |- OA pétee. Siten M, t I OAA
OA pétee, mistd seuraa, ettd M, s IF O(CA A OA) pétee (koska
(s,t) € R). Koska u:lla ei ole R-relaatiossa seuraajia, M, u ¥ GA.
Koska (s,u) € R, seuraa tasta, ettd M, s ¥ OOCA. Siten M, s ¥
O(CANTA) — OCA.

d) M =(S,R,v), S ={s,t}, R={(s,s),(s,t)}, v(s,A) =v(t,B) =
true, v(s, B) = v(t, A) = false.
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A,-B -A, B
M, s IF OA pétee, koska (s, s) € R ja M,s IF A pitee. My0s
M, s |F OB on voimassa, koska (s,t) € R ja M,t I B. Siten
M;slF CANOB. M,s IF O(A A B) el kuitenkaan péde, silla
s:114 ei ole olemassa sellaista seuraajaa s’ R-relaatiossa, jolle pétisi
M, s'IlFANB. Siis M, slF (CANOB) — O(ANB).

2. Olkoon M = (S, R, v).

(=) Oletetaan, ettd O T on pétevd mallissa. Olkoon s € S miké tahansa
mallin maailma. Oletuksen perusteella M, s |- OT pétee, misté seuraa,
ettd on olemassa t € S siten, ettd (s,t) € R ja M,t IF T. Edelleen
paatellasn, etta

jos M,slFOA, niin silloin valttaméatta myos M, tIF A,

s:n seuraajalle t, ja siksi

M, sl CA.

Siis jos M, s IF OA, niin silloin myos M, s Ik GA. Siten M, s IFOA —
OA, eli myos OA — O A on péateva mallissa.

(<) Oletetaan, ettdi OA — <A on pétevd mallissa. Olkoon s € S.
Osoitetaan, ettd nyt on valttdméttd olemassa ¢t € S siten, etta (s,t) €
R. Jos néin ei olisi, s:1l14 ei olisi R-relaatiossa yhtdéan seuraajaa, jolloin
M, s IF OA olisi voimassa. Koska OA — <A on oletuksen mukaan
pitevi mallissa, olisi nyt valttaméatta oltava myos M, s IF G A, misté
seuraa ristiriita.

On siis olemassa t € S siten, ettd (s,t) € R. Siten M,t Ik T, jolloin
myos M, s IF OT pitee. Seuraa, ettd OT on pateva mallissa.

3. Kiytetdin tehtiviissi hyviksi generoiduille alimalleille! voimassa ole-
vaa tulosta:

1Olkoon annettu malli M = (S, R,v). Joukon Sq C S generoima alimalli M’ =
(S’, R',v") on malli, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

1. S’ on pienin S:n osajoukko, joka toteuttaa ehdot
- S CS.
— S5’ on R-suljettu: jos on olemassa maailmat s € S” ja ¢ € S siten, etté (s, t) € R,
niin silloin on oltava mydos t € S”.

2. RR=(5'%xS)NR.
3. Kaikille atomilauseille P ja kaikille maailmoille s € S”: v'(s, P) = v(s, P).



Jos M' = (S, R',v') on mallin M = (S, R,v) maailmojen
joukon Sy C S generoima alimalli, niin silloin kaikille lauseille
P ja kaikille maailmoille s € S’ pétee

M,sl-P joss M sl-P.

Koska tehtavassa annettu lause

0((00A — OOA)ACO(0A — OA)) — (O(CA — OA) — ((CANDCA)VODT-A))

on tosi tehtdvissd annetun mallin M maailmassa s4, se on tosi myos
missd tahansa M:std generoidussa alimallissa, joka sisédltdd maailman
S4.

Tehtavan malli M:
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Muodostetaan maailmojen joukon Sy = {s;} generoima alimalli M’ =
(S', R, V).

Koska Sy C S’; niin s4 € S’". Koska nyt s3 € S, s5 € S ja (s4,83) € R,
(s4,85) € R, on oltava s3 € S ja s; € 5, jotta S’ olisi R-suljettu. Edel-
leen, koska sy € S ja (s3,s9) € R, on my6s oltava sy € S”. Koska maa-
ilma s; ei ole saavutettavissa maailmoista so, s3, s4 tai s5 R-relaation
kaarten vélitykselld, maailmojen joukko {ss,ss, s4, S5} on R-suljettu.
Selvisti tdmé joukko on myo6s pienin S:n R-suljettu osajoukko, joka
sisdltdd maailman s3. Generoidun alimallin ehtojen tayttdmiseksi voi-
daan siis maéritella

S" = {s2, 83, S4, S5},
R, = {<827 S5>7 <837 S2>7 <837 84>7 <S47 83>7 <S47 S5>}

jav'(sg, A) = v'(s3, A) = true, v'(sy4, A) = v'(s5, A) = false, jolloin mal-

li M’ on

A 52 S5
A 83 ==&



Koska tehtdvén lause toteutuu mallin M maailmassa sy, se toteutuu
myo6s mallin M’ maailmassa sy, koska M’ on generoitu alimalli. Koska
M’ sisiltaéd nelja mahdollista maailmaa, se on eréds tehtdvén ratkaisu.

. JT:<S,R> 81 —= So
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S4 <—— S3
F' = (S R), missd S" = {r1,re} ja R = {(r1,r2), (re,r1)}:
™
T}

Muodostetaan kuvaus f: S — S’

Kuvaus f on p-morfismi, koska

1. f on surjektiivinen (esim. 71 = f(s1) ja ro = f(s2))

2. Vs,t € S : jos sRt péatee, niin f(s)R' f(t) pétee
(Esimerkiksi paria (s1, so) € R vastaa pari (f(s1), f(s2)) = (r1,72),
joka kuuluu relaatioon R’; loput relaation R parit voidaan tar-
kistaa vastaavasti.)

3. Vs € SVt €S :jos f(s)R't patee, niin on olemassa u € S siten,
ettd sRu ja f(u) =t pitee
(Esimerkiksi (r,71) = (f(s4),71) € R/, ja havaitaan, ettd s; € S,
syRsy ja f(s1) = ri; loput tapaukset vastaavasti.)

P-morfismeja koskevan proposition perusteella seuraa, etta
jos FEP, nin F EP

kaikille lauseille P.



