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• � ') , ( + -) % ( < / /  4 0 . + + /) / 0 1) ) ( ( +&) ) % % < <? 69@) , ( < / +) #) +

-&  .) ( + +% %) / 0 1) ) ( + , / + '#  ) % +  ) ; 0) . +  #) % % < < 4 0 . + + /) / 0 1) ) ( + / / +? 7
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b cde fgh h di 2P → P 0 , - <%  ; < (  ! "( #  # # < 〈S,R〉 3 0 # # R 0 , &  j  ( #) ) ;) ,  ,

6 ∀xR(x,x) 0 , % 0 #) & +(  , %   # # + 〈S,R〉 7 8

6 ⇐ 7k /( 0 0 , R&  j  ( #) ) ;) ,  , 8 k /( 0 0 , M = 〈S,R,v〉(  ! "( #   , 〈S,R〉

-  & '# % '; + 4 + / /) 3 + s ∈ S8

l 0 # M ,s ||− 2P 2 M ,s ||− P 2 ( 0 # ( + sRs8 A <%  , M ,s ||− 2P → P8

6 ⇒ 7k /  %  % + + , 2  % % < R  ) 0 /  &  j  ( #) ) ;) ,  , (  ! "( #  # # < 〈S,R〉8 A < / / m) , 0 ,0 /  4 +# # + s0 ∈ S 2 3 0 / /  s0Rs0  ) - < .  8

k /( 0 0 , v(s,P) = true 3 0 # s0Rs4 ' '% 0) , v(s,P) = false8n "%

v(s0,P) = false8

k /( 0 0 , M = 〈S,R,v〉8 A < / / m) , M ,s0 ||− 2P4 '% % + M ,s0 ||6 − P8

o) ) # M ,s0 ||6 − 2P → P 2 3 0%  , 2P → P  ) 0 /  - <%  ; < (  ! "( #  # # < 〈S,R〉8
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p S Y Sq Z \` ^ ] a \V ST U X rts u

v w wg d x fy e wi k /( 0 0 , 〈S,R〉(  ! "# 3 + S0 ⊆ S8 S0> , 1  ,  & 0) 4 + + /) (  ! "# 0 ,(  ! "# 〈S∗,R∗〉 2 4) # # < S∗ 0 , -)  ,) , RB # ' / 3  % % ' S> , + /) 3 0 '( ( 0 2 3 0 ( + #) # < /% < <

S0> , 3 + R∗ 0 , R& + 3 0) %  % % ' , + 3 0 '( 0 / /  S∗ 6 R∗ = {〈s1,s2〉 ∈ R | s1,s2 ∈ S∗} 798

6 S> , + /) 3 0 '( ( 0 H 0 , RB # ' / 3  % % ' 2 3 0 # t ∈ H +) , + ( ' , s ∈ H 3 + sRt 798

z ' 0 4 8 S∗ 0 , ,) ) .  , 4 + +) /4 0 3  , 3 0 '( ( 0 2 3 0% ( +; 0) . + + , # + +; '% % + + S0> #% +

6%& + , #) %) ) ;) #  # %) 798

v w wg d x fy e wi @ + / /) , 〈S,R,v〉 1  ,  & 0) % ' + /) 4 + / /) 0 , 4 + / /) 〈S∗,R∗
,v∗〉 24) # # < 〈S∗,R∗〉 0 , 1  ,  & 0) % ' + /) (  ! "# 3 + v∗ 0 , v& + 3 0) %  % % ' , + S∗> / /  8{ /) (  ! "# 0 , 1  ,  & 0) % ' 2 3 0 # #  0 , 3 0 , ( ' , 4 + +) /4 0 3  , 3 0 '( 0 , 1  ,  & 0) 4 + 8
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s2 s5

s3 s4

s1

| / / < 0 /  ; +# # + (  ! "( #  # # <>

• 3 0 '( 0 , {s2} 1  ,  & 0) 4 + + /) (  ! "# >%) / +% {s2,s3,s4,s5} 3 + ,) ) .  , ; < /) #  % ( + +&  % 8

• 3 0 '( 0 , {s5} 1  ,  & 0) 4 + + /) (  ! "# >%) / +% {s5,s4} 3 + ,) ) .  , ; < /) #  % ( + +&  % 8

• 3 0 '( 0 , {s1,s3} 1  ,  & 0) 4 + + /) (  ! "# >%) / +% {s1,s3,s5,s4} 3 + ,) ) .  , ; < /) #  % ( + +&  % 8
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� g � � � cd xd �i l 0 # M ∗ 0 , M> , 1  ,  & 0) % ' + /) 4 + / /) 2 ,) ) , 3 0 ( +) #  # # + M ∗> ,

4 + +) /4 +# # + s 3 + 3 0 ( +) #  / /  / + '#   / /  P> M ,s ||− P 3 0 # # M ∗
,s ||− P.

b cde fgh h di k /( 0 0 , S = {s, t1, t2} � R = {〈t1, t2〉}8

l 0 '( 0 , {s} 1  ,  & 0) 4 + + /) (  ! "# 0 , S∗ = {s} � R∗ = {}8

∃x∃yR(x,y) 0 , % 0 #) (  ! "( #  # # < 〈S,R〉8
∃x∃yR(x,y) 0 ,  - <% 0 #) (  ! "( #  # # < 〈S∗,R∗〉8

@ '% % + ( +) () / /  / + '#  ) / /  P 3 + 3 0 ( +) #  / /  ; + / ' + +%) 0 / /  v

〈S,R,v〉,s ||− P 3 0 # # 〈S∗,R∗
,v∗〉,s ||− P8

⇒ �) 0 /  / + '#  % % + P#) %  , 2  % % < P 0 , - <%  ; < (  ! "( #  # # < 〈S,R〉 3 0 # # R> / /  

- <%   ∃x∃yR(x,y)8
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: ) #%  ;)  & +# ' ,) 0 ,) > �( 0 -) 0% � (  ! "( #) # % < ,) ) , 2  % %  ) ; <% 4 + +) /4 0 3  , 3 0 '( 0%/  ) ( ( + + 3 + 0%  % + + , ' ,) 0 ,) 4 + +) /4 0) # % + 3 + # + +; '%  % % +; ' '#&  / + +%) 0) # % + 8

� g � � � cd xd �i 	 + '#  P 0 , - <%  ; < ( + ! .  , (  ! "( #  , -) # %  ;)  & + +# # + ' ,) 0 ,) # # +

3 0 # # P 0 , - <%  ; < ( ' 4 4 +# # +() , (  ! "( #  # # < 8

b cde fgh h di k /( 0 0 , S = {s} � R = {〈s,s〉}8�  ! "( #  , 〈S,R〉 -) # %  ;)  & +# ' ,) 0 ,) ) % #  , # < ( + , # # + 〈S,R〉∪̇〈S,R〉$ 〈S′,R′〉4) # # < S′ = {s1,s2} � R′ = {〈s1,s1〉,〈s2,s2〉}8

∀x∀yR(x,y) 0 , % 0 #) (  ! "( #  # # < 〈S,R〉8

∀x∀yR(x,y) 0 ,  - <% 0 #) (  ! "( #  # # < 〈S′,R′〉8@ '% % + ( +) () / /  / + '#  ) / /  P> 〈S,R〉 |= P 3 0 # # 〈S′,R′〉 |= P8

⇒ �) 0 /  / + '#  % % + P#) %  , 2  % % < P 0 , - <%  ; < (  ! "( #  # # < 〈S,R〉 3 0 # # R> / /  

- <%   ∀x∀yR(x,y)8
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 [ Z q � X[ \ rts u

v w wg d x fy e wi � '; + '# f (  ! "( #  /% <

〈S1,R1〉 (  ! "( #  / /  〈S2,R2〉 0 , -CB4 0& = # 4) 3 0 # #

 8 f 0 , ( '; + '# 3 0 '( 0 /% + S1 3 0 '( 0 / /  

S2 # 8  8 3 0 ( +) #  / /  s ∈ S2 0 /  4 +# # +

t ∈ S1 2 3 0 / /  s = f (t)8

� 8 ( +) () / /  s, t ∈ S1 2 3 0 # sR1t 2 ,) ) ,

f (s)R2 f (t) 3 +

� 8 ( +) () / /  s ∈ S1 3 + u ∈ S2 2 3 0 #

f (s)R2u 2 ,) ) , 0 , 0 /  4 +# # + t ∈ S1#) %  , 2  % % < sR1t 3 + f (t) = u8

s

t

f(s)

f(t)

f

<S1,R1> <S2,R2>

D© � � � � � 
EFGH H G F 
F E IJ E 
K E ILH L M �G 
 I N 
F E �OG   
H P 
 IJG KF H KQ IJ K  IJG I

AB

�� � �� �� � � 	 
� � � � �� � �� � �'

&

$

%
R ST U X` SY ��
 [ Z q � X[ \ r s s u

b cde fgh h di k /( 0 0 ,

S1 = {s1,s2} �

R1 = {〈s1,s2〉,〈s2,s1〉} 3 +

S2 = {t} � R2 = {〈t, t〉}8k /( 0 0 , f (s1) = f (s2) = t8

� ' , ( %) 0 f 0 , -CB 4 0& = # 4) 8 s2

f

s1

<S1,R1> <S2,R2>

t
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R S T U X` SY �
 [ Z q � X[ \ r s s s u

� g � � � cd xd �i l 0 # 0 , 0 /  4 +# # + -CB 4 0& = # 4) (  ! "( #  /% < 〈S1,R1〉(  ! "( #  / /  

〈S2,R2〉 2 ,) ) , 3 0 ( +) ,  ,  , #) 4 4 <) #  # # < (  ! "( #  # # < - <%  ; < / + '#  0 , - <%  ; <4 " m # % 0) #  # # + (  ! "( #  # # < 8

b cde fgh h di 6 l +% ( ' ' 7
∀x¬R(x,x) 0 , % 0 #) (  ! "( #  # # < 〈S1,R1〉8

∀x¬R(x,x) 0 ,  - <% 0 #) (  ! "( #  # # < 〈S2,R2〉8

� ') %  , () , 3 0 ( +) #  / /  / + '#   / /  P>

3 0 # P 0 , - <%  ; < (  ! "( #  # # < 〈S1,R1〉 2 ,) ) , P 0 , - <%  ; < (  ! "( #  # # < 〈S2,R2〉8

⇒ �) 0 /  / + '#  % % + P#) %  , 2  % % < P 0 , - <%  ; < (  ! "( #  # # < 〈S,R〉 3 0 # # R> / /  

- <%   ∀x¬R(x,x)8
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� Z Z � \Y S Y X S ^ q ] ] � ^ ^ X rts u

Σ |= P>

• 	 + '#  / 0 1) ) ( ( +

P 0 , % 0 #) 3 0 ( +) #  # # + 4 + / /) # # + 2 3 0 # # + Σ 0 , % 0 #) 8

• @ 0 . + + /) / 0 1) ) ( ( + 6 '#  ) % + 4 + ! . 0 / /) #) +% ' /() , % 0 3 + 7

� � +) () / /  4 + / /  ) / /  - <%   2  % % < P 0 , % 0 #) 3 0 ( +) #  # # + 4 + / /) ,4 + +) /4 +# # + 2 3 0 # # + Σ 0 , % 0 #) 8

� P 0 , - <%  ; < 3 0 ( +) #  # # + 4 + / /) # # + 2 3 0 # # + Σ 0 , - <%  ; < 8

� P 0 , - <%  ; < 3 0 ( +) #  # # + (  ! "( #  # # < 2 3 0 # # + Σ 0 , - <%  ; < 8

•k %  % + + , ( < "% % m m , / 0 0 1) ,  , #  '& + '# 2 3 0 ( + " ! .) # % < < ( +) ( () ( 0 /4  % ' /() , % + +
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v w wg d x fy e wi k /( 0 0 , L 3 0 '( ( 0 (  ! "( #) < 2 Σ 3 + ϒ / + '#  3 0 '( ( 0 3 + 3 + P / + '#  8

	 + '#  P#  '& + + / 0 0 1) #  # %) 1 / 0 5 + + /  ) # % + -&  4) # #  ) # % + Σ 3 + / 0 ( + + /  ) #% +

-&  4) # #  ) #% + ϒ(  ! "# / 0 1) ) ( +# # + L 6 Σ |=L ϒ =⇒ P 7

3 0 # # 3 0 ( +) #  / /  (  ! "( #  / /  〈S,R〉 ∈ L 2 3 0 ( +) #  / /  % < ! < , (  ! "( #   ,

-  & '# % '; + / /  4 + / /) / /  M = 〈S,R,v〉 2 3 0 # # + ( +) ( () Σ> , / + '#   % 0; +% - <%  ;) < 2

3 0 ( +) #  / /  4 + ! . 0 / /) #  / /  4 + +) /4 + / /  s ∈ S 2 3 0 # # + ( +) ( () ϒ> , / + '#   % 0; +%

% 0 #) + 2 M ,s ||− P8

b cde fgh h di k /( 0 0 , L( +) ( ()  , (  ! "#%  , 3 0 '( ( 0 8

l 0 # Σ |=L /0 =⇒ P 2 ,) ) , Σ |=L /0 =⇒ 2P8

{P} |=L /0 =⇒ 2P

@ '% % + /0 6|=L {P} =⇒ 2P8
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v w wg d x fy e wi l 0 # L1 3 + L2 0; +% ( +( #) (  ! "# 3 0 '( ( 0 + 3 + L2 ⊆ L1 2# + , 0 4 4  2  % % < L1 0 , !  ) ( 0 4 -) ( ') , L2 3 + () & 3 0) % + 4 4  L1 ≤ L28

l 0 # L1 0 , !  ) ( 0 4 -) ( ') , L2 2 L1B - <%  ; <% / + '#   % 0; +% L2B - <%  ;) < 8

� f � g f fe �i 6@ 0 , 0% 0 ,) # ' '# 7k /( 0 0 , Σ1 ⊆ Σ2 2 ϒ1 ⊆ ϒ2 3 + L1 ≤ L28A < / / m) , 3 0 # Σ1 |=L1 ϒ1 =⇒ P 2 ,) ) , Σ2 |=L2 ϒ2 =⇒ P8

� f � g f fe �i 6 � 0& ; +% % +; ' '# 7k /( 0 0 , Q 3 + Q′# +4 +% / + '#   % - +) % #) 2  % % <

3 0 # # +) , - +) ( 0) # # + 2 3 0) # # + P 0 , Q> , + /) / + '#  2 P′ 0 , Q′> , + /) / + '#  8 A < / / m) ,

Σ∪{P ↔ P′} |=L /0 =⇒ Q ↔ Q′8

z ' 0 4 � {} 6|=L {P ↔ P′} =⇒ 2P ↔ 2P′8
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	 + '#  / 0 1) ) ( ( +> Σ∪{Q} |= P 3 0 # # Σ |= Q → P8

� f � g f fe �i 6: +) ( + / /) ,  , .  . '( %) 0%  0&   4 + 7

Σ |=L ϒ∪{Q} =⇒ P 3 0 # # Σ |=L ϒ =⇒ Q → P8

v w wg d x fy e wi 	 + '#   / /  P 2 2
0P = P 3 + 2

nP = 2(2n−1P)8

� #) 4 8 2
3P = 222P8

� / 0 5 + + /) .  . '( %) 0%  0&   4 +>

Σ∪{Q} |=L ϒ =⇒ P 3 0 # # 3 0 / /  () , n

Σ |=L ϒ∪{20Q,2
1Q, . . . ,2

nQ} =⇒ P8

6 �) - < .  ( +) () / /  (  ! "# 3 0 '( 0) / /  L8 7
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� f � g f fe �i 6 � / 0 5 + + /) .  . '( %) 0%  0&   4 +� 7l 0 # 2 3 0 / /  () , n 2 Σ |=L ϒ∪{20Q,2
1Q, . . . ,2

nQ} =⇒ P 2 ,) ) ,

Σ∪{Q} |=L ϒ =⇒ P8

� f � g f fe �i 6 � / 0 5 + + /) .  . '( %) 0%  0&   4 +� � 7k /( 0 0 , L 3 0 '( ( 0 (  ! "( #) < 2 3 0 ( + 0 , # ' / 3  % % ' 1  ,  & 0) % ' 3  , + /) (  ! "# %  , 3 +' /%& + -& 0 . '( %)  , # ' ! %   , 8 A < / / m) , 3 0 # Σ∪{Q} |=L ϒ =⇒ P 2 ,) ) ,

Σ |=L ϒ∪{20Q,2
1Q, . . . ,2

nQ} =⇒ P 3 0 / /  () , n8

� f � g f fe �i 6 � 0 4 - +( %) '# 7k /( 0 0 , L 3 0 '( ( 0 (  ! "( #) < 2 3 0 ( + 0 , # ' / 3  % % '' /%& + -& 0 . '( %)  , # ' ! %   , 8l 0 # Σ |=L ϒ =⇒ P 2 ,) ) , 0 , 0 /  4 +# # + < <&  / /) #  % 3 0 '( 0% Σ0 ⊆ Σ 3 + ϒ0 ⊆ ϒ#) %  , 2  % % < Σ0 |=L ϒ0 =⇒ P8

6 � '& # #) / / +  ) ( <#) %  / / < " 0 8 ' /%& + -& 0 . '( %)  ! % 0 + ; + + , + , ,  % + + , 3 +% ( 0 # # + #) 4  & ( (  3 < / 0 1) ) ( 0) # % + 2 3 0) / /  #  - <%   798
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