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1. Olkoon R kaksipaikkainen predikaattisymboli, jonka tulkintana on relaa-
tio R? C A x A (joukko A on struktuurin 4 universumi). Alla on taulukko
lauseista, jotka maarittelevit relaatiolle R? erilaisia ominaisuuksia.

Ominaisuus Maéritelma

refleksiivisyys  VXR(x,X)

irrefleksiivisyys  Vx—R(x, x)

symmetrisyys  VxX¥y(R(X,y) = R(Y, X))
asymmetrisyys  VxXVy(R(x,y) = —R(Y,X))
transitiivisyys  VxYWz(R(x,¥) AR(Y,2) — R(X,2))
sarjallisuus Vx3yR(x,y)

Olkoon universumi A kaikkien ihmisten joukko. Anna esimerkkeja relaa-
tioista R?, (0 ¢ R? ¢ A?), joilla on ylla maériteltyja ominaisuuksia.

Allaolevat kolme graafia pyrkivét selventdaméan eri relaatioiden ominaisuuk-
sia. Tassd solmut ovat struktuurin alkioita, ja solmuja yhdistad kaari, mikali
R(X,y) on tosi, kun x € A,y € A. Loogisia rakenteita havainnollistetaan aina
silloin talloin niitd vastaavien graafien avulla.
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Refleksiivisyys (VXR(x, X)) tarkoittaa sitd, ettd graafin kaikista solmuista
on kaari takaisin itseensd, ja irrefleksiivisyys (Yx—R(x,X)) vastaavasti sitg,
ettd yhdessdkddn solmussa ei ole itseddn osoitavaa kaarta. Graafeista en-
simmadinen on refleksiivinen, toinen irrefleksiivinen ja kolmas ei ole kum-
paakaan.

Symmetrisyys (YXVy(R(x,y) — R(Y, X))) tarkoittaa sité, ettd aina mikaéli sol-
musta x on kaari solmuun y, graafissa on myos kaari y:std x:dan. Asymmet-
riselld (VXvy(R(x,y) — —R(Y,X))) graafilla ei ole yhtddn paluukaarta. Kuvan
graafeista 1. on symmetrinen, 2. asymmetrinen ja 3. ei kumpaakaan.



Transitiivisessa graafissa (YxXvyWz(R(x,y) A R(Y,z) — R(X,2))) pétee, ettd
mikali solmusta x padstdan kaaria seuraamalla (mahdollisesti muiden sol-
mujen kautta) solmuun y, padsee solmusta x myds suoraan solmuun y. Ku-
van graafeista ainoastaan keskimmadinen on transitiivinen.

Graafin sarjallisuus (Vx3yR(X, y)) tarkoittaa sitg, etté kaikista solmuista lahtee
ainakin yksi kaari. Kuvan graafeista ensimmainen ja viimeinen ovat sarjal-
lisia.

Ominaisuuksien ihmisten joukossa tapahtuvaa tarkastelua varten maéaritellaan
seuraavat relaatiot: T (x,y) (X tuntee y:n), N(X,y) (X on naimisissa y:n kans-
sa), V(x,y) (y on x:n vanhempi) ja E(X,y) (y on x:n esi-isd). Nama relaatiot
toteuttavat ominaisuuksia seuraavan taulukon mukaisesti.

Relaatio refl. | irrefl. | symm. | asymm. | trans. | sarj.
tuttu * * *
aviopuoliso * *

vanhempi

esi-isd * * *

Koska ihminen tuntee itsensd, ja tutut tuntevat toisensa, on T(X,y) reflek-
siivinen, symmetrinen ja sarjallinen. Aviopuolisot ovat naimisissa toistensa
kanssa, eikéd kukaan voi olla naimisissa itsensd kanssa, joten N(x,y) on ir-
refleksiivinen ja symmetrinen. Vanhemmuus on irrefleksiivinen, asymmetri-
nen (kukaan ei voi olla oma isovanhempansa) ja sarjallinen (kaikilla on van-
hemmat). Esi-isé —relaatio on kuten vanhemmuus, mutta sen lisdksi myos
transitiivinen, koska jos Kalle on Pekan esi-isd, ja Pekka Juhan, niin Kalle
on myos Juhan esi-isé.

. Osoita, ettd seuraavat lauseet eivat ole patevida konstruoimalla struktuuri,
jossa lause on epétosi (vastamalli).

a) VxayP(x,y) — IYWxP(x,y)
b) IX(P(x) vV Q(x)) — IxP(X) A IxQ(X)
c) ~X(P(x) = R(x)) V=Vx(P(X) = —R(X))

Ratk.

a) Olkoon 4 ={1,2} jaP?={(1,1),(2,2)}. Nyt ¥x3yP(x,y) patee (kum-
mallekin alkiolle 1. positiossa ldytyy vastine). Toisaalta IyvVxP(x,y) ei
pade koska ei ole predikaatin tulkinnassa ei ole sellaista alkiota 2. po-
sitiossa, jolle 16ytyisi parit siten, ettd molemmat alkiot esiintyisivat 1.
positiossa. Ndin ollen implikaatio on epatosi.



b) Olkoon 4 = {1} ja P? = {1},Q" = 0. Nyt implikaation vasen puoli
on tosi ja oikea epétosi ja struktuuri ndin vastaesimerkKi.

c) Lauseessa pitdisi saada disjunktio epédtodeksi. Tamd edellyttds, ettd

molemmat argumentit ovat epétosia. Koska niiden edessé on negaatio,
pitaa siis molemmilla puolilla negaatioiden sisélld oleva osuus olla to-
Si.
Olkoon 4 = {1} ja P = 0,R™ = {1}. Nyt ¥x(P(x) — R(X)) on to-
si, koska sen vasen puoli on epétosi. Samalla argumentilla Vx(P(x) —
—R(x)) on tosi. N&iden vaatimusten voidaan ajatella kuvaavan osajouk-
korelaatiota. Ensiméisessa tapauksessa P:n tulkinnan tulisi olla R:n
tulkinnan osajoukko ja toisessa R:n tulkinnan komplementin osajouk-
ko. Ainoa joukko, joka molemmat vaatimukset tayttdd on tyhja jouk-
ko, joka siis on asetettu P:n tulkinnaksi.

3. Muunna seuraavat lauseet konjunktiiviseen normaalimuotoon ja suorita sko-
lemointi.

a) VY(IXP(xy) = VZQ(Y, 2)) A Fy(VXR(X,Y) VVXQ(X,Y)).

b) IXVYR(X,Yy) <> VyIXP(X,y).

c) VxayQ(x,y) V (IXVyP(x,y) A =IxIyP(X,Y)).

d) —(Vx3yP(x,y) — IAYR(X,y)) AVX=IyQ(X,Y).
Ratk.
Muunnettaessa predikaattilogiikan lauseita normaalimuotoihin, tuli noudat-
taa seuraavaa algoritmia:

— Poistetaan konnektiivit — ja <.

— Negaatiot sisddn kvanttorit ulos.

— Distribuutiosddnnoilla haluttu lopullinen muoto (KNM tai DNM).

a)

VY(EXP(x,y) = VZQ(Y, 2)) A Fy(VXR(X,Y) VVXQ(X,Y))
=Vy(=3xP(x,y) VVZQ(Y, 2)) A JY(VXR(X,Y) V VXQ(X,Y))
=Vy(Vx=P(x,y) VVZQ(Y, 2)) A JY(VXR(X,Y) V VXQ(X,))
=3y1(VY(Vx=P(x,y) VVZQ(Y, 2)) A (VXR(X,y1) V VXQ(X, 1))
=3y1Vy2 ((VX=P(X, y2) VVZQ(Y2,2)) A (VXR(X, Y1) V VXQ(X, y1)))
=31 VYo VX1 VXV2VX3((—P (X1, Y2) V Q(Y2,2)) A (R(X2,y1) V Q(X3,Y1)))



Nyt havaitaan, ettd kvanttoreita sisédltdmé&ton osa on KNM:n edellyttdmaa
muotoa. Skolemoinnissa uloimmat eksistenssikvanttorit korvataan va-
kioilla, ja universaalikvanttoreiden sisélld olevat Skolem-funktioilla.
Tdssd saadaan seuraava lause:

VY2Vx1 VXV 2V xa((—P (%1, ¥2) V Q(Y2, 2)) A (R(%2, €) V Q(x3, €)))

VxayQ(x,Y) V (IXVYP(X,y) A —=Ix3yP(X,Y))
Vx3AyQ(x,y) V (IXVYP(X,y) A VXVY—P(X,Y))

=VxAyQ(x,Y) V Ix1 Vy1VxoVy2 (P(x1,y1) A =P(X2,¥2))
=31 VxaY3Vy1 VX VY2 (Q(X3,¥3) V (P(X1, Y1) A —P(X2,¥2)))

Lause on nyt nk. Prenex-normaalimuodossa, josta voidaan jatkaa kon-
junktiiviviseen normaalimuotoon.

Tx1VX33Y3Vy1VXVy2((Q(X3,Y3) V P(X1, ¥1)) A (Q(X3, ¥3) V-P(X2,¥2)))

Skolemoinnissa x; korvataan vakiolla ja ys lausutaan x3:n funktiona.

VxaVy1VxaWy2((Q(xs, f(xs)) VP(C,y1)) A (Q(Xs, f(X3)) V=P (X2, y2)))

4. Johda muista kvanttorisddnngistd saannot, joilla kvanttorit VX ja 9x tuoda
allaolevista lausemuodoista ulos, s.e. sulkujen sisélle jadva alikaava sailyy
muodoltaan implikaationa.

a) QY (Wxe(x) — W
b) QY (Ix(x) —

c) QY (@— Vxy(x)
d) QY (¢— 3IxP(x)

Ratk.
Tehtavassad sovelletaan jo aikaisemmin tutuksi kdyneitd normaalimuotosaantoja.

N N N /S

)
)
)
)



(Vxp(x) — )
(=VXp(x) V )
(Fx=0(x) V )
X1 (—@(x1) V )
x1(P(Xx1) = W)
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QY (@ — Vx(x))
=QY (—oV Vxy(x))
=QY Vx1(=@V Y(x1))
=QY VX1 (=9 — W(x1))

Saannonmukaisuutena voidaan havaita, ettd mikéli kvantifiointi on impli-
kaation vasemmalla puolella, muuttuu kvanttori. Oikealla puolella se sdilyy.

5. Muunna seuraavat lauseet klausuulimuotoon:

a) —3IxX((P(x) = P(a)) A (P(x) = P(b))),
b) VyaxP(x,y),

c) —VyaxG(x,y) ja

d) Ixvy3z(P(x,2) VP(z,y) — G(X,Y)).

Ratk.

a) Lause —3x((P(x) — P(a)) A (P(x) — P(b))):
Eliminoidaan implikaatiot: —3x((—P(x) vV P(a)) A (—=P(x) vV P(b)))
Viedaan — kvanttorin 3x sisdan:
Vx=((=P(x) V P(a)) A (=P(x) V P(b)))
Vied&an negaatiot lausekkeiden sisaan:
YX((P(X) A—P(a)) V (P(x) A—P(b)))
Tuodaan P(x) ulos: VX(P(x) A (—P(a) vV =P(b)))
Jatetddn universaalikavanttorit pois: P(x) A (—=P(a) vV —=P(b))
Muodostetaan klausuuliesitys: {{P(x)}, {—P(a), -P(b)}}
b) Lause Yy3axP(x,y):
Skolemointi: YyP(f(y),y)
Jatetddn universaalikavanttorit pois: P(f(y),y)
Muodostetaan klausuuliesitys: {{P(f(y),y)}}



c)

d)

Lause —Vy3axG(x,y):

Viedaan — kvanttorin Vy sisaan: Jy—-3xG(x,y)
Viedadn — kvanttorin 3x sisédn: Iyvx—G(X,y)
Skolemointi: Yx—G(x, c)

Jatetddn universaalikavanttorit pois: =G(x,c)
Muodostetaan klausuuliesitys: {{—G(x,c)}}

Lause IxXvy3z(P(x,2) V P(zy) — G(x,Y)):
Eliminoidaan implikaatio: Ixvy3z(—(P(x,2) V P(zy)) vV G(X,Y))
Vied&an negaatiot lausekkeen sisdan:
Axvy3z((—P(x,2) A=P(zy)) vV G(X,Y))
Viedddn G(x,y) lausekkeen sisdan:

Ixvy3z((=P(x,2) vV G(x,Y)) A (-P(z y) V G(x.Y)))
Skolemointi: Yy3z((—=P(c,z) V G(c,y)) A (—P(z,y) V G(c,y)))
Skolemointi: Yy((=P(c, f(y)) V G(c,y)) A (=P(f(y),y) VG(c,y)))
Jatetddn universaalikvanttorit pois:

(=P(c, £(y)) vV G(c,y)) A (=P(F(y),y) v G(c,y))
Muodostetaan klausuuliesitys:

{{=P(c. f(y)), G(e.y)}, {=P(f(y),y), G(c,y)}}



