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Logiikka tietotekniikassa: perusteet

Laskuharjoitus 10 (opetusmoniste, kappaleet 5.1 - 5.4)
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1. Suunnattugraafi koostuu joukosta solmuja ja solmujealisisé suunna-
tuistakaarista. Oletetaan, atsolmut on esitetty vakiosymbolig@, b, ...}
avulla ja kaaret kaksipaikkaisen predikadtifx,y) = “solmustax on kaari
solmuuny* avulla.

1. Méaarittele predikaatiR,(x,y) = “solmustax on kaarien suuntainen
reitti solmuuny siten, eth reitilla onn kappaletta kaaria”, kun saa
arvot0,1,2,... k. Kuvaa allaoleva graafidyttaen predikaatti&.
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2. Osoita semanttisella taululla, &taatimastasi kuvauksesta aedredi-
kaattienR; ja R3 maaritelmist seuraa loogisesti

IX(R2(X,X) AR3(X,C)).
Ratk.

a) Maaritelldan predikaatif,(X,y) seuraavasti:

VXRo(X, X)
VXVWZ(RO(Xv y) A K(y’ Z) - R]_(X, Z))
IXvYvZ(R1(x,Y) AK(Y,2) — Ra(%,2))

VXAWZ(R1(%Y) AK (¥,2) — Re(x,2)

Saanrot siis tarkoittavat, eft kaikista solmuista on nollan askeleen
mittainen reitti itseerés, ja mikali solmustax onk — 1:n askeleen mit-
tainen reitti solmuury ja solmustay on kaari solmuurz, voidaan ky-
seinen kaari liitha reitin jatkoksi ja saadin askeleen reitti solmusta
X solmuunz.

Graafi:



voidaan esitia kaarirelaation avulla seuraavasti:

K(a,b)
K(b,a)
K(b,c)

b) Ennen taulutodistuksen laadintaa kannattaa rajettita kysely tar-
koittaa, ja tekerélla todistuksen sen pohjalta. Kyselgsg&itetan, eth
on olemassa solmu, jostahtee kahden askeleen mittainen silmukka
takaisin itseeri ja josta pasee kolmella askeleella solmuaonTar-
kastelemalla graafia huomataanaetbImub tayttéa taman ehdon. To-
distus etenee siten seuraavasti:

1. Todistetaan, eitsolmustd on yhden askeleen pituinen reitti sol-
muuna.

2. Todistetaan, eitsolmustd on kahden askeleen pituinen reitti ta-
kaisin itseena.

3. Todistetaan, it solmusteb on kolmen askeleen pituinen reitti
solmuunc.

Mikali tata strategiaa ei noudata, todistuksesta voi tulla huomattavan
hankala.



1. T(VXRo(X, X))
2. T(Vxvyvz(Ro(x,y) AK(Y,2) — Ri(x,2)))
3. T (V2R (x,y) AK(y.2) — Re(x,2))
4. T (VXAYVZ(Ry(x,y) AK(Y,2) — Ra(x,2)))
5. T(K(ab))
6. T(K(b,a))
7.T(K(b,c))
8. E(Ix(Ra(x, X) A Rs(X,C)))
9. E(Ry(b,b) ARs(b,c)), 8. x/b
10. T (Ro(b,b) AK (b,a) — Ry(b,a)), 2. x/b,y/b,z/a
11 E(Ro(b,b) AK(b,a)), 10. 11 T(Ry(b,a)), 10.
12 E(Ro(b,b)), 11 12 E(K(b,a)), 11.

®

13 T(Ro(b, b)), 1.
®

Tarkastellaan asemointisyésalipuuta solmusta 11 erikseen.



E(Rs(b,c)), 9.
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Koko taulu saatiin ristiriitaikseksi ja looginen seuraavudigmn 0soi-
tettua.

2. Esitetan birgaripuut kaksipaikkaisen funktiosymbok{sisasolmut) ja yk-
sipaikkaisen funktiosymbolih (lehtisolmut) avulla. Min oheisen kuvan
ylempi puu saa termiesityksexs(I(c),l(a)),l(b)).



a) Tarkoittakoon predikaatti PK(x,y), et

bindaripuu x on bindaripuun y peilikuva.
Maarittele predikaattiPK predikaattilogiikan
b lausein siten, et pystyt @éattelensan, ovatko
C a mitka tahansa kaksi ydl annetun esitystavan
mukaista bidaripuuta toistensa peilikuvia.
b b) Osoita semanttisella taululla, @ttylempi
a C bindaripuu on alemman b#aripuun peilikuva.
Ratk.

Maaritellaan predikaattPK seuraavasti:
VXPK(I1(x),1(x))
YXYYWWW(PK(X, V) A PK(y,w) — PK(S(X,Y),S(W,V)))
Siis:
— lehtisolmut ovat itser@speilikuvia

— sisasolmuts(x, y) kasitelban siten, et ensin muodostetaan alipuiden
jay peilikuvat ja sitten Ama liitetaan yhteen kanteiseengrjestykseen
S(W, V).

Todistetaan ailla lauseilla, e#:
PK(s(s(l(c),I(a)),!(b)),s(l(b),s(I(a),1(c))))

Havaitaan, e#t puusta (seuraavalla sivulle) tulee ristiriitainen, joten esitetty
lause orPK:n maaritelman looginen seuraus.
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3. Kvanttorillad!x tarkoitetaan, eét“on olemassa vain yksi. V aittama 3! x@(x)
voidaan ilmaista predikaattilogiikan lauseella

(3x@(x)) A (XY (@(X) A Qly) — X =Y)).

Formalisoi seuraavat lauseet predikaattilogiikalla:

On vain yksi kuuraparta.

Kaikki joulupukit ovat kuurapartoja.
Kaikki kuuraparrat ovat joulupukkeja.
On vain yksi joulupukki.

PwnpRE

Osoita semanttisella taululla, &@fuse 4 on lauseiden 1-3 looginen seuraus.

Ratk.
Tarkoittakoon predikaat (x), ettax on kuuraparta ja predikaatix), et&
x on joulupukki. Nais& lahbkohdista lauseet voidaan formalisoida seuraa-
vasti:
— IXK(X) AVXVY(K(X) AK(Y) — X=Y)
— YX(J(x) — K(x))
—J(x))

— VX(K(x) (x

Kysely on luonnollisesti muotoa:

IxI(X) AVXIY(I(X) AI(Y) — X =)

Todistus semanttisella taululla on seuraava:



1. T(3IxK(x) AVXYY(K(X) AK(Y) = Xx=Y))

2. T(Yx(JI(x) — K(x)))

3. T(Wx(K(x) — J(x)))
4. E(IxI(X) AVXVY(I(X) A(Y) — X=1Y))

5. T(3IxK(x)), 1.
6. T(VXvy(K(x) AK(Y) = x=Y))

7. E(3xJ(x)) 7. E(vxvy(J(x) AJ(y) — x=Y))
T(K(a), 5.x/a 8. E(W(I(b)AJ(y) = b=Y)), 7. x/b
E(J(a)), 7. x/a 9. E(J(b)AJ(c) —b=c), 8.y/c

10. T(K(a) — J(a)),3. 10. T(3(b) A J(c))

11 Eé@K a) 11 T@%J( a)) 11. E(b=c)
12 T(J(b))
13, T(J(c))

14. T(K(b) AK(c) - b=¢), 6. x/b,y/c
15. E(K(b) AK(c)) 15. T%):c)
16. E(K(b)) 16. E(K(c)
17. T(J(b) — K(b)),2. x/b 17. T(J(c) — K(c)),3. x/c
18. E@(@J(b)) 18. TéK(b)) 18. EéJ(c)) 18. TéK(c))



