T-79.144 Syksy 2002
Logiikka tietotekniikassa: perusteet

Laskuharjoitus 7 (opetusmoniste, osa 1, kappale 8 ja osa 2,
kappale 1)

30 — 31.10.2002

1. Ilmaise seuraavat lauseet predikaattilogiikalla:

a) Jokin porteista on viallinen.

b) Tim4 algoritmi on kaikista nopein.

¢) Kaikilla kurssin osanottajilla on tydasema kiytossiin.
)

d) Vain yksi prosesseista voi kirjoittaa kuhunkin tiedostoon kerral-

laan.

Mitd muotoa lauseet ovat? Piirrd a)- ja ¢)-kohtia vastaavat syntaksi-
puut.

Ratk.

Ratkaisussa on kiytetty useaan otteeseen rajoitettuja universaali- ja
eksistentiaalikvanttoreita. Jos halutaan ilmaista, ettd jokin ominaisuus
¢(x) pitee kaikille predikaatin P(z) toteuttaville alkioille z, kirjoite-
taan Vz(P(z) — ¢(z)). Se, ettd ominaisuus ¢(z) pitee jollekin pre-
dikaatin P(z) toteuttavalle alkiolle z, ilmaistaan lauseella Jz(P(z) A
¢(x)). Tehtdvissd predikaatti P(z) ilmaisee usein alkion tyyppié (esim.
x on portti).

a) Jz(P(z) A V(z)), kun
P(z) = z on portti.
V(z) = z on viallinen.

b) A(a) A (Vz(A(z) A ~(z = a) = N(a,z)), kun
a = ko. algoritmi.
A(z) = z on algoritmi.
N(z,y) = x on y:t4 nopeampi.
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¢) Va(K(z) = 3y(T(y) A R(z,y))), kun
K(z) = z osallistuu kurssille.
T(z) = z on tydasema.
R(z,y) = = kilyttad y:té.
d) Vz(T(z) = VyVz(P(y) A P(z) AN K(y,z) NK(z,1) = y = 2)), kun
P(z) = z on prosessi.
T(z) = z on tiedosto.
K(z,y) = x kirjoittaa y:hyn.

Esitetyt ratkaisut eivit ole ainoita mahdollisia. Valinnan varaa on pre-
dikaatti-, funktio- ja vakiosymbolien méarittelyssi ja lauseiden raken-
teessa.

. Poista tarpeettomat sulut, ilman etta lauseen merkitys muuttuu.

a) (Vy((Fz(P(z) A Q(2))) = L(x)))
b) ((Gz(By(P(z,y) v Q(y, x)))) ¢ (Vz(=K(f(2)))))
¢) (Va(vy(AA B)))

Ratk.

Sulkujen poistamisessa kidytettiin periaatetta, ettd uloimmat sulut voi
jattad pois ja lisdksi, mikéli sulkujen sisélld oleva operaatio on prese-
denssiltdan ulkopuolella olevaa vahvempi, sulut voidaan poistaa.

2) Vy((Gz(P(2) A Q(2))) > L(x))
Téssd kaava on esitetty ilman uloimpia sulkuja. Tarkasteltaessa
nyt uloimpia sulkuja, niin sisélld oleva operaatio on implikaatio
ja ulkopuolella universaalinen kvantifiointi. Kvantifiointi on vah-
vempi, sulkuja ei voi poistaa. Tarkastellaan seuraavaksi sulkuja



eksistenttikvanttorin ympérilld. Sisélla siis em. kvantifionti ja ul-
kopuolella implikaatio. Sulut voi poistaa ja kaava saa muodon
Vy(Jz(P(z) A Q(z)) — L(z)). Jéljelld on vield sulut konjunktion
ympiérilld. Ulkopuolella oleva kvantifiointi on vahvempi, sulkuja ei
voi poistaa.

b) FaTy(P(z,y) v Qy, 2)) ¢ Yo (=K (f(2)))
¢) VazVy(A A B)

3. Olkoon predikaattilogiikan kielessé vakiosymboli ¢, 1-paikkainen funk-

tiosymboli f ja 2-paikkainen funktiosymboli g. Millaisia muuttujatto-
mia termeji niistd voidaan muodostaa.

Ratk.

Kayttamillid ainoastaan elementtejid ¢ ja f, voidaan muodostaa seu-
raava joukko termeji: {c, f(c), f2(c), f3(c),...}. Edelleen termeji voi-
daan laatia kdyttamélla hyvéksi funktiota g. Sen argumenteiksi voi-
daan valita miké tahansa pari edellisistd, esim. saadaan termit g(c, c)
ja g(f3(c), f1%(c)). Luonnollisesti sekd g:n ettd fm argumenteiksi voi-
daan edelleen valita mitka tahansa niin saaduista termeista. N&in syn-
tyy esim. f(g(f%(c), f**(c))) ja g(g(c, f(c)), f¥(c)). Funktioiden sisen-
nystd voi néin jatkaa mielivaltaisen monta askelta.

. Luennoilla annettiin menettely bin#déripuiden esittimiseksi funktiosym-
bolien avulla. Yleistd konstruktio mielivaltaisille puille kdyttamalla kor-
keintaan 3 vakio- ja funktiosymbolia.

Ratk.

Yleistys tapahtuu kayttamalla hyvaksi seka listojen ettd puiden notaa-
tiota. Periaate on, ettd mielivaltainen puu esitetdin sisdkkéisind listoi-
na, jotka kertovat kunkin solmun lapset. Olkoon tehtévissd esitetyt 3
vakio- ja funktiosymbolia e, tyhji lista, ¢ € F,, 1. argumentti listan en-
simmainen alkio ja 2. loput listasta, ja | € Fi, lehtisolmu. Tarkastellaan
seuraavia puita:

a/.\b a /.\d\o
b/ \f

Naista ensimmainen esitetdén annetulla notaatiolla muodossa /(a), toi-
nen c(c(l(a), c(l(b),e))) ja kolmas saa muodon

c(c(l(a), ), c(l(d), e), c(l(b), c(U(f), €)))-

5. Osoita, ettd jos Vz¢(z) on lause ja ¢ on muuttujaton termi, niin ¢(¢)

on lause.

Ratk.

Opetusmonisteessa todetaan, etti “kaava on lause, jos siini ei ole va-
paita muuttujaesiintymis”. Tehtdvinannossa todetaan, ettd Vzeo(z) on
lause. ¢(t) tarkoittaa kaavaa, jossa jokainen z:n esiintyméi on korvattu
termilla ¢. TAmé& operaatio voidaan tehdi, mikéili termin ¢ sisdltama
muuttuja ei syntyneessi kaavassa joudu minkaédn kvanttorin sitomaksi
(tehtdviin kaava ¢(z) siis voi sisdltdd muita kvanttoreita). Koska ¢ on
muuttujaton, ei vaaraa ole.

Edelleen ¢(t) ei olisi lause, mikili ¢ siséltdisi vapaita muuttujaesiin-
tymid. Jélleen £:n muuttujattomuus poistaa timéin mahdollisuuden ja
¢(t) on myds lause.

. Olkoon universumina N> = {{z,y)|z € N,y € N}. Valitse vakiosymbo-

lille ¢ ja funktiosymbolille f € F; tulkinnat siten, ettd koko universumi
tulee nimetyksi.

Ratk.
Muodostetut lukuparit voi asettaa kaksiulotteiseen taulukkoon vaikka-
pa seuraavasti:

0,00 (0,1) (0,2) (0,3) ---
(1,0) (1,1) (1,2) (1,3) ---
(2,00 (2,1) (2,2) (2,3) ---

Tehtéiviin idea on sama kuin todistettaessa sité, ettd kahden luonnolli-
sen luvun pareja on yhtéi monta kuin luonnollisia lukuja (joukot siis ovat
yhtd mahtavat). Todistuksessa laaditaan bijektiivinen kuvaus luonnol-
lisilta luvuilta lukupareille. Kuvauksessa f(0) = (0,0) ja muilla arvoil-
la se etenee aina taulukon diagonaaleja pitkin. Esim. f(1) = (0,1),
f(2) = (1,0) jne. Mikili kuvaus etenisi rivejd tai sarakkeita pitkin, ei
joukkojen yhtdsuuruutta saataisi osoitettua, koska rivit (sarakkeet) jat-
kuvat ddrettomiin. Mielivaltainen diagonaali puolestaan on &érellinen.

Sovelluttuna logiikkaan, universumi saadaan peitettya, mikéli vakion ¢
tulkinta on ¥ = (0,0}, ja funktio laaditaan em. siéntdjen pohjalta,
siis:



fle) = (0,1) f(f(e)) = (1,0)
flo = 02 fi) = {

Funktion lausekkeen voi esittds muodossa:

N (z,y) = (@)
' =g(@)(y+1)+ (1 —g(2)(z-1)
Yy =(010-g@)(y+1)

Tassd g(z) on nk. pulssifunktio:

1, j =0
oo) = { jos

0, muutoin

. Graafi muodostuu solmujen joukosta S ja solmujen vilisten kaarien
K C Sx S joukosta. Graafin solmuja s ja s’ sanotaan vierekkiisiksi, jos
niité yhdisté4 kaari ((s, s") € K). Olkoon C jokin vérien joukko. Graa-
fin wvaritysongelmassa on tarkoituksena loytdd graafin solmuille varit
joukosta C siten, etti kaikilla vierekkaisilld solmuilla on eri vérit.

a) Médrittele graafin viritysongelman ratkaisu predikaattilogiikan
avulla.

b) Anna edellisen kohdan lausejoukolle malli ja

¢) struktuuri, jossa se ei toteudu.
Ratk.

a) Graafista meitd kiinnostavat erityisesti kaaret, joiden esittdmisti
varten mééritelldin predikaatti K (x, y) (graafissa on kaari solmus-
ta z solmuun y). Virien esittdmiseen on useita mahdollisuuksia.
(i) Yksi mahdollisuus on kiinnittdi virien joukko ja esittdd virit
predikaatein. Jos joukossa C on virejd n kpl méiritelliin predi-
kaatit Ci(z), ..., Cyp(n). Predikaatti C;(x) tarkoittaa, etti solmu
on viriltddn C;. Ongelman madrittelyssd vaaditaan, ettd jokaisella
solmulla on yksikisitteinen viiri ja etté jos solmujen viililli on kaa-
ri, solmut ovat eriviriset. Ensimmaéisesté vaatimuksesta saadaan
lauseet

Va:(C,(a:) L ad _'01(93) A+ Am ifl(w) AN=Cip1t Ao A —Cn(x))

Nl

indeksin 7 arvoilla 1,...,n (huomaa, ettd —=C;(z) ei esiinny ekvi-
valenssin oikean puolen konjuktiossa). Toinen vaatimus esitetdén
jokaisen predikaatin C;(z) osalta erikseen:

VaVy (K (z,y) — (Ci(z) = ~Ci(y))).

(ii) Toinen mahdollisuus on jittda virien méadrittely avoimeksi ja
ottaa kiyttoon predikaatti V(z,y) (solmun z véri on y). Solmun
varin yksikésitteisyys voidaan ilmaista lauseella

VaVyVz(V(z, y) ANV (z,2) = y = 2).

Siis, jos solmulla = on virit y ja z, ndméa ovat itseasiassa sama
viiri (yhtdsuuruus predikaatti = on tosi rakenteessa A, jos ja vain
jos predikaatin argumenttien tulkinnat ovat samat rakenteessa A).
Vierekkiisten solmujen erivirisyys saadaan puettua lauseeksi

VaVyVz(K (z,y) = (V(z,2) = =V (y, 2)).

Eli, jos graafissa on kaari solmusta z solmuun y ja solmu z on
variltddn z, solmu y ei ole vériltdéin z.

(iii) Kolmantena mahdollisuutena on esittda véri funktiosymbolin
v avulla. Termi v(z) tarkoittaa solmun z virid. Tassé tapauksessa
virin yksikésitteisyyttd ei tarvitse erikseen médritelld (funktion
arvo on aina yksikésitteinen). Erivirisyydelle saadaan lause

VaVy (K (z,y) = —(v(z) = v(y))).

Annetaan malli kohdan (i) lauseille tapauksessa n = 2. Mééritel-
lddn rakenne A, jonka universumina on A = {a;,as} (kaksi sol-
mua). Predikaatin K tulkinta on K* = {{a,, ay), (ag,a,)} (graa-
fissa on kaaret solmusta a; solmuun a ja solmusta as solmuun ay).
Predikaattien C; ja Cy tulkinnat ovat Ci' = {a,} ja Cs' = {as}
(toinen solmuista on siis virid C) ja toinen vérid Cy). Lisiksi jou-
dumme olettamaan, ettd kieleen sisdltyy vakiosymbolit s; ja sg,
joiden tulkintoina rakenteessa A ovat a; ja as. Tdmé johtuu raken-
teen médritelmisti, jossa edellytetiin etté kaikille universumin A
alkioille a on olemassa muuttujaton termi, siten ettd t* = a (jo-
kainen universumin alkio on téten esitettivissa jollain termilla eli
“nimettavissd”).

Tarkistetaan nyt totuusmairitelmén avulla, ettd lauseet

Vz(Cy(z) +» —Cq(x))



VaVy(K (z,y) — (Ci(z) = ~Ci(y))
ja
VaVy (K (z,y) = (Ca(z) = —Ca(y))

toteutuvat rakenteessa A (eli A on lauseiden malli). Huomaa ettd
lauseista ensimméinen on ekvivalentti lauseen

Va(Cy(z) 4 O (z))

kanas joka my6s kuuluu lausejoukkoon tapauksessa n = 2. Koska
$1 ja so ovat ainoat termit,

A EVz(Cy(z) <> =Cy(x))
jos ja vain jos
AE (Ci(s1) & =Ca(s1))  Ja A (Ci(s2) > Ca(s2))
Koska st € Cf,
.A 'Z Cl(Sl)

ja koska st ¢ C3t,
A Co(s1)
Siis
A (Ci(s1) & =Ca(s1))

Vastaavasti osoitetaan, ettd A = (C)(sq2) > 7Cs(s3)), joten A =
Vz(Ci(z) +» =Cs(z)) seuraa.

Vastaavasti
A | VaVy (K (z,y) = (Ci(z) = =Ci(y))

jos ja vain jos lauseet

K(Sl, 81) — (01(51) — ﬁcl(Sl)),
K(Sl, 82) — (01(81) — _|Cl(82)),
K(SQ,Sl) — (01(82) — _|Cl(51)) ja
K(SQ, 82) — (01(82) — _|Cl(82))

ovat tosia rakenteessa A. Koska parit (s{!,s7') ja (s, s3!) eiviit
kuulu tulkintaan K, atomiset lauseet K (s1,s;) ja K(sz, s3) ovat
epitosia rakenteessa A, joten implikaation totuusmééritelmén pe-
rusteella edelld annetuista neljdstd lauseesta ensimmaéinen ja vii-
meinen ovat tosia rakentessa A. Koska pari (sf!, s3') kuuluu tul-

kintaan K*, A |= K(s1, s9) ja lauseista toinen on tosi rakenteessa

A, jos ja vain jos A |= C1(s1) = =C(s9). Tamé pitdé paikkang
silld st € Cf ja s5t ¢ Cf, joten A = Ci(s1) ja A | —C(s2).
Myos kolmas lause toteutuu. Erona edelliseen on, ettd implikaatio
C1(s2) = —C1(s1) on tosi rakenteessa A, koska A = Ci(sq). Siis
A on malli lauseelle VzVy(K (z,y) — (Ci(z) = =Ci(y)).
Symmetriasyistd A on myds lauseen VaVy(K (z,y) — (Ca(z) —
—C5(y)) malli. Olemme siis osoittaneet, ettd .4 on lausejoukon
malli. Sama rakenne on malli myGs tapaukses jossa vireji on

useampia kuin kaksi.
Malleista tulee monimutkaisempia, jos solmujen véritys esitetdin
vaihtoehtojen (ii) ja (iii) mukaisesti.

¢) Madritellaan rakenne A tapauksessa n = 2, jossa lausejoukko ei
toteudu. Valitaan universumiksi A = {a} (yksi solmu) ja predi-
kaatin K tulkinnaksi esim. K* = {(a, a)}. Olkoon s vakiosymboli,
jonka tulkintana on a. Nyt

Vz(Ci(z) < —~Cy(x)
ei toteudu rakenteessa A, jos
A V= C1(s) < =Cy(s)
Valitaan siis véaripredikaattien tulkinnat siten, etta
A Ci(s) ja A = Cy(s)

asettamalla

Cft = 03! = {a}

Téll6in A ei voi olla lausejoukon malli.

T-79.144 Syksy 2002
Logiikka tietotekniikassa: perusteet

Laskuharjoitus 8 (opetusmoniste, kappaleet 2.1 - 3.2)

6 — 9.11.2002

1. Olkoon R kaksipaikkainen predikaattisymboli, jonka tulkintana on re-
laatio R* C A x A (joukko A on struktuurin A universumi). Alla on
taulukko lauseista, jotka madrittelevit relaatiolle R* erilaisia ominai-
suuksia.



Ominaisuus Maaritelmé

refleksiivisyys ~ VzR(z, z)

irrefleksiivisyys Vz-R(z, 1)

symmetrisyys  VaVy(R(z,y) — R(y,z))
asymmetrisyys VaVy(R(z,y) — —R(y,z))
transitiivisyys ~ VaVyVz(R(z,y) A R(y, z) = R(z, 2))
sarjallisuus VzIyR(z,y)

Olkoon universumi A kaikkien ihmisten joukko. Anna esimerkkeji re-
laatioista R4, () C R* C A?), joilla on ylli méiriteltyji ominaisuuksia.

Allaolevat kolme graafia pyrkivét selventdméén eri relaatioiden omi-
naisuuksia. Téssd solmut ovat struktuurin alkioita, ja solmuja yhdistda
kaari, mikili R(z,y) on tosi, kun z € A,y € A. Loogisia rakenteita
havainnollistetaan aina silloin talléin niitd vastaavien graafien avulla.

¥ 0
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Refleksiivisyys (VzR(z, z)) tarkoittaa siti, etti graafin kaikista solmuis-
ta on kaari takaisin itseensd, ja irrefleksiivisyys (Vz—R(z,)) vastaa-
vasti sitd, ettd yhdessdkddn solmussa ei ole itseddn osoitavaa kaarta.
Graafeista ensimmaéinen on refleksiivinen, toinen irrefleksiivinen ja kol-
mas ei ole kumpaakaan.

Symmetrisyys (VaVy(R(z,y) — R(y,z))) tarkoittaa sitd, etti aina
mikéli solmusta z on kaari solmuun y, graafissa on myos kaari y:sta
x:84n. Asymmetriselld (VaVy(R(z,y) — —R(y,z))) graafilla ei ole yh-
tddn paluukaarta. Kuvan graafeista 1. on symmetrinen, 2. asymmetri-
nen ja 3. ei kumpaakaan.

Transitiivisessa graafissa (VzVyVz(R(z,y) A R(y, 2) — R(z, z))) pitee,
ettéi mikéli solmusta z piéstiin kaaria seuraamalla (mahdollisesti mui-
den solmujen kautta) solmuun y, pidsee solmusta x myds suoraan sol-
muun y. Kuvan graafeista ainoastaan keskimmaéinen on transitiivinen.

Graafin sarjallisuus (Vz3yR(z, y)) tarkoittaa sitd, etté kaikista solmuis-
ta ldhtee ainakin yksi kaari. Kuvan graafeista ensimméinen ja viimeinen
ovat sarjallisia.

Ominaisuuksien ihmisten joukossa tapahtuvaa tarkastelua varten maa-
ritelldén seuraavat relaatiot: T'(z, yjz tuntee ym), N(z, yjz on nai-

misissa y:n kanssa), V(z,y) (y on z:n vanhempi) ja E(z,y) (y on z:n

esi-isd). Nami relaatiot toteuttavat ominaisuuksia seuraavan taulukon

mukaisesti.
Relaatio refl. | irrefl. | symm. | asymm. | trans. | sarj.
tuttu * * *
aviopuoliso *
vanhempi *
esi-isd * *

Koska ihminen tuntee itsensi, ja tutut tuntevat toiseas on T'(z,y)
refleksiivinen, symmetrinen ja sarjallinen. Aviopuolisot ovat naimisissa
toistensa kanss eikd kukaan voi olla naimisissa itsensd kanssa, joten

N(z,y) on irrefleksiivinen ja symmetrinen. Vanhemmuus on irrefleksii-
vinen, asymmetrinen (kukaan ei voi olla oma isovanhempansa) ja sar-
jallinen (kaikilla on vanhemmat). Esi-isd —relaatio on kuten vanhem-
muus, mutta sen lisiksi myos transitiivinen, koska jos Kalle on Pekan
esi-isd, ja Pekka Juhan, niin Kalle on my6s Juhan esi-isi.

2. Tiedetaén, etta

(i) kaikki syylliset ovat valehtelijoita,
(ii) ainakin yksi syytetyistd on myds todistaja ja

(iii) yksikéddn todistaja ei valehtele.

Todista, etteivit kaikki syytetyt ole syyllisid. Kayta semanttista taulua.
Olkoon predikaatit G(zjz on syyllinen), L(z{z on valehtelija), A(z)
(z on syytetty) ja W (z{z on todistaja). Premissit ovat nyt Vz(G(z) —
L(z)), Jz(A(z) A W(z)) ja Vo(W(xz) — —L(z)). Haluttu johtopéitds
on ~Vz(A(z) — G(z)). Taulutodistus on seuraavanalainen.



3. Tiedetain, etti

1) jos tiili on toisen tiilen pailli, se ei ole poydalld
2) jokainen tiili on pdydélli tai toisen tiilen pailli ja
3) yksikédn tiili ei ole sellaisen tiilen péilla, joka edelleen on jonkun

tiilen paalla.

Todista semanttisella taululla, etté jos tiili on toisen tiilen p&élla, niin
jalkimmaisen on oltava poydalla.

Ratk.

Kiytetddn formalisoinnissa seuraavia predikaatteja:

T(z,y) = “tiili z on tiilen y pdalla” ja

P(x) = “tiili x on poydalla”.

Premissijoukko on formalisoituna seuraavanlainen:

{Vz (Jy T'(z,y) = =P(2)), Vo (P(z) Vv Iy T'(2,y)),

VaVy (32 T(y, 2) = =T (z,y))}

Haluttu johtopdatds on

VaVy (T(z,y) — P(y))

Taulutodistus:

L. T(Vz(IyT(z,y) — —P(z)))
2. T(Va(P(z) V 3T (z,y)))

3. T(YaVy (32T (y, 2) — —T(z,y)))
4. E(VaVy(T(z,y) — P(y)))

5. E(Vy(T'(c,y) = P(y))), 4. z/c
6. B(T(c,d) — P(d)), 5. y/d

7. T(c,d), 6.
|
8. E(d), 6.
9. T(P(d) \l/ T (d,y))
\
10. 7(P(d)), 9. 10. T(yT(d,y)), 9.
11. T(d, e), 10. y/d

12. T(32T(d, z) = —T(c,d)), 3. x/c,y/d
13. E(320(d,2)), 12.  13. T(>T(c,d)), 12.
14 B(T(d0), 13 2/ 14 B(T(¢,d), 13,



4. Tutki semanttisella taululla:

Kaikki haarat ristiriitaisia, esitetty vaite pitee.
5. Osoita, ettd seuraavat lauseet eiviit ole pitevid konstruoimalla
struktuuri, jossa lause on epétosi (vastamalli).
a) VzIyP(z,y) — JFyVzP(z,y)
b) Jz(P(z) vV Q(z)) = JzP(x) A JzQ(z)

2) (Va3y(P(z) > QW) VoP(@)} k= VsQ().
b) {VaVy(Jz(R(z,z)AR(z,y)) = R(z,v)), R(a,b), R(b,a)} = R(a,a).
¢) EVedyR(z,y) = (Vy(—=S(y) = ~FzR(z, y)) — FaS(z)).

Ratk. ¢) Vz(P(z) = R(z)) V —Vz(P(z) = —R(z))
%) 1 T(%Iy(P() - Q) Ratk
| a) Olkoon A = {1,2} ja P = {{1,1),(2,2)}. Nyt VadyP(z,y)
2. T(leP (x)) pitee (kummallekin alkiolle 1. positiossa l6ytyy vastine). Toi-
3. E(VaQ(x)) saalta E.!nyP(x,.y) ei pi'ide koska 'ei. ole.predi}iaat.il'l tullfin—
| nassa ei ole sellaista alkiota 2. positioss jolle 16ytyisi parit
4. BE(Q(c)) 3. z/c siten, ettd molemmat alkiot esiintyisivdt 1. positiossa. Nain
— [ ) ollen implikaatio on epétosi.
- T (CI)) -zfe b) Olkoon A = {1} ja PA = {1},Q* = 0. Nyt implikaation
6. T(Iy(P(c) = Q(y))) 1. z/c vasen puoli on tosi ja oikea epétosi ja struktuuri niin vastae-
| simerkKki.
7. T(Pﬁ_) QQG' y/d ¢) Lauseessa pitéisi saada disjunktio epdtodeksi. Tama edellyttis,
8. E(P(J)) 7. 8. T(Q(d)) 7. ettd molemmat argumentit ovat epétosia. Koska niiden edessi

on negaatio, pitaé siis molemmilla puolilla negaatioiden sisalla

Taulu nayttaa jadvéan auki. Tata voidaan perustella silla, ettd aina
kun predikaatti @ tulee instantioida, pitii se tehdd uudella vakiol-
la. Ristiriita edellyttaisi samaa vakiota totena ja epatotena. Avoi-
mesta haarasta voidaan lukea vastaesimerkki, A = {1,2},¢* =
1, ¢t =2, PA={1,2}, Q" = {2}.

b) 1. T(VaVy(3z(R(z, 2) l/\R(z,y)) — R(z,y)))
2. T(R(a, b))
3 T(]%(b, a))
4, E(]%(a, a))
5. T(32(R(a, 2) A R(z,a)) = R(a,a)), 1. z/a,y/a
6. T(R(a,b) A R(b,a) = R(a,a)), 5. 2/b

oleva osuus olla tosi.

Olkoon A = {1} ja PA = (), R* = {1}. Nyt Vz(P(z) — R(x))
on tosi, koska sen vasen puoli on epétosi. Samalla argumentilla
Vz(P(z) — —R(z)) on tosi. Niiden vaatimusten voidaan aja-
tella kuvaavan osajoukkorelaatiota. Ensimaisessd tapauksessa
P:n tulkinnan tulisi olla R:n tulkinnan osajoukko ja toisessa
R tulkinnan komplementin osajoukko. Ainoa joukko, joka
molemmat vaatimukset tayttda on tyhja joukko, joka siis on
asetettu P:n tulkinnaksi.



T-79.144 Syksy 2002
Logiikka tietotekniikassa: perusteet

Laskuharjoitus 9 (opetusmoniste, kappaleet 3.1 - 5.4)

13 — 16.11.2002

1. Suunnattu graafi koostuu joukosta solmuja ja solmujen vélisistd suun-
natuista kaarista. Oletetaan, etti solmut on esitetty vakiosymbolien
{a,b,...} avulla ja kaaret kaksipaikkaisen predikaatin K (z,y) = “sol-
musta z on kaari solmuun y“ avulla.

1. Maaérittele predikaatit R,(z,y) = “solmusta z on kaarien suuntai-
nen reitti solmuun y siten, ettd reitilli on n kappaletta kaaria”,
kun n saa arvot 0,1,2,. .., k. Kuvaa allaoleva graafi kiyttien pre-
dikaattia K.

b
a — ¢

2. Osoita semanttisella taululla, etti laatimastasi kuvauksesta seki
predikaattien Ry ja R3 médritelmistd seuraa loogisesti

Fz(Ry(z,z) A R3(z, ¢)).
Ratk.
a) Maéritellddn predikaatit R, (z,y) seuraavasti:

VzRy(z,x)
VaVyVz(Ro(z, y) A K(y, z) = Ri(z, z))
Va2 (R (2, ) A K (3, 2) - Rals,2)

VaVyVz(Ri_1(z,y) A K(y, 2) = Ry(z,2))

Sadnnot siis tarkoittavat, ettd kaikista solmuista on nollan aske-
leen mittainen reitti itseensé, ja mikali solmusta = on k— 1:n aske-
leen mittainen reitti solmuun ¥ ja solmusta y on kaari solmuun z,
voidaan kyseinen kaari liittd4 reitin jatkoksi ja saada k:n askeleen
reitti solmusta 2 solmuun z.

Graafi:

voidaan esittaid kaarirelaation avulla seuraavasti:

K(a,b)

K(b,a)

K(b,c)
Ennen taulutodistuksen laadintaa kannattaa miettid, mitd kyse-
ly tarkoittaa, ja tekemélld todistuksen sen pohjalta. Kyselyssa
viitetddn, ettd on olemassa solmu, josta ldhtee kahden askeleen
mittainen silmukka takaisin itseensi, ja josta padsee kolmella as-

keleella solmuun c. Tarkastelemalla graafia huomataan, etta solmu
b tayttaa tdmén ehdon. Todistus etenee siten seuraavasti:

1. Todistetaan, ettd solmusta b on yhden askeleen pituinen reitti
solmuun a.

2. Todistetaan, etti solmusta b on kahden askeleen pituinen reit-
ti takaisin itseensi.

3. Todistetaan, ettd solmusta b on kolmen askeleen pituinen reit-
ti solmuun c.

Mikali tété strategiaa ei noudata, todistuksesta voi tulla huomat-
tavan hankala.

1. T(VaRo(z, 7))

2. T(YaVyVz(Ro(z,y) A K(y,2) = Ri(z, 2)))
3. T(YaVyVz(Ry(z,5) A K(y,2) > Ra(x,2)))
4. T(VaVyVz(Ra(z,y) A K(y,2) = Rs(x,2)))
(a,b))

(b.a))

(b,9))

8. E(3z(Rs(z,z) A R3(z,c)))

5. T(
6. T

7.1

EECS IS

9. E(Ry(b,b) A Ra(b, ), 8. z/b

——

10. T'(Ro(b,b) A K(b,a) = Ry(b,a)), 2. z/b,y/b,z/a
11. E(Ro(b,b) A K(b,a)), 10. 11. T(Ry(b,a)), 10.

2. E(Ro(b,bY), 1. 12. E(K (b,a)), 1.
® ®



Tarkastellaan asemointisyista alipuuta solmusta 11 erikseen.

11. T(Ry (b, a))

2. T'(Ri(b,a) A K(a,b) > Ra(b,b)),3.z/b,y/a,z/b

13. E(Ry(b,a) A K{a,b)),12. 13,7 (Ra (b, b)), 12.
12. E(Ry (b)), 13. m((a, b)), 13. 14. T(Ro(b,b) A K (b, ) —|> Rs(b,c)),3. z/b,y/b, z]c
® ®

15. E(Ra(b,b) AR (b,¢)), 14. 5 T(Bs(b,¢)), 14.

16. E(R(b,1)), 15, 16. E(K(b,c)), 15.
® ®

Tarkastellaan lopuksi solmun 15 alipuuta.

T(Rs(b,2))

E(R(b,5)), 9. E(Ra(b,¢), 9.
® ®

Koko taulu saatiin ristiriitaikseksi ja looginen seuraavuus titen
osoitettua.

2. Tutki semanttisella taululla:

a) {VzIy(P(z) = Q(y)), Yo P(x)} | YoQ(z).

b) {VaVy(3z(R(z,2)AR(z,y)) = R(z,y)), R(a,b), R(b,a)} = R(a,a).
¢) {VaVy(R(z,y) — R(y, x)), R(a,b)} = R(a, a)

d) EV2IyR(z,y) = (Vy(=S(y) = —FzR(z,y)) — FzS(z)).

Ratk.
Tehtdva on muutoin sama kuin laskuharjoitus 8:as mutta c-kohta on
liséitty.

¢) Tarkastelussa kannattaa jilleen miettid, mitd lausejoukon lauseet
tarkoittavat. Kvantifioitu lause niyttiisi méirittelevin symmet-
riaskeeman ja vakioitu lause antavan yhden relaation R instanssin.
Kysely ei kuitenkaan ole annetulle instanssille symmetrinen (vrt.
tehtdvé, jos olisi R(b,a)), joten taulu jdéinee auki.

2. T(I%(a, b))
3. E(]j(a, a))
4. T(R(a,b R(b,a)), 1. x/a, y/b
) b)) o/ o]
5. E(g(a, b)) 5. T(R(b,a))
6. T(R(a,a) = R(a,a)), 1. z/a, y/a
)3 Rl 1 /o, o
7. E(R(a,qa)), 6. 7. T(R((g7 a)), 6.

8. T(R(b, )—>RJ ,b), 1.z/b, y/
a/ a %x y/a
9. B(R(b,d)),8 9.7 R(la, b)), 8.
10. T(R(b,6) — R(b,b)), 1. 2/b, y/b

11. B(R(b, bﬁ) lhR(b, B), 10.

Taulu tuli valmiiksi, universaalisti kvantifioitu lause on instantioitu kai-
killa vakioiden a,b kombinaatioilla, mutta ristiriitaa ei saatu johdet-
tua. Itse asiassa vastaesimerkkejd on 2. Tarkastellaan oikeanpuolim-
maista avointa haaraa, joka pdéttyy solmuun T'(R(b,b)). Haaralle saa-
daan struktuuri A = {1,2},a4 = 1,0%* = 2, R* = {{1,2),(2,1),(2,2)},
joka asettaa premissit todeksi, mutta oletetun seurauksen epéatodeksi.

. Muunna seuraavat lauseet konjunktiiviseen normaalimuotoon ja suorita

skolemointi.

Vy(EzP(z,y) = Qy, 2)) A Fy(VaR(z,y) V Q(z,y)).
JzR(z,y) <> VyP(z,y).
VrIyQ(z,y) V IaVyP(z,y) A —FxTyP(z,y).
—(VzIyP(z,y) — JzIyR(z,y)) AVz—TyQ(z,y).
Ratk.
Muunnettaessa predikaattilogiikan lauseita normaalimuotoihin, tuli nou-
dattaa seuraavaa algoritmia:
— Poistetaan konnektiivit — ja <.

— Negaatiot sisddn kvanttorit ulos.



— Distribuutiosidnnéilld haluttu lopullinen muoto (KNM tai DNM).

a)

Vy(3zP(z,y) = Q(y,2)) A y(VzR(z,y) v Q(z,y))
=Vy(=FzP(z,y) vV Qy, 2)) A Fy(VzR(z,y) V Qz,y))
=Vy(Vz—P(z,y) vV Q(y, 2)) A Fy(VaR(z,y) vV Q(z,y))
=Ty (Vy(Va-P(z,y) vV Q(y, 2)) A (VzR(z,11) V Q(z, 11)))
=Ty Vyo (V=P (2, 92) V Q(y2, 2)) A VaR(z,41) V Q(z,91)))
=Ty VYV Voo (2P (21, y2) V Qy2, 2)) A (R(za, y1) V Q(z,41)))

Nyt havaitaan, ettd kvanttoreita siséltimiiton osa on KNM:n edel-
lyttdméaa muotoa. Skolemoinnissa uloimmat eksistenssikvanttorit
korvataan vakioilla, ja universaalikvanttoreiden siséllé olevat Skolem-
funktioilla. Téssd saadaan seuraava lause:

ViV Vo (- P(x1,42) V Q(y2, 2)) A (R(22,¢) V Q(, )))

VzIyQ(z,y) V JaVyP(z,y) A ~FzIyP(z,y)
=VrIyQ(z,y) V FaVyP(z,y) A VaVy—P(z,y)
=321V (IyQ (22, y) V Yy P(z1,y) AVaVy=P(z1,y))
=31V Ty (Q(z2, y1) V Yy P(z1,y) A VaVy-P(z1,y))
=32,V 3y VY Vs (Q(x2, 11) V (P21, y2) A ~P(1,93)))

)

Lause on nyt nk. Prenex-normaalimuodossa, josta voidaan jatkaa
konjunktiiviviseen normaalimuotoon.

Vo Ty Yy Yy ((Q(22, y1) V P(x1, 42) ) A(Q (w2, y1) V- P(21,3)))

Skolemoinnissa z; korvataan vakiolla ja y; lausutaan xy:n funk-
tiona.

VaoVyaVys((Q(xa, f(22)) V P(c, y2)) A (Q (2, f(w2)) V P (1, 93)))

4. Muunna seuraavat lauseet klausuulimuotoon:

a)
b)
c)
)

~3z((P(z) = P(a)) A (P(z) = P(b))),
Vy3IzP(z,y),

—VyIzG(z,y) ja

FaVy3z(P(z,2) V P(z,y) = G(z,y)).

Ratk.

a)

Lause -3z ((P(z) — P(a)) A (P(z) = P(b))):
Eliminoidaan implikaatiot: =3z((—P(z)V P(a)) A (—P(z) V P(b)))
Viedédén — kvanttorin 3z sisddn:
Va=((=P(2) V P(a)) A (=P (z) v P()))
Vieddén negaatiot lausekkeiden sisdén:
Vz((P(z) A =P(a)) vV (P(z) A ~P(b)))
Tuodaan P(z) ulos: Vz(P(z) A (—P(a) V —~P(b)))
Jdtetddn universaalikavanttorit pois: P(z) A (—P(a) V —~P(b))
Muodostetaan klausuuliesitys: {{P(z)}, {=P(a), =P (b)}}
Lause Vy3zP(z,y):
Skolemointi: VyP(f(y),y)
Jitetddn universaalikavanttorit pois: P(f(y),y)
Muodostetaan klausuuliesitys: {{P(f(v),y)}}

Lause —Vy3zG(z,y):

Viedésn — kvanttorin Vy sisdén: Jy—3zG(z,y)

Viedéén — kvanttorin Jz sisidn: JyVa—G(z,y)

Skolemointi: Vz—G(z, ¢)

Jdtetddn universaalikavanttorit pois: =G(z, ¢)

Muodostetaan klausuuliesitys: {{-G(z,¢)}}

Lause JaVy3z(P(z, z) V P(z,y) = G(z,y)):

Eliminoidaan implikaatio: JzVy3z(—(P(z, z) V P(z,y)) V G(z,y))
Viedéén negaatiot lausekkeen sisadin:

FaVy3z((—P(z,2) A =P(2,9)) vV G(z,y))
Viedddn G(z,y) lausekkeen sisiiin:

JaVy3z((=P(z,2) V G(z,9)) A (=P(2,y) v G(z,)))
Skolemointi: Vy3z((—=P(c, z) V G(c,y)) A (=P(z,y) V G(c,y)))
Skolemointi: Yy ((=P(c, f(y)) V G(c,y)) A (=P(f(y),y) V G(c,9)))
Jatetddn universaalikvanttorit pois:

(=P(c, f(y)) vV G(e,9)) A (=P(f(y),y) V G(c,v))

Muodostetaan klausuuliesitys:

{=P(c, f()), Gle;n)}, {~P(f(¥),9), Gle,v)}}



5. Johda muista kvanttorisdinnoistd saannot, joilla kvanttorit Vo ja Jx T-79.144 Syksy 2002

tuoda allaolevista lausemuodoista ulos, s.e. sulkujen sisille jadva ali- Logiikka tietotekniikassa: perusteet
kaava siiilyy muodoltaan implikaationa. Laskuharjoitus 10 (opetusmoniste, kappaleet 6 — 7)
20 — 23.11.2002
a) QJ (Vzg(z) — 1))
b) Qi (Fzé(z) — 1)
c — Va(z
) (e (@) 1. Esitetddn binddripuut kaksipaikkaisen funktiosymbolin s (sisdsolmut)
d) Qv (¢ — Fay(z)) ja yksipaikkaisen funktiosymbolin ! (lehtisolmut) avulla. N&in oheisen
Ratk. kuvan ylempi puu saa termiesityksen s(s(l(c),(a)), 1(b)).
Te}}.tfwals.s"a sovelletaan jo aikaisemmin tutuksi kdyneitd normaalimuo- a) Tarkoittakoon predikaatti PK(z,y), ettd
tosdantgja. o s o1
binddripuu z on binddripuun y peilikuva.
a) Maarittele predikaatti PK predikaattilogii-
kan lausein siten, ettd pystyt padtteleméin,
QY (Vzé(z) — ¥) ovatko mitks tahansa kaksi ylli annetun
=Qy (~Vz(z) V1) mnb esitystavan mukaista binddripuuta toistensa
o7 mnc mna eilikuvia.
=Qjf Ga¢() V ¢) P
=09y Jz1(—¢(x1) V) b) Osoita semanttisella taululla, ettd ylempi
=07 Jz:(d(z1) = ¥) mnb bindéripuu on alemman bindéripuun peiliku-
mna mnc va.
C) Ratk.
Maaritellaan predikaatti PK seuraavasti:
Qi (¢ = Vz
@ig“s o f/}(( )))) VaPK (I(2), [(z))
= y - X
ﬂ VaVyVovw(PK (z,v) A PK (y,w) = PK(s(z,y), s(w,v)))
=9y Va1 (= V (1))
=0y Vo, (=¢ — ¥(21)) Siis:
Sadnnénmukaisuutena voidaan havaita, etti mikéli kvantifiointi on impli- — lehtisolmut ovat itsensé peilikuvia
kfxfalmtlon vasemmalla puolella, muuttuu kvanttori. Oikealla puolella se — sistisolmut s(z,y) kisitelliéin siten, ettd ensin muodostetaan ali-
Saryy. puiden z ja y peilikuvat ja sitten némaé liitet&én yhteen kéénteiseen

jirjestykseen s(w,v).
Todistetaan niilld lauseilla, etta:

PE(s(s((c), 1(a), 1(b)), s(1(b), s(I(a), U(¢))))



T(VzPK(l(z),1(z)))
T (VaVyVoVw(PK (z,v) A PK (y,w) = PK(s(z,y), s(w,v))))

E(PK(s(s(1(c), U(a)), (1)), s(1(b), 5(I(a), 1(c)))))
T(PK(I(a), !(a)))
T(PK(lEb),l(b)))
T(PK(lEc),l(c)))
T(PE(U(c),(c) A PK(Ua), U(a)) = PE(s(l(c), U(a), s(l(a), I(c))))

( A
E(PK(I(c), 1(c)) A PL(l(a),1(a)))  T(PK(s(
E(PK(lQ%C)J(C))) E(PK(l(gl),l(a)))

Tarkastellaan oikeaa haaraa erikseen:

T(PK(s(l(c), U(a), s(l(a), (c))))

T(PK(s(l(c), (), 5(U(a), 1(c))) A PE (L), L)) J PW&(l<b>,s(t(a>.t<c>)>))
B(PK(s(1(c), 1(a), s((a), 1)) A PE@0), 10)) T(PE(s(s1(e), 1a) 1), sU(b), 5 (1(a), 1))
®

F(PK(s(l(c),l(a);s(l(a), 1(c)))) F(PKTL(b), (1))
® ®

Puusta tuli ristiriitainen, joten esitetty lause on PK:m madritelmén
looginen seuraus.

. Kvanttorilla 3!z tarkoitetaan, ettd “on olemassa vain yksi z”. Viittdma
Alz ¢(z) voidaan ilmaista predikaattilogiikan lauseella

(Frg(@)) A (Vay(d(z) A d(y) = = = y)).

Formalisoi seuraavat lauseet predikaattilogiikalla:

On vain yksi kuuraparta.

Kaikki joulupukit ovat kuurapartoja.
Kaikki kuuraparrat ovat joulupukkeja.
On vain yksi joulupukki.

bl Pl

Osoita semanttisella taululla, ettd lause 4 on lauseiden 1-3 looginen
seuraus.

Ratk.

Tarkoittakoon predikaatti K (z), ettd = on kuuraparta ja predikaatti
J(z), ettd z on joulupukki. Néistéd lihtokohdista lauseet voidaan for-
malisoida seuraavasti:

— JzK(z) AVaVy(K(z) ANK(y) =z =1y)
— Vz(J(z) = K(z))
— Vz(K(z) = J(z))

Kysely on luonnollisesti muotoa:

FzJ(z) AVVy(J(z) A J(y) = = =1y)

Todistus semanttisella taululla on seuraava:



1. T(FzK (z) AVaVy(K(z) AK(y) = z =y)) Ratk.
Kaikkien predikaattien méaaritelmissé otetaan ensin perustapaus ja sen

&%_

T(Vz(J(z) = K(z))) jilkeen annetaan kaava, jolla muita instansseja voi piitelld. Predikaatti
J ) ) ) b
3. T(Va(K (:a:) (@) E(x) méiritelldin seuraavasti:
E(ZzJ(z) A va({(z) J(y) =2 =1)) E(0) AVa(E(x) — E(s*(x)))
T(3zK(z)), 1 Siis nolla katsotaan parilliseksi ja jos joku luku on parillinen niin myés
p Ja Jos ] p y
6. T(vavy(K(z) A | K( Q W) ien seuraajan seuraaja (luku + 2) on parillinen. Parittomuus samaan
— apaan:
7. E(3zJ(z)) 7. EVzVy(J(z) A J(y) = = =y))
2
8. T(K(a)), 5. x/a 8. E(¥y(J(b) A J(y) = b=1y)), 7. z/b 0(0) AVz(O(z) = O(s7(2)))
E(J(a)), 7. z/a 9. E(J() A J(c) > b=0¢), 8. y/c Suurempi kuin mééritelldéin kahden lauseen avulla:
|
1o T(K/(“) o3 10 T A ) VaG(s(2), 2) AVaVy(Gla,y) — G(s(2), )

1 EKw) 10T @) 1L E(b = o) R B
Ensimmaéisestd saadaan paiteltyd, ettd luvun seuraaja on sitd suurem-
12. T(J (b)) pi. Jélkimmaéinen lause puolestaan mahdollista suuruuden pééttelyn,

13 Tl(J( kun lukujen arvojen ero on yhti suurempi.
| ) Tehtiavissa pyydetddn todistamaan, ettd on olemassa parillinen luku,
14. T(K(b) NK(c) > b=c), 6. z/b,y/c joka on jotain paritonta lukua suurempi. Formaalisti:

JzIy(E(z) AO(y) A G(z,y)

)
Taulua rakennettaessa voi lahted siitd tavoitteesta, ettd todista, etté
)

(
17. T(J(b) = K(b)),2. z/b 17. T(J(c) = K(c)),3. z/c luku 2 (s2(0)) on parillinen ja lukua 1 (s(0), pariton) suurempi.

18 B(B) 18 TEKE) 18 B) 18 TEE)

3. Luonnolliset luvut 0,1,2,... esitetddn muuttujattomina termeini 0,
5(0), s(s(0)),..., jotka rakentuvat vakiosymbolista 0 ja funktiosymbo-
lista s, joka tulkitaan funktioksi s(z) = z 4+ 1 luonnollisille luvuille
z.

a) Maarittele predikaattilogiikan lausein predikaatit O(z) = “z on
pariton”, F(z) = “z on parillinen” ja G(z,y) = “z on suurempi
kuin 3” kaikille luonnollisille luvuille z ja y.

b) Osoita semanttisella taululla, ettd on olemassa parillinen luonnol-
linen luku, joka on suurempi kuin jokin pariton luonnollinen luku.



T(E(0) AVz(E(z) — E(s*(2))))
T(0(s(0)) AVz(O(z) — O(s*(x))))
T(VzG(s(x), ) AVavy(Gle,y) = G(s(2),y)))

E@Ez3y(E(z) A O(y) A G(,y)))

oy
—~
&
—
—
=
Nt
>
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vy
PN
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=
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—~
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=
v
N
(=)
=
=
=
Nt

E(E(g(o)) EOG0))  EG((0)5(0))

4. Maiérita klausuulijoukkojen

a) {{=G(z,0)}},

b) {{P(f(y).v)}}

o) {{P(@)}, {=P(a), ~P(b)}},

d) {=P(z,y), =P(y,2), G(z,2)}},

e) {{=P(z,9)}, {Q(a,2), Qb f(¥))}} Ja
f) {P(x), Q(f(z.9))}}

Herbrand-universumit ja kannat.

Ratk.
Herbrand-universumi U muodostuu termeisté, jotka ovat konstruoita-
vissa klausuulijoukossa esiintyvistd vakio- ja funktiosymboleista. Jos

klausuulijoukossa ei ole vakiosymboleita, universumiin otetaan jokin
vakiosymboli, esimerkiksi a (ndin tapahtuu kohdissa (b), (d) ja (f)).
Herbrand-kanta B puolestaan muodostuu atomisista lauseista, jotka
ovat konstruoitavissa klausuulijoukossa esiintyvistd predikaattisymbo-
leista kiyttdmalld argumentteina Herbrand-universumin U termeja.

a) U={c}, B={G(c,0)}.
b) U = {a, f(a), f(f(a)),...}, B={P(e1,e2)|e1 € U,es € U}.
¢) U={a,b}, B={P(a),P(b)}.
d) U ={a}, B={P(a,a),G(a,a)}.
) U={ab, f(a), f(b), (f(a)), [(f(D)) -},

B={P(€1, 2)‘616[]626 } {Q(E],Ez)‘eleUEQEU}

U}u
f) U={a, f(a,a), [(a, f(a,q)), [(f(a,a), a), f(f(a,a), f(a,a)),..},
B={P(e)|ec U} U{Q(e) e € U}.

5. Tarkastellaan kaavajoukkoa

Y = {VzP(z,a,z), -3zTy3z(P(z,y,2) A =Pz, f(y), f(2)))}

a) Muunna ¥ klausuulijoukoksi S.
b) Anna S:n Herbrand-universumi H sekd Herbrand-kanta B.

¢) Esitetdéin Herbrand-struktuurit Herbrand-kannan osajoukkoina.
Hae S:lle osajoukkorelaatioon, C, nihden minimaalinen ja maksi-
maalinen Herbrand-malli.

6. Muunna ongelma predikaattilogiikan lauseen

Fz3y(P(x) < =P(y)) = Ja3y(=P(z) A P(y))

pétevyyden selvittdmisestd lauselogiikan toteutuvuusongelmaksi ja rat-
kaise ongelma lauselogiikan menetelmin.
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1. Laadi substituutioiden {z/y,y/b,2/f(x)} ja {z/g9(a),y/z,w/c} kom-
positio.
Ratk.
Substituutioita kompositoitaessa on kaksi asiaa:

— Mikaili tulos olisi muotoa z/z ei korvausta tehda.

— Jos oikea substituutti korvaa samaa muuttujaa kuin vasen, kor-
vaus suoritetaan vasemmasta.

Niin saadaan:

{u/b,2/f(9(a)),w/c}

2. Mitké ovat seuraavien literaalijoukkojen yleisimmiit unifioijat?

Ratk.
Sovelletaan unifikaatioalgoritmia vaiheittain:

a) 0¢ = € (tyhji substituutio)

So = {P(z,9(v), f(a)), P(f(y),9(f(2)), 2)}

D(S0) = {z, f(y)}

o1 ={z/f(y)}

ooo1 = {z/f(y)}

S1={P(f(y): 9(y
D($1) = {y, f(2)}

o = {y/f(2)}

000102 = {x/f({( 2)

) [(a), P(f(y), 9(f(2)), 2)}

):y/f(2)}
S = {P(f(f(2)), 9(f(2)), f(a)), P(f(f(2)), 9(f(2)), 2)}
D(S3) = {f(a), 2}

o3 = {z/f(a)}

09010503 = {z/f(f(f(a))),y/ [ (f(a)),2/(a)}
Ss ={P(f(f(f(a))), 9(f((a))), f(a))}

Unifiointi onnistui, yleisin unifioija on ogo10903.
b) op =€

So = {P(x,f(x),g(y)), P(aa f(g(a)),g(a)),P(y, f(y)ag(a))}

D(SU) = {I’ a, y}

o1 = {z/a}

S = {P(a’ f(a)1 g(y))’ P(a’ f(g(a))a g(a))1 P(y’ f(y)a g(a))}

D(81) ={a,y}

o2 ={y/a}

Sy ={P(a, f(a),g(a)), P(a, f(g9(a)),9(a))}

D(Ss) ={a,g(a)}

Termit a ja g(a) eiviit unifioidu; unifiointi ei siis onnistu.
c) op=¢

S(] = {P(cc,f(x,y)),P(y, f(ya a))7P(b1f(b’ a))}

D(So) = {=,y,b}

oy = {z/b}

Sl = {P(b,f(b,y)),P(y, f(y7 a)),P(b, f(b7 a))}

oy = {y/b}

Sy = {P(bzf(b7 b))7P(ba f(b7 a))}

D(Sy) = {b,a}

Termit b ja a eivit unifioidu; unifiointi ei onnistu.
d) op=c¢

So = {P(f(a),y,z),P(y,f(a),b),P(x,y,f(z))}

D(Sﬂ) :{f(a)ay’w}

o1 ={y/f(a)}

Sy ={P(f(a), f(a),2), P(f(a), f(a),b), Pz, f(a), f(2))}

D(S1) = {f(a),z}
o2 ={z/f(a)}
Sy ={P(f(a), f(a),2), P(f(a), f(a),b), P(f(a), fa), f(2))}
D(Sy) ={z,b, f(2)} (z:aa ei voi korvata f(z):lla)
o3 = {z/b}
Sy = {P(f(a), f(a),b), P(f(a), f(a), (b))}

(a
D(S3) = {b, f(0)}

Termit b ja f(b) eiviit unifioidu; unifiointi ei onnistu.

3. Osoita, etti

a) substituutioiden kompositio ei ole kommutatiivinen, eli ettd on
olemassa substituutiot o ja A s.e. oA # Ao.



b) yleisimmit unifioijat eivit ole yksikisitteiset, eli etti jollekin lause- Lauseiden muunto klausuulimuotoon on melko suoraviivaista:
joukolle S on olemassa kaksi yleisinté unifioija, o ja A, s.e. 0 # A.

Ratk. {PK(l(x), (=)}

a) Olkoon o = {z/a} ja A = {z/b}.
b) Lausejoukolle S = {P(z), P(y)} saadaan yleisimmét unifioijat

{z/y} ja {y/z}

4. Unifioi seuraava joukko.

{P(2,y,2), P(f(w,w), f(z,2), f(y,9))}

VaVyVuVv—((PK (z,y) A PK(u,v)) V PK(s(z,u), s(v,
~ VaVyVyVu(-PK (z,y) V - PK (u,v) V PK (s(z,u), s(v,y
~ {=PK(z,y), "PK(u,v), PK(s(z,u),s(v,y)}

Y))
)

Niiden lauseiden perusteella annetulle puulle pitiisi siis pystyi péaétte-
leméén peilikuva. Negaatio formalisoituna sekd muunnettuna klausuu-

li toon:
5. Esitetdéin bindédripuut kaksipaikkaisen funktiosymbolin s (sisdsolmut) tuotoon
ja yksipaikkaisen funktiosymbolin { (lehtisolmut) avulla.
a) Tarkoittakoon predikaatti PK(z,y), ettd bindéripuu z on bindéripuun —3z(PK (s(i(a), (b)), ))
y peilikuva. Méirittele predikaatti PK predikaattilogiikan lausein ~ Yz=(PK(s(l(a),l(d)),z))
siten, ettd pystyt paddttelemadn, ovatko mitkd tahansa kaksi ylla ~ {=PK(s(I(a), (b)), z)}

annetun esitystavan mukaista bindaripuuta toistensa peilikuvia.

Suoritetaan néille lauseille resoluutiorefutaatio. Téssé tuli muista, etti

. b) Hae resoluutiolla oheisen bindripuun peili- virheettémyyden takia lauseita kiytettiesss tuli ottaa kiyttéon uudet
/ N\ 5 kuva. muuttujanimet.
¢ L. {=PK(z1,41),~PK(u1,v1), PK(s(x1,u1),8(v1,91)} P2
Ratk. 2. {-PK(s(l(a),1(b)),z2)} S
Tehtdvan ratkaisussa on seuraavat vaiheet: 8. {~PK(l(a) 1), ~PK(I(6), v1)}
1,2, MGU (z1/l(a), u1 /1(b), z2/s(v1,y1))
— Formalisoidaan tietdmys predikaattilogiikan lauseiksi. 4. {PK(l(z4),l(z4))} P1
— Muunnetaan lauseet klausuulimuotoon. 5. {=PK((b),v)} 3,4 MGU(4/a,1/1(a))
6. {PK(l(ze),l(z6))} P1
— Samat askeleet halutun loogisen seuraksen negaatiolle. 7. O 5,6 MGU (z6/b,v1 /1(b))
— Suoritetaan resoluutio. Puun peilikuva voidaan tisti hakea tutkimalla, rakentamalla suoritet-
— Haetaan haluttu peilikuva resoluutiossa suoritettujen substituu- tujen substituudioiden komposition ja tarkastelemalla mitd muuttujan
tioiden avulla. z9 paikalle tulee substioiduksi. Kompositio on
Tehtdvin PK-predikaatti esitetdéin luonnollisesti samaan tapaan kuin {21/1(a), y/1(a), w1 J(8), o1 /1(b), w2 /s(L(b), 1(a)), 24/ a, zs /b}

aiemmin:
ja 9 korvataan siis termilld s(I(b),!(a)), joka on haluttu peilikuva.

Vz(PK (I(z),l(z)))
VaVyVuVu(PK (z,y) A PK (u,v) — PK(s(z,u),s(v,y))



6. Todista resoluutiolla, etti ei ole olemassa miesparturia, kun:

a) Jokainen parturi ajaa niiden miesten parrat, jotka eiviit itse aja
partaansa.

b) Kukaan parturi ei aja niiden miesten partoja, jotka ajavat itse
partansa.

Kiytetéin formalisoinnissa seuraavia predikaatteja: P(z) = “x on par-
turl” ja A(z,y) = “z ajaa ymn parran”.

a) Vo(P(z) = Vy(-A(y,y) = Alz,v))),
b) Va(P(z) — Yy(A(y,y) = ~A(z,y))).

Muodostetaan klausuulit:

¥)

a) Va(P(z) = Yy(—A(y,y) — A(z,
'Y)))
)

Va(=P(z) v Vy(Ay, y) V Az, y
VaVy(=P(z) vV Ay, y) V A(z,y)
—P(z)V A(y,y) V A(z,y)
{_‘P(xl), A(ylayl)v A(xlyyl)}
b) Va(P(z) — Vy(A(y,y) — —A(z,y)))
Vz(=P(z) v Vy(=A(y,y) vV —A(z,9)))
VaVy(=P(x) V —A(y,y) V ~A(z,y))
—P(z) vV —A(y,y) vV ~A(z,y)
{ﬂP(@), —|A(y2,y2), —'A(£U2,y2)}

Halutaan todistaa —JzP(z) ja siksi muodostetaan lauseen negaatio
JzP(z). Témi lause muutetaan klausuulimuotoon {P(a)}.

Klausuuleista
{=P(z1), Ay, y1), Alz,y)} Ja {=P(22), 2A(ye,52), —A(22,92)}
saadan

{—P(xz3)} (substituutio {x1/xs,za/2s,Y1/%3, Y2/ 23})

Klausuuleista {P(a)} ja {—P(z3)} saadaan tyhji klausuuli (substituu-
tio {x3/a}). Titen klausuulijoukko on toteutumaton ja =3z P(z) seuraa
loogisesti premisseista.



