T-79.144 Syksy 2001
Logiikka tietotekniikassa: perusteet

Laskuharjoitus 1 (kurssin esitiedot)

18 — 21.9.2001

1. Osoita induktiolla, ettd n-alkioisella joukolla on 2™ osajoukkoa 7

Ratk.
Perustapaus: 0-alkioisella joukolla (olettaen 0 € N) eli tyhjilld joukolla
on yksi osajoukko, se itse. Lisiksi 2° = 1.

Induktio-oletus: Pétekoon periaate n-alkioisille joukoille.

Induktioaskel: Tarkastellaan joukkoa, jossa on n + 1 alkiota. Valitaan
joukosta mielivaltainen alkio a. Tarkasteltavan joukon osajoukot jakau-
tuvat osajoukkojen, joissa a on mukana, joukkoon A ja osajoukkojen,
joissa sité ei ole mukana, joukkoon B. Joukkoa B voidaan tarkastella
n-alkioisen joukon osajoukkojen joukkona. N&itd on induktio-oletuksen
perusteella 2". Toisaalta, jokainen A alkio voidaan bijektiivisesti kuva-
ta tietyksi B:n alkioksi (poistamalla a) ja niin siis |A| = | B|. Joukkoja
on siis yhteenss 2 % 2" = 2n+1,

2. Osoita induktioperiaatteen ja taydellisen induktion ekvivalenssi ?

Ratk.

Kysymyksessa pitédd siis osoittaa, ettd jos jotain voi todistaa tavallisen
induktion avulla niin saman asian voi todistaa tadydelliselld induktiolla
ja péinvastoin.

(=) Jos ominaisuuden P voi todistaa tavallisella induktiolla, riittaa
P(n + 1):n todistamiseksi se, ettid P(n) pitee. Taydellisen induktion
vahvempi induktio-oletus pitaé sisdllddn myos tapauksen n.

(<) Jos ominaisuus P on todistettu vahvalle induktiolla, sen voi to-
distaa tavallisella induktiolla siten, ettd ominaisuus muuttuu muotoon
Q(n) =Vm < n: P(m). Talloin pitia siis todistaa Q(n + 1) ja todeta,
ettd siitd seuraa P(n + 1). Perustapaus redusoituu kuitenkin samaksi,

P(0) & Q(0).
3. Todista seuraavat lauseet:
a) AU(BNC)=(AUB)N(AUC).
b) E—(ANB)=(E—-A)U(FE - B).



Ratk.

Todistus tapahtuu nk. Vennin digrammeilla. Tassa tapauksessa tulee
piirtdd kolme lomittain meneviéd vapaamuotoista suljettua kuviota ja
merkitd niihin A, B ja C. Todistus etenee virjaamalla kuvioita lausei-
den perusteella sisimmistid operaatioista alkaen. Mikéli operaatio on
unioni U, varjatadn alue, jossa riittda, ettd jompikumpi operandeista
on edustettuna. Leikkauksessa M tulee luonnollisesti olla molemmat.
Komplementti — siséltdd universumin kaikki muut alkiot.

4. Olkoon R refleksiivinen relaatio. Osoita, ettd R C A X A on ekvivalens-
sirelaatio jos ja vain jos kaikillaa € A;b € A, c € A,
(a,b) € Rja (bc) e R=(c,a) €ER?

Ratk.

(=, vain jos) Ekvivalenssirelaatio edellytti symmetrisyytté, refleksivi-
syytta ja transitiivisuutta. Transitiivisuus ilmaistaan kaavalla muodos-
sa: kaikilla a € A,b € A,c € A (a,b) € R ja (b,c) € R = {(a,c) € R.
Symmetrisyys taas : kaikilla a € A,b € A,(a,b) € R = (b,a) €
R. Naistd kahdesta seuraa tehtdvidn ominaisuus. Lisdksi R todettiin
tehtdvanannossa refleksiiviseksi.

(<, jos). Pitd4 osoittaa, ettd jos tehtdvin ominaisuus pitee, synty-
nyt relaatio on refleksiivinen, transitiivinen ja symmetrinen. Reflek-
siivisyys todetaan tehtdvinannossa. Symmetrisyys voidaan todistaa
refleksiivisyyden ja annetun ominaisuuden avulla seuraavasti: kaikille
a€ Abe Aa,a) € R,(a,b) € R= (b,a) € R. Toisaalta symmetri-
syydestd ja annetusta ominaisuudesta seuraa transitiivisuus ja ekviva-
lenssirelaation ehdot on taytetty.

5. Anna esimerkkeja relaatioista ihmisten joukossa, jotka ovat:
a) refleksiivisii.
Ratk. olla yhta vanha.
b) irrefleksiivisié.
Ratk. vanhempi-relaatio (a,b): a on b:n is.
c) symmetrisii.
Ratk. ystidvé, yhtad-vanha.
d) transitiivisia.
Ratk. pidempi kuin, vanhempi kuin.

6. Anna esimerkkeji funktioista ihmisten joukosta mahdollisesti joihinkin
muihin joukkoihin, jotka ovat:



a) injektiivisia.

T-79.144

Ratk.

f I — S, kuvaus henkil6ltd hinen sosiaaliturvatunnukselleen.
Jokaisella on niitd vain yksi eikd kahdella henkil6lla ole samaa.
Kuvaus ei kuitenkaan ole surjektio koska, esim. huomenna synty-
ville on jo tunnukset varattu.

surjektiivisia.

Ratk.

f I — N, kuvaus ihmisiltd esim. kalenterin nimisto6n, joka toi-
mitetaan ottamalla henkilon etunimi. N&itd on jokaisella vain yksi
ja nimiston kaikilla nimilld on joukko sen nimisid ihmisvastineita.
Jos henkilon etunimi ei ole nimistossé voidaan kuvaksi sopia mie-
hen tapauksessa “Matti” ja naisen “Marja”, jotka sielld lienevit.
bijektioita.

Ratk.

Patologinen esimerkki on miné-funktio, joka kuvaa henkilon itsel-
leen. Toinen voisi olla esim. oikea peukaloni, kullakin niitd on vain
yksi ja jokainen oikea peukalo on jonkun.

Syksy 2001

Logiikka tietotekniikassa: perusteet
Laskuharjoitus 2 (opetusmoniste, kappaleet 1.1 - 1.5)
25 — 28.9.2001

1. Ilmaise seuraavat viittadmét lauselogiikalla:

a

o o T

= D

g

)
)
)
)
)
)
)

En saa tyotéd valmiiksi, ellet sind auta.

Ei tippa tapa eikd d&mpaériin huku.

Kuljen tydomatkat jalan, pyoralld tai joskus autolla.
Merja ja Arto tulevat meille kyldan.

Koska olet ollut ilked, et saa jalkiruokaa.

Vaikka manuaali olikin pitké, se tuntui loppuvan kesken.

Jos minulta kysytdin — tai vaikkei kysyttéisikdsn — niin hénen
ei kannata ostaa autoa, tai sitten hdnen on asuttava kaukana
tyopaikastaan ja bensiinin on tultava halvemmaksi.



Ratk:

a) -A — —B, kun
A = ”Siné autat”
B = ”Saan tyon valmiiksi”

b) -A A -B, kun
A = "Tippa tappaa”
B = ” Ampériin hukkuu”
c) AVBVC, kun
A = ”Kuljen tyomatkat jalan”
B = "Kuljen tyoématkat pyoralla”
C = ”Kuljen tyomatkat joskus autolla”
d) Joko: A, kun
A = "Merja ja Arto tulevat meille kyl&d4an”
tai: AA B, kun
A = ”Merja tulee meille kyla&n”
B =7 Arto tulee meille kylaan”

e) Esim. A — —B tai AA—B, kun
A = "0let ollut ilke&”
B = ”Saat jalkiruokaa”
f) Esim. A A B, kun
A = ”Manuaali oli pitka”
B = "Manuaali tuntui loppuvan kesken”

g) AV—-A— -BV (CAD), kun
A = ”Minulta kysytdin”

B = ”"Héanen kannattaa ostaa auto”
C = "Hanen on asuttava kaukana tyopaikastaan”
D = "Bensiinin on tultava halvemmaksi”

2. Olkoon atomisten lauseiden joukko P = {A, B, C}. Mitka seuraavista
ovat lauselogiikan lauseita. Perustele.

a) A
Ratk. Kylld, atominen lause.

b) =(A A B))
Ratk. FEi, ei voida johtaa lauseenmuodostussdidnngilla. Myos, ei
ole parillista ma&rad sulkuja.

c) (AN(B— (ANQ)))
Ratk. Kylld, vastauksesi voinee antaa jasennyspuun, josta muo-
dostussdédntdjen soveltaminen kdy ilmi.



d) Téan&in sataa.
Ratk. Ei, luonnollista kielta.

3. Todista etté sulkujen méara jokaisessa lauselogiikan lauseessa on paril-
linen.

Ratk. Todistetaan vaite induktiolla lauseen sisidltdmien konnektiivien
maaran suhteen.

Perustapaus: Lause, jossa ei ole yhtdan konnektiivia on atomilause, ja
se siséltdad 0 sulkua (0 on parillinen luku).

Induktio-oletus: Lause, jossa on korkeintaan n konnektiivia, sisdltda
parillisen méa&ran sulkeita.

Induktio-askel: Tarkastellaan lausetta f, jossa on nm + 1 konnektiivia.
Lauseen muoto on t&lléin yksi seuraavista: (—a), (a V B), (a A B),
(a = pB) tai (a <> B). Nyt « ja B ovat lauseita, joissa on korkeintaan
n konnektiivia. Induktio-oletuksen mukaan « ja g siséltavét parillisen
madran sulkeita. Né&in ollen lause f siséltdd myos parillisen madran
sulkeita.

4. Poista tarpeettomat sulut ilman, ettd lauseen merkitys muuttuu.

a
b

C

d

— ((BAC)V D))
(A-B)A(B—C)) = (A—-0))
AN(BVC))V(ANA(CV D))
—-(AAB))+ ((B—C)NA))

e) ((mA)A(=B)) = ~(AV B))

Ratk. Sovelletaan sopimuksia konnektiivien vahvuusjarjestyksesté:

) (4
)
)
)

a
b

— (BAC)V D
(A-B)A(B—=C)—=(A—=0C)
c) (AN(BVC))V(AAN(CV D))
d) (AANB)«< (B—-C)NA
e) "AAN-B — —=(AV B)

) A
)
)
)

5. Mitd muotoa edellisen tehtévin lauseet ovat. Anna niille jisennyspuut.

Ratk. Muoto miaraytyy uloimmasta konnektiivista:

a) Implikaatio.
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b) Implikaatio.
c¢) Disjunktio.

v
/ \

/ \ / \
B/ Yood Yy \
d) Ekvivalenssi.
e) Implikaatio.

6. Olkoon lauselogiikan lauseille annettu leksikografinen jérjestys, jossa
on aluksi atomiset lauseet, tdmén jélkeen niiden negaatiot, joita seu-
raavat bindarikonnektiivit jossain jarjestyksessd. Esim. atomilauseiden
joukolla { A} jarjestys voisi olla A,—A, (AV A),(ANA),(A— A),

(A A),(Av—A4),... Osoita, ettd mitksd tahansa kaksi eri lauselogii-
kan lausetta voidaan jarjestelmélld aidosti jarjestaa.

7. Toteuta lauselogiikan lauseille jisennin (engl. parser).

a) Olettaen, ettd sulkuja ei jiteta pois.

b) Kaikkia sulkusdant6jéd sovelletaan.

T-79.144 Syksy 2001
Logiikka tietotekniikassa: perusteet

Laskuharjoitus 3 (opetusmoniste, kappaleet 2.1 - 2.4)

2 - 5.10.2001

1. Anna allaolevan lauseen alilauseet ja laadi sille totuustaulukko.

(-A— (-B—0C))— (~(-A— B)—=C(0)



Ratk. Leveysuuntaisella haulla saadaan: =A — (=B — C),

—|(—|A — B) —C,-A, -B—C, —|(—|A — B), C, A, =B,

—A — B, B. Lisaksi tietysti lause itse. Totuustaulukon laatiminen on
ilmeisté (22 rivid ja alilauseiden osoittama mééré sarakkeita).

. Maérittele lauselogiikan konnektiivit

a) aina epatoden lauseen (L) ja implikaation (—) avulla.

Ratk.
“-A=A—> L

AVB=-A—-B=(A—1)—B
ANB = —|(—|A\/—|B) :—|(A—>—|B) :—|(A—> (B—)J_)) =
A->(B—-1)—1L
A+ B=A—-BAB— A=
(A=-B)»(B—-A) —1)—1
b) Shefferin viivan (opetusmoniste kappale 2.2) avulla. Ratk.
A=(A| A
ANB=~(A| B)=(4|B) | (4] B)

AVB =-(-AAN-B)=(-A|-B)=(A| 4) | (B | B)

A—B=-AVB=-(AN-B)=(A|-B)=(A|(B|B))
AcB=A—BANB—A=(A|(B|B)A(B|(A]|A)=
(A1 (B[B)[(B|(AlA)[(A[(B]B))]|(B(A]A))

. Olkoon A; C P ja Ay C P kaksi totuusjakelua ja ¢ € L lause. Osoita,
ettd jos A; N At(¢) = Ay N At(¢), niin A; = ¢ <= Ay E ¢.

Ratk.

Todistus rakenteellisella induktiolla:

Perustapaus: Olkoon ¢ atominen lause. T&ll6in joukko-opillisen leik-
kauksen mééritelmén perusteella joko ¢ € A; ja ¢ € Ay jolloin A = ¢
ja Az = ¢. Toinen vaihtoehto on, ettd ¢ & A; ja ¢ & Aj jolloin A; |~ ¢
ja Ay £~ ¢. Niin ollen ekvivalenssi pétee.

Induktio-oletus: Piatekoon vaittdméa rakenteen kompleksisuuteen n
asti. (n voi olla esim. konnektiivien lkm.).

Induktioaskel: Tapausanalyysi eri konnektiivien suhteen.

1. Olkoon lause muotoa —«. Induktio-oletuksen perusteella vaittama
pitee lauseelle a. Nyt jos A; E a ja Ay = a niin A4; £ —a ja
Ay = —a. Edelleen, jos A; #~ o ja Ay & a niin A = —a ja
Ay E —a. Niin alkup. vaittdméan ekvivalenssi pysyy voimassa.



2. Olkoon lause muotoa a A 3. Viittdméa péatee oletuksen mukaan
jalleen sekd a:lle ettd (B:lle. Eri vaihtoehtoja tulee nyt 4. Olete-
taan, ettd molemmat alilauseet ovat tosia molemmissa totuusja-
keluissa. T&lloin myos alilauseiden konjunktio on tosi molemmissa
ja ekvivalenssi sdilyy. Muut tapaukset samaan tapaan (konjunktio
epdtosi molemmissa).

3. Muut konnektiivit niiden maaritelmien mukaan.

4. Olkoon A = () totuusjakelu. Laske totuusméiiritelmén nojalla allaole-
van lauseen totuusarvo.

(-B = —-A) — ((-B — A) — B)

Ratk. Lause (merkitddn sitd ¢:114) on muodoltaan implikaatio. Sovel-
letaan totuusméaritelméaa:
Al=¢ <— AW (-B— —-A)tai AE ((-B— A) = B)
AE-B—-A < AE-BjaAl-A
Al=-B <~ AW¥EB
A -A — AEA

Nyt siis annetun totuusjakelun perusteella tiedetddn, ettd A = A ja
A £~ B. Niinollen viimeinen rivi ei toteudu, toisen rivin “ja” ei toteudu
ja 1. rivin “tai”:n 1. argumentti on epétosi eli A |= (-B — —A).

AE(W-B—A)—+B) — AW¥(-B—A)taiAEB
AW (=B — A) <— AE-BjaAlEA
Al=-B <~ AWB

Téastd ndhd&dén, ettd viimeinen rivi toteutuu, samoin toisen rivin “ja”-
ehto, jolloin myds ensimmaéisen rivin vasen sarake pitdd paikkansa,
eli A &= ((-B — A) — B). Seurauksena ensimmaiisen taulukon en-
simmadisen rivin oikean sarakkeen “tai”’-ehdon jalkimmé&inen argument-
ti péitee, ja siis myos vasen sarake, eli A = ¢.

Tama esitystapa oli nk. top-down, monimutkaisemmasta yksinkertai-
seen. Toinen vaihtoehto on bottom-up eli ldhted liikkeelle atomilauseis-
ta ja edetd monimutkaisempia rakenteita kohti.

5. Laadi ohjelma, joka generoi syotteend annetulle lauseelle totuustaulu-
kon.




T-79.144 Syksy 2001
Logiikka tietotekniikassa: perusteet

Laskuharjoitus 4 (opetusmoniste, kappaleet 3.1 - 4.5)

9 —12.10.2001

1. Insindori Sorsselsson laati seuraavat vaatimukset liikennevaloille kah-
den yksisuuntaisen kadun risteykseen:

(i) Kummassakin liikennevalossa on vihred, keltainen ja punainen
lamppu, joista tdsmaélleen yksi palaa kerrallaan.

(ii) Liikennevalojen vihrest lamput eivit pala yhtdaikaisesti.

(iii) Jos toisessa liikennevalossa palaa punainen lamppu, niin toisessa
palaa joko keltainen tai vihred lamppu.

a) Esitd annetut vaatimukset lauselogiikan lauseina.
b) Laadi syntyneelle lausejoukolle totuustaulukko.

c) Hae taulukon avulla lausejoukolle malli / totuusjakelu, jossa se ei
toteudu.

d) Mieti parannusehdotuksia annetuille vaatimuksille (ajatellen to-
dellisia liikkennevaloja). Mit4 liikennevalojen ominaisuuksia et pys-
ty kuvaamaan lauselogiikan avulla?

Ratk.

a) Kaytetdin atomisia lauseita P1, K1 ja V'1, jotka tarkoittavat ett&
liikennevalon 1 punainen, keltainen ja vihred lamppu palaa (tdssé
jarjestyksessi). Olkoot P2, K2 ja V2 vastaavat atomiset lauseet
liikennevalolle 2. Kédyd&in annetut vaatimukset ldvitse:

(i) Liikennevalolle 1 saadaan lause P1V K1V V1 (ainakin yksi
lampuista palaa) ja lauseet P1 -+ =K1 A=V1, K1 — —=P1A
-V1, V1 - =P1 A =K1 (korkeintaan yksi lampuista palaa).
Liséksi tarvitaan vastaavat lauseet liikennevalolle 2.

(ii) Saadaan lause —=(V1 A V2).

(iii) Saadaan lauseet P1 — (K2V V2)ja P2 — (K1VV1).
b) Laaditaan totuustaulu edellisen tehtévian lausejoukolle. Merkitaan

taulun tiivistimiseksi «;:114 lausetta (PiV Ki V Vi) A (Pi —
~Ki A =Vi) A (Ki = =Pi A=Vi) A (Vi — =Pi A =Ki) (joka



P2 (K1V V1)

P1— (K2VV2)

~(VIAV2)

a2

siis merkitsee, ettéd liikennevalossa ¢ palaa tdsmalleen yksi lamp-

pu). Tahdelld merkityt rivit vastaavat lausejoukon malleja.

P1K1V1P2K2V2 oy

EEEEEE | E|E

EEEEET | E |T

EEEETE | E |T

EEEETT | E |FE

EEETEE | E |T

EEETET | E|E

EEETTE) | E|E

EEETTT | E|FE

EETEEE |T ) |E

EETEET | T |T

EETETE |T | T

EETETT |T|E

EETTEE |T | T

EETTET|T|E

EETTTE)|T)|E

EETTTT|T)|E

ETEEEE|T)|E

ETEEET | T | T

ETEETE | T |T

ETEETT |T)|E

ETETEE | T |T

ETETET|T|E

ETETTE |T)|FE

ETETTT|T)|E




P2 (K1V V1)

P1— (K2VV2)

~(VIAV2)

a2

P1K1V1P2K2V2 oy

ETTEEE) | E|E

ETTEET| E|T

ETTETE | E|T

ETTETT) | E|E

ETTTEE | E |T

ETTTET| FE|FE

ETTTTE| E|FE

ETTTTT) | E|E

TEEEEE|T|E

TEEEET | T | T

TEEETE |T | T

TEEETT |T|E

TEETEE |T | T

TEETET|T|E

TEETTE)|T|E

TEETTT|T|E

TETEEE) | FE|E

TETEET | E|T

TETETE) | E|T

TETETT | E|E

TETTEE | E|T

TETTET | E|E

TETTTE) | E|E

TETTTT) | E|E

TTEEEE) | E|E

TTEEET| E|T

TTEETE | E|T

TTEETT | E|E

TTETEE | E|T

TTETET|E|FE

TTETTE| E|E

TTETTT | E|E

TTTEEE) | E|E

TTTEET | E|T

TTTETE | E|T

TTTETT | E|E

TTTTEE | E|T

TTTTET | E|E

TTTTTE|E|E

TTTTTT|E|E




Malleja on siis 7 kappaletta (2° = 64 mahdollisuutta). Tutki-
malla malleja voit huomata, ettd insin6ori Sorsselssonin vaati-
mukset tdyttyviat niiden madrddmissé tilanteissa. Vaittdma ”lii-
kennevalojen punaiset lamput eivit pala yhtiaikaisesti” voidaan
esittdd lauseena —(P1 A P2). Tdma lause on tosi kaikissa edelli-
sen tehtdvin lausejoukon malleissa (tarkista), joten —(P1 A P2)
on kyseisen lausejoukon looginen seuraus.

Viittamastd " molemmissa litkennevaloissa palaa keltainen lamp-
pu” saadaan lause K1 A K2. Olkoon A totuusjakelu, joka kuvaa
atomiset lauseet K1 ja K2 todeksi (T') ja muut atomiset lauseet
epatodeksi (E). Nyt A; = (K1 A K2), koska 4; = K1 ja As E
K?2). Lis#ksi kaikille (a)-kohdan lauseille « patee A |= « (tarkista).
Siis A; on malli annetuille vaatimuksille, jossa K1 A K2 on tosi.
(Mallin haussa voidaan kdyttdd esimerkiksi semanttista taulua).
Olkoon A, valuaatio, joka kuvaa atomiset lauseet V1 ja V2 to-
deksi ja muut atomiset lauseet epatodeksi. Nyt A, F& ~(V1AV2),
joten lausejoukko ei toteudu.

Yksi mahdollisuus on viljentdd ensimmaéistd vaatimusta, koska
liikkkeelleldhdettiessd punainen ja keltainen lamppu palavat mo-
nissa liikennevaloissa yhtaaikaisesti (mieti, kuinka lauseita tulee
muuttaa). Lauselogiikan avulla ei voi helposti esittéd liikenneva-
lojen toiminnan eri vaiheita (esim. vihreén jilkeen syttyy keltainen
lamppu).

2. Tutki totuustaulukoilla, pitaviatko seuraavat viitteet paikkansa.

b

)
)
)

a) Lause (A — B) —» ((B — C) = (A — (C)) on pitevi.

Lause =((A — B) — ((mA — B) — B)) on toteutumaton.

c) Lauseet A ++ B ja =(A <> —B) ovat loogisesti ekvivalentteja.

d) {AANB)V(CANA),(ANB)V-B} E AV (CA-B).

Ratk.

a) Lauseen alilauseet ovat A,B,C;A —- B,A - C,B — C, (B —

C) = (A — C) seké lause itse (merkitdédn sitd ¢:114). Lause on



c)

pateva, joss ¢ saa taulukossa kaikilla totuusjakeluilla arvon tosi.

|A|B|C|A—-B|A->C|B=>C|[(B=C)—»(A—=0C)]| ¢

sl es] Ran s T o] Hes] s !
Sl e s T e Ran N es !
el I [ I e T e T R
sl I [ T o T [ e | R
el Il e e T I e R
e [ R (e T e | e R T
e [l | e T | e R T

sl es] es]Hes e | Ranl s !

Viimeinen sarake sisdltds pelkdstddn arvoa T, joten lause on pateva.

‘A‘B’A(—)B‘ﬂA(—)ﬁB’

T|T T T
T|E E E
E\|\T E E
E|E T T

Taulukosta ndhdién, ettd lauseiden A <+ B ja —A <> —B sarak-
keet ovat identtiset, joten ne ovat loogisesti ekvivalentit.

3. Osoita seuraavat loogisen seuraavuuden ominaisuudet.

a)
b)

Y C Cn(Y).
Monotonisuus: ¥; C ¥y = Cn(X;) C Cn(Zs).

Ratk.

a)

Merkinta Cn(X) tarkoitti lausejoukon ¥ loogisten seurauksien jouk-
koa. Joukko muodostuu lauseista, jotka ovat tosia kaikilla niilla
totuusjakeluilla, joilla kaikki ¥:n lauseet ovat tosia. Jos siis olisi
Y ¢ Cn(X), niin joukossa ¥ olisi lause « ja liséksi totuusjakelu,
jolla kaikki }::n lauseet, siis my0Gs «, olisivat tosia, ja o epétosi.
[lmeinen ristiriita.

Tarkastellaan mieliv. lausetta o € Cn(X;). Télléin o on tosi kai-
killa niilla totuusjakeluilla, joilla ¥; lauseet ovat. Koska 31 C ¥,
niin myo6s Yo mallit edellyttavat kaikkien ¥;:n lauseiden toteu-
tumista. T4ll6in kaikilla ¥o:n malleilla « on tosi ja a € Cn(Xs).
Kiteyttden voidaan todeta, ettd enemmaén lauseita = vidhemmé&n
malleja = enemmén loogisia seurauksia.



4. Todista seuraavat vaittamat:

a) X E ¢ = Cn(X) =Cn(ZU{¢}).
b) Cn(Cn(X)) = Cn(X).

5. Todista semanttisella taululla

a) A— (B— B),

b) (A= B)A(B—C)— (A=),

c) (A B)AN(A—-C)— (A= BACQC)ja

d) (A=-C)A(B—-C)AN(AVB)—C.
Todistettavien kaavojen negaatioille konstruoidaan semanttiset taulut.
Taulun kaikkien haarojen tulee sulkeutua, jotta taulun juuressa F'(¢)
oleva lause ¢ on péteva. Jos taulun haara sulkeutuu ennen koko puun

valmistumista, kyseistd haaraa ei endd laajenneta sdéntoja sovellettaes-
sa.

Huomaa, ettd semanttista taulua kiytetddn itse asiassa lauseen —¢
mallien selvittdmiseen. Jos taulun kaikki haarat menevét ristiriitaisi-
kei lauseella —¢ ei ole mallia (eli —¢ on toteutumaton), joten lause ¢
pateva.

Ratk.
a) A— (B — B):




b) (A= B)A(B—C)— (A—CO):
E(A—-B)A(B—=C)—=(A—0))

T((A— B)AN(B — (C))




c) (A-B)AN(A—-C)— (A= BACQC):
E(A—=B)AN(A—=C)— (A— BAC))

T((A— B) A (A = C))

E(A—BACQC)




d) (A-C)AN(B—-C)AN(AVB)—C:
E(A—-C)AN(B—-C)AN(AVB)— ()

T((A— C)A(B— C)A(AV B))

T(AV B)

T(A—C)
T(B— ()

VAN

E(A) T(C)
AN
E(B) T(C)
SN ¢
T(A) T(B)
® ®

6. Tutki semanttisella taululla, pitdako annettu vaittdméa paikkansa. Jos
ei, anna perusteluksi totuusjakelu, jossa se ei ole tosi (vastaesimerkki).

a) {B—A,C—B,(C—~A) —-D}E=D
b) {A—-C,AvB,-D—-B}=C—D

Ratk.

Loogista seuraavuutta tutkittaessa asetetaan taulun juureen kaikki lause-
joukon lauseet totena ja tutkittava lause epétotena. Mikali nyt kaik-
ki puun haarat sulkeutuvat ristiriidan takia, tiedetdan ettd tutkittava
lause ei voi olla epétosi, mikéali kaikki lausejoukon lauseet ovat tosia,
joten lause on looginen seuraavuus lausejoukosta.



a) T(B — A)
T(C |—> B)
T(C — |A) — D)

|
E(D)

E(C—>/A \T (D)
| b2
T(C
EJA

E ég)C’

Koska taulu sulkeutui, on D looginen seuraus lausejoukosta.
b) T(A— C)
T(AV B)

)

)

AN
T(B
/

E(B) TégA

T(ﬂD — —IB)
BC } D)

S Q

Taulu ei sulkeutunut, joten C' — D ei ole looginen seuraavuus
lausejoukosta. Puun aukiolevasta haarasta voidaan lukea vastae-
simerkki, saadaan totuusjakelu A = {4, C}.



T-79.144 Syksy 2001
Logiikka tietotekniikassa: perusteet

Laskuharjoitus 5 (opetusmoniste, kappaleet 4.4 - 6.4)

16 — 19.10.2001

1. Palataan insin66ri Sorsselssonin laatimiin vaatimuksiin liikennevaloille
yksisuuntaisten katujen risteyksessé. Osoita semanttisella taululla, etta
vaittamé “liikkennevalojen punaiset lamput eivéit pala yhtdaikaisesti”
seuraa loogisesti laatimastasi lausejoukosta.

Ratk.



T(P1v K1V V1)
T(P1—-K1A-V1)
T(K1— ﬂ|P1 A=V1)
T(V1— ﬁ|P1 A-K1)

T(P2V I|(2 vV V2)
T(P2 — -K2A=V?2)
T(K2 — ﬂ|P2 A=V2)
T(V2 = ﬂ|Pz A —-K?2)

T(ﬂ(v1| AV2))
T(P1 — (K2V V2))
T(P2 — (K1V V1))

E(~(P1A P2))

T(P1 A P2)
T(JPl)
T(]|32)
- (51)/ \T(KQ v VQ\
T(K2)/ T(V?2)
E(KQ)/ T(ﬂ\m A=V2) E(K2( T\(ﬂPQ A-V2)
® PN |
T(—|P2) E(ggQ) T(—|P2 N —|K2) T(‘!PQ)
T(JV2) T(JPZ) T(JV2)
E(]|.D2) T(JKz) E(]|32)
® | ®
E(P?)
®

2. Peircen nuoli maaritelladn seuraavasti:
(Al B) Saef AN B.

Maarittele sille semanttisen taulun sdannot.



E(B)

3. Tutki semanttisella taululla pitd&dké annettu vaittdmé paikkansa. Jos
ei, anna perusteluksi totuusjakelu, jossa véite ei toteudu (vastamalli).

a) F(A—-(B—C)) = (A—C)— (A— B))
Ratk. Merkinta = ¢ tarkoittaa siis, ettad lause ¢ on pateva. To-
distus siis tapahtuu konstruoimalla puu, jonka juuressa on lauseen
negaatio.

E(A-(B—-C)—-((A—-C)— (A= DB)))
T(A— (B—0))
E(A—C) |—> (A— B))
T(4 5 0)

E(AS B)
T(4)
|
E(B)
B4 ()
® g4l TB o
R e

Koska taulu ei sulkeutunut, lause ei ole piatevi. Vastamalli voidaan
lukea avoimesta haarasta, tdssid tapauksessa esim. oikeimmasta
saadaan totuusjakelu A = {A, C}.



by E(-B—(A4A—-0C)—=(A—(BV())
Ratk.

E(-B—-(A—=0C))—>(A—BV())
T(-B — I(A — ()
E(A —>|B v C)

Taulu sulkeutui, joten lause on péateva.

4. Osoita Hilbertin ja Suppesin todistusjéirjestelmilld (opetusmoniste, kap-
paleet 5.1 ja 5.2) seuraavat vaittamét.

a) FP P
Ratk. (Hilbert)

1. (P=>(P—P)—P)) [A1]
2. (P->(P—P)—P)—

(P— (P— P))— (P— P))) [A2]
3. (P—(P—P)—(P—P) [MP:1,2]
4. (P— (P— P)) [A1]
5. (P— P) [MP:3,4]
(Suppes)
1. P [apuoletus]
9. —=P [KNT]
3. P [KNE]
4. P P [ET:13|

b) {P—-Q,Q —>R}FP—>R



Ratk. (Hilbert)

Q — R) [P2]

L (
2. (@ —=R)— (P—(Q—R)) [A1]
3. (P—=(Q—R)) [MP:1,2]
4 (P—=(@—R)—~(P—>Q) —(P—R)) [A2
5. (P—Q)— (P—R)) [MP:3,4]
6. (P—Q) [P1]
7. (P—R) [MP:5,6]
(Suppes)
1. P=Q [P]]
2. Q= R [P]
3. P [apuoletus]
4. Q  [MP32
5. R [MP43]
6. P— R [ET:3,3]

c) {P,Q—(P—R)}+-Q—R
Ratk. (Hilbert)

1. P [P1]
2. (@Q— (P—R)) [P2]
3. (P—=(Q—P)) [A1]
4. (Q — P) [MP:1,3]
5. (@ = (P—R)—((Q—P)—(Q—R)) [A2]
6. (Q—P)—(Q—R)) [MP:2,5]
7. (Q— R) [MP:4,6]
(Suppes)
1. P [P1]
2. Q= (P—R) [P2]
3. @ [apuoletus]
4. PR [MP:3,2]
5. R [MP:1,4]
6. Q=R [ET:3,5]

5. Hae seuraavien lauseiden disjunktiivinen ja konjunktiivinen normaali-
muoto (1) muunnossadntoja kayttden ja (2) semanttisen taulun avulla.



a) A— (B—C)
Ratk. Poistetaan lauseesta ensin implikaatiot.

A—(B—C)
=-AV (-BVC(C)
=-Av-BvVvC
Né&in syntynyt muoto on sekd konjunktiivinen ettd disjunktiivi-
nen normaalimuoto. Haettaessa disjunktiivista normaalimuotoa

semanttisen taulun avulla lahdetéén liikkeelle solmusta, jossa lause
esiintyy totetena:

T(A— (B
g T

E(B)

)

= C)

>()

Nyt avoimista haaroista saadaan luettua disjunktit. Téssé tapauk-
sessa niissa kussakin on vain 1 literaali. Saadaan siis ~AV-BVC,
joka on sama kuin muunnossddnngilld. Konjunktiivinen normaa-
limuoto haetaan taulusta, jossa juurena on lause epéatotena:

\a/ !

E(A— (B— ()

T (|A)

E(B |—> C)

T(|B)
E(C)

Avoimesta haarasta saadaan lause A A B A =C, josta saadaan
negatoimalla ja De Morganin sdéntoéd soveltamalla muoto —A V
- BV C, joka on haluttu normaalimuoto.

b) —=A ¢ ((AV—=B) — B)



Ratk. Poistetaan lauseesta ensin ekvivalenssi ja implikaatiot:

-A+ ((AV-B) = B)

-A— ((AV=B) = B))A(((AV—=B) = B) = —A)
V(= (AvﬂB)vB))/\(ﬁ( (AV-B)V B)V -A)
V((=AAB)V B)) A(((AV=B) A=B) V —A)
V((-=AV B)A(BV B))

AV-AVB)AN(AV B)A

A\/B) (‘!A\/‘!B)

(
= (A
= (4
= (A
= ( (AV—-AV B)A(—AV —B)
= (

Tamé& on konjunktiivinen normaalimuoto. Kiytetdén seuraavaksi
konjunktion distributiivisuutta disjunktion yli, jolloin padadytdan
muotoon:

(AV B) A (-AV —B)
=(AAN(mAV-B))V(BA(-AV-B))
E(A/\—|A)\/(A/\—|B)\/(—|A/\B)\/(B/\—|B)
=(AAN-B)V (-AAB)

Viimeisessé vaiheessa on kiytetty sievennyssdintojé, joissa monin-
kertaiset esiintymét samassa konjunktissa on eliminoitu samoin
kuin konjuntit, joissa on esiintynyt seké literaali, ettd sen komple-
mentti.

Tarkastelu tauluilla:

T(-A  (AV =B) — B))
# )
T(-A E(-A)
T((AV JB) +B) E((AV-B)— B)
E(A T(|A)

E(AVIB)  T(B) T(A + -B)
E(A) E(B)
E(-B) T(A)/ T\-B)

) A ((A VBV -A)A(-BV-A4))



Taulusta avoimia haaroja lukemalla saadaan muoto (A A =B) V
(=A A B), joka on sama kuin muunnossaannéilla. Konjuntiivinen
normaalimuoto samalla periaatteella kuin a-kohdassa.

-((A+ —-B) = C)

-((A +-B) = C)

—-((A—=-B)A (=B — A) = (C) [+ €]
=(=((wAV-B)A(—BVA)VC) [— €
(—|A\/—|B)/\(A\/B) N =C (*) [—|—|6,DM]

Tama onkin jo konjuntiivinen normaalimuoto. Kaytetdan seuraa-
vaksi konjunktion distributiivisuutta disjunktion yli:
(x) = (mAV-B)A((BA-C)V (AN-C))
(mAAN((BA-C)V(AN-C)))V
(=BA((BA-C)V(AA=C)))
(FAANBA-C)V(mANAN-C)V
(-BABA-C)V(-BANAA-C)
(wAANBA-C)V(AN-BA-C)

Il

Lause on disjunktiivisessa normaalimuodossa. Viimeisessa vaihees-
sa on jitetty loogisesti epatodet literaalien konjuktiot pois (ts. ne,
joissa esintyy jokin atominen lause ja sen negaatio).
Pl/\PQ(—)(Pl—)Pg)\/(PQ—>P3)

Ratk.

Tehtdvan laadinnassa kévi sikdli mielenkiintoisesti, ettd ekviva-
lenssin oikealla puolella oleva termi on pétevd. Nyt analyysi voi-
daan tehdi, korvaamalla se aina todella lauseella T. Saadaan:

PANP, & T

=(PAP, = T)A(T = PLAP)
(=(PLAP)VT)A(=TV(PLAP))
=(-PV-PRVT)A(LVP)A(LV P)
=P AP

Il

Nyt sievennyssddnntoja voi soveltaa siten, ettd ensimméainen kon-
junkti on aina tosi ja kahdessa viimeisessd ensimmaéiset termit voi
poistaa, koska ne ovat aina epétosia. Syntynyt tulos on sekd KNM
ettd DNM.



6. Hae KNM:t seuraaville lauseille muunnossadnnoilla ja semantisella tau-
lulla.

a) (PA=P)V(QA-Q)
Ratk. Muuntamisessa kiytetddn disjunktion distributiivisuutta
konjunktion yli:

(PA-P)V(QA-Q)
=((PA=P)VQ)A((PA-P)V-Q)

=(PVQ)A(=PVQ)A(PV-Q)A(=PV-Q)

b) (PAA=P)V---V (P, N—=P,)
Ratk. Muuntaminen etenee samoilla saannéilla. Kuten a)-kohdassakin,
lopputulokseen tulevat kaikki kombinaatiot (2") totuusarvoille:

(PLAN-Py)...(P, N—P,)
=(PV---VPINPLVPV---VP)AN (=P V---V-P,)

c¢) Osoita semanttisella taululla, etts a)-kohdassa muodostettu KNM
on toteutumaton.
Ratk. Osoittaminen tapahtuu ldhtemélls liikkeelle semanttisesta
taulusta, jonka juuressa on lause todeksi asetettuna. Jos lause on
toteutumaton, taulu on ristiriitainen.

T(PVQRA(=PVQ) /\| (PV=Q)A(=PV-Q))
T(PVvQ)

T(-PV Q)
T(PV-Q)
T(-PV —Q)
/ 10
ﬂP/ v r
Eg’ P( E('P) T(Tﬁ }T@

\
T (TP) (ﬂQ) E&Q T%P TQ Eg) E&Q)
E%P) E&)Q) E(Q)



T-79.144 Syksy 2001
Logiikka tietotekniikassa: perusteet

Laskuharjoitus 6 (opetusmoniste, kappaleet 6.5 - 7.4)
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1. Haelauseelle (A — ((A— A) = A)) = (A= (A— A)) » (A— A))
klausuuliesitys.

Ratk. Lihdetédin poistamaan implikaatiot:

(A= (A=A —4) - (A0 (A—=4)—>(A—A4)
= (A= (A=A —4) V (A-(A—=A4)—>(A—4)
= —(mAV(A—A) —A) VvV (FAV(A—A4)—-(A—A4)
= —(-mAV (-(mAVA)VA) Vv (=(mAV(-AVA))V(-AVA)

Edelleen vieddin negaatiot atomilauseiden eteen:

~(=AV (~(~AV A)V A

(—|—|A A —n(—|(—|A V A) VA

(A N (ﬂﬁ(ﬂA V A) -A
(AN ((RAV A)A

(=(=AV (=AV A) V (=AY A))
((—|—|A A (—|A V A)) V (‘!A V A))
E( —(mAVA)V(-4V A))

\%
\%
\%
V (A/\ (A/\—|A)) (—|A\/A))

)
)
)
—4))

Siirretddn distribuutiosdannoilla disjunktiot sisdan ja konjunktiot ulos:

(AN((FAVA)A-A) V (ANAAN-A))V (RAVA)
(AN((FAVA)AN-A) vV (AV(EAVA))AN((AN-A)V (RAV A)))

( ((—|A\/A)/\—|A)) V ((A\/—|A\/A)/\(A\/—lA\/A)/\(—lA\/—!A\/A))
(AV((AV-AVA)AN(AV-AVA)N(mAV-AV A)) A
(mFAVA)AN-A)V(AV-AVAANAV-AVA)AN(-AV-AVA))
(

(

(

(

AVAV—-AVANAVAV-AVAANAV-AV-AVA) A
“AVAVAV-AVA)N(-AVAVAV-AVA)A
—AVAV—-AV-AVAAN(RAVAV-AVA)AN(-AVAV-AVA)A
—“AV-AV-AVA)

Kun tulokseen sovelletaan normaalimuotojen sievennyssdéntod, jossa
poistetaan disjunktiot, joissa esiintyy literaali ja sen komplementti, ha-
vaitaan, ettd kaikki syntyneet 9 klausuulia eliminoituvat. Tuloksena
saatava klausuulijoukko on siis tyhji (0), ja on siten aina tosi. Ta4méi
korreloi hienosti sen kanssa, ettd annettu lause on pitevé (voi tarkistaa
esim. semanttisella taululla).



2. Tarkastellaan klausuulijoukkoa:

S = { {AO) Al}a {_'A()) _'A1}7 {A17 A2}a {_'Ah _'A2}7 ey
{Anfla An}a {_'Anfla _'An}a {Ana AO}, {_'Aru _‘AO} }

Anna totuusjakelu A siten, ettd 4 = S.

Ratk.

Tarkastellaan joukon S kahta ensimmadistéd klausuulia. Ne voidaan kaa-
vana kirjoittaa muodossa (Ag V A;) A (04 V —A;). Télla lauseella on
mallit A; = {Ao} ja Ay = {A1}, eli se kuvaa ehdoton tai operaatiota
(XOR). Niin ollen koko joukko kuvaa kaavaa:

(AV A1) A (A1VA2) A -+ A (ApV Ag)

Tarkastellaan kaavaa n:n kahdella arvolla. Kun n = 1 lause saa muodon
(AgVA1) A (A1VAp). Kun tissd valitaan Ay todeksi, seuraa siitd, etta
Aj on epitosi. Nyt molemmat konjunktit toteutuvat. Vastaavasti kun
valitaan Ag epatodeksi.

Nyt jos n = 2, kaava on muotoa (AgVA;) A (A1VAy) A (A2VA). Jos
tassa valitsee Ag:n todeksi, seuraa siitéd, ettd A; on epatosi ja taas A
tosi. Nyt viimeinen ehdoton tai kuitenkin edellyttéisi toteutuakseen,
ettd Ay on epatosi. Tama aiheuttaa ristiriidan ja néin ei saada mallia.
Jos Ap valittiin aluksi epédtodeksi, syntyy samanlainen ristiriita. N&in
ollen téssé tapauksessa joukolla ei ole mallia.

Tarkastelun voi yleistda siten, ettd jos n on pariton saadaan edelldmainitulla
tekniikalla 2 mallia ja jos n on parillinen, ei malleja ole.

3. Horn-klausuuli on klausuuli, jossa on tdsmélleen yksi positiivinen lite-
raali. Olkoon A; ja A, Horn-klausuulien joukon S malleja. Osoita, ettd
myos A = A; N Ay on S:n malli.

Ratk.

Todistus ristiriidan kautta. Oletetaan A [~ S. Tallin joukossa S on
klausuuli {A, =By, ..., By}, joka ei toteudu. Jotta niin olisi, pitda olla
{Bi,...,B,} C Aja A ¢ A. Joukko-opillisen leikkauksen mééritelmén
mukaan pitdd myos olla {By,...,B,} C A ja{Bi,...,B,} C Ay Kos-
ka A; ja A, ovat klausuulijoukon S malleja, pitdi olla myés A € A; ja
A € A,. Tall6in kuitenkin A € A leikkauksen méiritelmén perusteella,
ja tdméi aiheuttaa ristiriidan. Siis A = S. O



4. Taannoin tutustuimme insiné6ri Sorsselssonin laatimaan spesifikaati-
oon yksisuuntaisen risteyksen liikennevaloille. Muunna lauseet klausuu-
limuotoon ja osoita resoluutiolla, etté liikennevalojen punaiset lamput
eivit pala yhtiaikaisesti.

Ratk.
Muunnetaan lauseet konjunktiiviseen normaalimuotoon ja klausuuleik-
si. Taulukossa on viimeisené todistettavan kaavan negaatio P1 A P2.

Lause Klausuulit

PivVEKiVVi {Pi, Ki,Vi}
Pi— —-KiA-Vi =PiV (=Ki A -Vi)
(=PiV-Ki) A (=PiV —Vi) | {-Pi,~Ki},{~Pi,~Vi}
(=KiV-Pi) A (-KiV Vi) | {-Pi,—Ki}, {-~Ki,-Vi}
(=VivaPi) A (=ViV-Ki) | {-Pi,-Vi},{-Ki,-Vi}

Ki— —PiN-Vi
Vi— -Pi\A—-Ki

-(V1AV2) V1V V2 {-V1,-V2}
Pl — (K2VV2) -P1V K2VV2 {-P1,K2,V2}
P2 — (K1VV1) -P2VK1VV1 {-P2,K1,V1}
P1A P2 {P1},{P2}

Osoitamme seuraavaksi taulukossa annettujen klausuulien joukon to-
teutumattomaksi (tyhja klausuuli [ tarkoittaa ristiriitaa), jolloin lause
—(P1 A P2) on johdettavissa muista klausuuleista:

{~P1,K2,V2} {P1}

/

{K2,v2} {-P2,-K2}
{-=P2,v2} {-P2,-V2}
{(-p2y {P2}

U

5. Laaditaan asiantuntijajirjestelma, jolla on tarkoitus tutkia, mitka ke-
mialliset reaktiot ovat mahdollisia. Tarkastellaan reaktioita:
(1) MgO + H; — Mg + H,0O
(2) C+ 02 — C02
(3) COQ + HQO — HgCOg



a) Esita ylldolevat reaktiot lauselogiikan avulla klausuulimuodossa.
Lisaa klausuulijoukkoon tieto siité, ettd aluksi saatavilla on ainei-
ta: MgO, Hy, Os ja C.

b) Osoita resoluutiolla, ettd ylla olevassa tilanteessa on mahdollista
saada reaktiotuotteena HyCOj3:a.

Ratk.
Mallinnetaan kemialliset reaktiot implikaatioiksi, jotka muutetaan sit-
ten klausuulimuotoon. Tuloksena saadaan klausuulit:

(1)
MgO + H, — Mg + H,0
=—MgO A Hy = Mg A H,O
=—-MgO V —=H, V (Mg A H50)
=—(=MgO Vv —=H; V Mg) A (=MgO VvV —=H; V H,0)

Reaktiosta syntyi siis kaksi klausuulia: {-=MgO, —Hy, Mg} seké
{—|MgO, _|H2, HzO}
(2)
C+ 0Oy — COy
=CA 02 — C02
=—=-CV _|02 V C02
:>{_|C, ﬁ02, COQ}

CO3 + H,O — H2COg
=—CO0y3 A H,O — H,COg
=00, V -H,0 V HyCO4
—{-CO0,, -H,0,H,CO3}

Lisdksi 1dhtoaineista saadaan neljin klausuulin joukko:
MgO AHy AOy AC
—{MgO}, {Hz}, {O02}{C}

Merkitaédn ylldolevaa klausuuliijjoukkoa Y. Nyt halutaan todistaa, ettd
Y E HyCOjs. Todistus tehdédédn osoittamalla, ettd ¥ U {-H,CO3} on
toteutumaton:



{~H,CO3}  {~CO,, -H,0, H,CO3}
{~C,—-0,,C02}  {-CO,, —H,0}
{-H,0,-C,-0,}  {C}
{0, {=H;0,-0,}
{-H,0} {—-MgO, —H,, H,O}
{-MgO,-H.}  {H»}
{-MgO}  {MgO}

O

6. a) Muodosta resoluution taydellisyystodistuksen puukonstruktio klau-
suulijoukolle:

S ={{-A,-B},{A,-B},{—-A,B,-C},{A,B},{-A,B,C}}

b) Tutki, millaisia klausuuleja S:n bindariklausuuleista (2 literaalia)
voidaan johtaa. Muodostetaan klausuulijoukko S’ lisadmélla ndma,
klausuulit S:&4n.

c) Toista puukonstruktio S’:lle.

d) Tutki muuttujajirjestyksen vaikutusta puun kokoon.

T-79.144 Syksy 2001
Logiikka tietotekniikassa: perusteet

Laskuharjoitus 7 (opetusmoniste, osa 1, kappale 8 ja osa 2,
kappale 1)

30 — 31.10.2001

1. Konstruoi deterministinen Turingin kone, joka laskee syotteensd anne-
tun binddriluvun seuraajan.

Ratk.

Esitetty ratkaisu on otettu C. Papadimitrioun kirjasta “Computational
Complexity”. Deterministinen Turingin kone on siis nelikko (A4, S, so, t),
missi



A on aakkosto,

S on tilajoukko,
e t:SxA— S xAx{—,+,l|} tilansiirtofunktio ja
e 55 € S alkutila.

Bindariluvun seuraajan laskevalle koneelle S = {s,q}, A ={0,1},
so = s ja siirtofunktio on luettavissa seuraavasta taulukosta:

9]

oceA| tp,o)

(s,0,—)
(s,1,—)
(g,L, )
(s,>—)
(h’ 1’ _)
(¢,0,4)
(h,>,—)

p

QR ® »w » »n|M
VOV [ +—~O

Syotteelld 1101 kone laskee seuraavasti: (s,>,1101) RS (s,>1,101)

2 (s,511,01) & (s5,5110,1) 2 (5,51101, ) 2 (5,51101L, ¢)

M (g,>1101,1) B (¢,5110,00) B (h,>11,1001) eli se siirtyy ensin
syotteen loppuun ja palaa sen jilkeen takaisin pain muuttaen ykkoset
nolliksi. Kohdatessaan ensimmaéisen nollan se muuttuu ykkoseksi ja las-
kenta paattyy. Jos luvun kaikki numerot ovat ykkdosié, on tulos sarja,
jossa kaikki ovat nollia.

. Osoita, ettd graafin 3-viritys kuuluu luokkaan NP redusoimalla se
lauselogiikan toteutuvuusongelmaksi.

Ratk.

Tehtdvanannossa pyydetdin siis osoittamaan, ettd graafin 3-varitys ei
ole vaikeampi ongelma kuin NP:ssi olevat. Itse ongelma on se, ettd
voidaanko annetun graafin G solmut varjata 3 vérilla siten, ettd milldén
kahdella solmulla, joita yhdistda kaari, ei ole samaa varia.

Olkoon graafin solmujen joukko N = {nq,ns,...,n,} ja kaarien jouk-
ko E C N? (kaaret siis solmupareja). Kéfinnettéiessd ongelmaa lause-
logiikkan, otettakoon kayttéon kullekin noodille atomilauseet R, G, B
kuvaamaan, ettd solmu on punainen, vihred tai sininen. Siis esim R,,
tarkoittaa, ettd solmu n; on punainen.

Ensin tulee todeta, ettd jokaisella solmulla on viri ja ettd kaikilla se on
uniikki. Tdémén voi tehdé seuraavasti:



(R, VG,V B,) AR, — (-Gp A —By)) A
(Gn, = ("R, A —By)) A (B — (R, A GL))

Kaarella yhdistettyjen solmujen sama véri estetéén kirjoittamalla seu-
raava kaava kaikille n,m € V:

(R, = = Rp) N\ (G = =Gp) A (B, = —Bp)

Koko kddnnos on edelld mainittujen elementtien konjunktio ja silld on
malli joss graafilla on 3-véritys. (todistus sivuutetaan)

. Ilmaise seuraavat lauseet predikaattilogiikalla:

a) Jokin porteista on viallinen.
b

) Tamé algoritmi on kaikista nopein.
c¢) Kaikilla kurssin osanottajilla on tydasema kiytossasn.
)

d) Vain yksi prosesseista voi kirjoittaa kuhunkin tiedostoon kerral-

laan.

Mita muotoa lauseet ovat? Piirrd a)- ja c)-kohtia vastaavat syntaksi-
puut.

Ratk.

Ratkaisussa on kiytetty useaan otteeseen rajoitettuja universaali- ja
eksistentiaalikvanttoreita. Jos halutaan ilmaista, ettd jokin ominaisuus
¢(z) pétee kaikille predikaatin P(x) toteuttaville alkioille z, kirjoite-
taan Vz(P(z) — ¢(x)). Se, ettd ominaisuus ¢(x) pétee jollekin pre-
dikaatin P(z) toteuttavalle alkiolle z, ilmaistaan lauseella Jz(P(z) A
¢(z)). Tehtavissa predikaatti P(z) ilmaisee usein alkion tyyppié (esim.
x on portti).

a) dz(P(z) A V(z)), kun
P(z) = x on portti.
V(z) = x on viallinen.

dx

VRN

&— 9
—&



b) A(a) A (Vz(A(z) A =(z = a) — N(a,x)), kun
a = ko. algoritmi.
A(x) = z on algoritmi.
N(z,y) = x on y:t4 nopeampi.

A
7\
A Vo
| |
a N
N
A —
| RN
T = N
| 7/ N\
= a T
/7 \
T a

¢) V(K (z) — Jy(T(y) A R(z,y))), kun
K(z) = z osallistuu kurssille.
T(xz) = z on tybasema.
R(z,y) = = kayttds y:ta.
d) Vz(T(z) = VyVz(P(y) N\P(2) NK(y,z) NK(z,2) = y = z)), kun
P(z) = z on prosessi.
T(xz) = z on tiedosto.
K(z,y) = z kirjoittaa y:hyn.

Esitetyt ratkaisut eivit ole ainoita mahdollisia. Valinnan varaa on pre-
dikaatti-, funktio- ja vakiosymbolien mé&arittelyssa ja lauseiden raken-
teessa.

. Poista tarpeettomat sulut, ilman ettd lauseen merkitys muuttuu.

a) (Vy((Fz(P(z) A Q(z))) = L(z)))
b) (Fz(Fy(P(z,y) v Qy, 2)))) < (Va(=K(f(2)))))
c) (Vz(Vy(A A B)))

Ratk.

Sulkujen poistamisessa kaytettiin periaatetta, ettd uloimmat sulut voi
jattasa pois ja lisdksi, mikéli sulkujen sisalla oleva operaatio on prese-
denssiltdan ulkopuolella olevaa vahvempi, sulut voidaan poistaa.



a) Vy((Fz(P(z) A Q(z))) — L(z))

Tassad kaava on esitetty ilman uloimpia sulkuja. Tarkasteltaessa
nyt uloimpia sulkuja, niin sisilld oleva operaatio on implikaatio
ja ulkopuolella universaalinen kvantifiointi. Kvantifiointi on vah-
vempi, sulkuja ei voi poistaa. Tarkastellaan seuraavaksi sulkuja
eksistenttikvanttorin ymparilla. Sisalld siis em. kvantifionti ja ul-
kopuolella implikaatio. Sulut voi poistaa ja kaava saa muodon
Vy(3z(P(z) A Q(z)) — L(z)). Jaljella on vield sulut konjunktion
ympérilla. Ulkopuolella oleva kvantifiointi on vahvempi, sulkuja ei
voi poistaa.

b) Jz3y(P(z,y) v Q(y, z)) < V(=K (f(z)))
c) VaVy(A A B)

5. Olkoon predikaattilogiikan kielessé vakiosymboli ¢, 1-paikkainen funk-
tiosymboli f ja 2-paikkainen funktiosymboli g. Millaisia muuttujatto-
mia termeja naistd voidaan muodostaa.

Ratk.

Kayttamalld ainoastaan elementteja ¢ ja f, voidaan muodostaa seu-
raava joukko termeji: {c, f(c), f*(c), f3(c), ... }. Edelleen termeji voi-
daan laatia kayttdmalla hyvéksi funktiota g. Sen argumenteiksi voi-
daan valita mikd tahansa pari edellisisté, esim. saadaan termit g(c, ¢)
ja g(f3(c), f1%(c)). Luonnollisesti seké g:n ettd f:n argumenteiksi voi-
daan edelleen valita mitka tahansa néin saaduista termeistéd. Néin syn-

tyy esim. £(g(f(c), £*(e))) ja g(g(c, f(c)), f*(c)). Funktioiden sisen-
nystd voi niin jatkaa mielivaltaisen monta askelta.

6. Luennoilla annettiin menettely bindaripuiden esittdmiseksi funktiosym-
bolien avulla. Yleista konstruktio mielivaltaisille puille kayttamalla kor-
keintaan 3 vakio- ja funktiosymbolia.

Ratk.

Yleistys tapahtuu kdyttamalla hyviksi seka listojen ettd puiden notaa-
tiota. Periaate on, ettd mielivaltainen puu esitetdén sisdkkéisiné listoi-
na, jotka kertovat kunkin solmun lapset. Olkoon tehtédvéissi esitetyt 3
vakio- ja funktiosymbolia e, tyhji lista, ¢ € F3, 1. argumentti listan en-
simmaéinen alkio ja 2. loput listasta, ja [ € Fi, lehtisolmu. Tarkastellaan
seuraavia puita:



Néistd ensimmainen esitetdan annetulla notaatiolla muodossa [(a), toi-
nen c(c(l(a), c(l(b),e))) ja kolmas saa muodon

c(c(l(a) e), c(l(d), e), c(l(b), c(I(f)e)))-

7. Osoita, ettd jos Vzo(z) on lause ja t on muuttujaton termi, niin ¢(t)
on lause.

Ratk.

Opetusmonisteessa todetaan, ettd “kaava on lause, jos siiné ei ole va-
paita muuttujaesiintymid”. Tehtdvinannossa todetaan, ettd Vz¢(z) on
lause. ¢(t) tarkoittaa kaavaa, jossa jokainen z:n esiintymi on korvattu
termilld ¢. Tama operaatio voidaan tehd&, mikéli termin ¢ sisdltamai
muuttuja ei syntyneessi kaavassa joudu minkain kvanttorin sitomaksi
(tehtdvin kaava ¢(z) siis voi sisdltdd muita kvanttoreita). Koska ¢t on
muuttujaton, ei vaaraa ole.

Edelleen ¢(t) ei olisi lause, mikali ¢ sisaltdisi vapaita muuttujaesiin-
tymié. Jilleen ¢:n muuttujattomuus poistaa tdméan mahdollisuuden ja
¢(t) on myds lause.

T-79.144 Syksy 2001
Logiikka tietotekniikassa: perusteet

Laskuharjoitus 8 (opetusmoniste, kappaleet 2.1 - 3.2)

6 — 9.11.2001

1. Olkoon universumina N* = {(z, y)|z € N,y € N}. Valitse vakiosymbo-
lille ¢ ja funktiosymbolille f € F; tulkinnat siten, ettd koko universumi
tulee nimetyksi.

Ratk.
Muodostetut lukuparit voi asettaa kaksiulotteiseen taulukkoon vaikka-
pa seuraavasti:



Tehtédvin idea on sama kuin todistettaessa sitd, ettd kahden luonnolli-
sen luvun pareja on yhtd monta kuin luonnollisia lukuja (joukot siis ovat
yhtd mahtavat). Todistuksessa laaditaan bijektiivinen kuvaus luonnol-
lisilta luvuilta lukupareille. Kuvauksessa f(0) = (0,0) ja muilla arvoil-
la se etenee aina taulukon diagonaaleja pitkin. Esim. f(1) = (0, 1),
f(2) = (1,0) jne. Mikéli kuvaus etenisi riveja tai sarakkeita pitkin, ei
joukkojen yhtdsuuruutta saataisi osoitettua, koska rivit (sarakkeet) jat-
kuvat ddrettomiin. Mielivaltainen diagonaali puolestaan on &érellinen.

Sovelluttuna logiikkaan, universumi saadaan peitettyd, mikéli vakion c
tulkinta on ¢ = (0,0), ja funktio laaditaan em. siintdjen pohjalta,
siis:

fle) = (0.1) f(f(e)) = (1,0)
fle) = (0,2) = (L1

Funktion lausekkeen voi esittdd muodossa:

/

Ny = (2 y)
' =g(z)(y+1)+ (1 —g(z))(z—1)
y=1-g)y+1)

Téssd g(z) on nk. pulssifunktio:

(z) = 1, josxz =0
9\ = 0, muutoin

. Graafi muodostuu solmujen joukosta S ja solmujen vélisten kaarien
K C S xS joukosta. Graafin solmuja s ja s’ sanotaan vierekkéisiksi, jos
niitd yhdistia kaari ((s,s’) € K). Olkoon C jokin vérien joukko. Graa-
fin vdritysongelmassa on tarkoituksena 16ytéd graafin solmuille vérit
joukosta C siten, ettd kaikilla vierekkaisilld solmuilla on eri varit.



a) Madrittele graafin varitysongelman ratkaisu predikaattilogiikan
avulla.

b) Anna edellisen kohdan lausejoukolle malli ja

c) struktuuri, jossa se ei toteudu.
Ratk.

a) Graafista meitd kiinnostavat erityisesti kaaret, joiden esittdmista
varten mééritelladn predikaatti K (z,y) (graafissa on kaari solmus-
ta z solmuun y). Virien esittdmiseen on useita mahdollisuuksia.
(i) Yksi mahdollisuus on kiinnittd4 virien joukko ja esittéa varit
predikaatein. Jos joukossa C' on vireja n kpl magritelladn predi-
kaatit C1(x), ..., Cy(n). Predikaatti C;(z) tarkoittaa, ettd solmu
on vériltddan C;. Ongelman méaarittelyssa vaaditaan, etté jokaisella
solmulla on yksiké&sitteinen viri ja ettd jos solmujen vélilld on kaa-
ri, solmut ovat erivériset. Ensimmaéisestd vaatimuksesta saadaan
lauseet

V.’E(CZ(Z') <~ _|Cl(.7,') VARERIAY _|Ci_1(11,') AN OF N IVANCIEIVAN ﬂCn(l'))

indeksin 7 arvoilla 1,...,n (huomaa, ettd —C;(z) ei esiinny ekvi-
valenssin oikean puolen konjuktiossa). Toinen vaatimus esitetdan
jokaisen predikaatin C;(z) osalta erikseen:

VaVy(K(z,y) — (Ci(z) — ~Ci(y))).

(ii) Toinen mahdollisuus on jattid4 virien méadrittely avoimeksi ja
ottaa kayttoon predikaatti V(z,y) (solmun z véri on y). Solmun
varin yksikisitteisyys voidaan ilmaista lauseella

VaVyVz(V(z,y) AV (z,2) = y = 2).

Siis, jos solmulla x on virit y ja z, ndméi ovat itseasiassa sama
véri (yhtdsuuruus predikaatti = on tosi rakenteessa A, jos ja vain
jos predikaatin argumenttien tulkinnat ovat samat rakenteessa A).
Vierekkiisten solmujen erivirisyys saadaan puettua lauseeksi

VaVyVz(K(z,y) = (V(z, z) — =V (y, 2)).

Eli, jos graafissa on kaari solmusta x solmuun y ja solmu x on
variltdan z, solmu y ei ole variltddn z.

(iii) Kolmantena mahdollisuutena on esittdé véri funktiosymbolin
v avulla. Termi v(z) tarkoittaa solmun z virid. Tédssd tapauksessa



varin yksikéasitteisyyttd ei tarvitse erikseen mééritelld (funktion
arvo on aina yksikésitteinen). Erivérisyydelle saadaan lause

Vavy(K(z,y) = ~(v(z) = v(y))).

Annetaan malli kohdan (i) lauseille tapauksessa n = 2. Méaéritel-
la4n rakenne A, jonka universumina on A = {a;,as} (kaksi sol-
mua). Predikaatin K tulkinta on K4 = {{a;,a,), (a2,a1)} (graa-
fissa on kaaret solmusta a; solmuun a, ja solmusta a; solmuun ay).
Predikaattien C; ja Cy tulkinnat ovat C{* = {a;} ja Cs' = {ay}
(toinen solmuista on siis varid Cy ja toinen vérid Cy). Liséksi jou-
dumme olettamaan, ettd kieleen sisdltyy vakiosymbolit s; ja ss,
joiden tulkintoina rakenteessa A ovat a ja a. Tdméa johtuu raken-
teen méaritelmésts, jossa edellytetdin ettd kaikille universumin A
alkioille @ on olemassa muuttujaton termi, siten etts ¢+* = a (jo-
kainen universumin alkio on téten esitettidvissa jollain termilla eli
“nimettavissd”).

Tarkistetaan nyt totuusmééaritelmén avulla, ettd lauseet

VZL'(CI(LL') — ﬁCg(.’L’))

VaVy(K (z,y) — (Ci(z) = ~Ci(y))
ja
VaVy(K (z,y) — (Co(z) = —Ca(y))

toteutuvat rakenteessa A (eli A on lauseiden malli). Huomaa etti
lauseista ensimmaéinen on ekvivalentti lauseen

Va(Cy(z) <> —C1(z))

kanssa, joka myos kuuluu lausejoukkoon tapauksessa n = 2. Koska
81 ja S9 ovat ainoat termit,

A b Va(Ci(z) © ~C(a))
jos ja vain jos
A (Ci(s1) & =Ca(s1))  ja A= (Ci(s2) ¢ =Ca(s2))
Koska sit € C{,

A ): 01(81)



ja koska st & C3t,
A b& 02(31)
Siis
A | (Ci(s1) & ~Cy(s1))

Vastaavasti osoitetaan, ettd A = (C1(s2) <> ~Ca(s2)), joten A =
Vz(Ci(z) <> —Cs(z)) seuraa.

Vastaavasti

A = VaVy(K(z,y) = (Ci(z) = —Ci(y))

jos ja vain jos lauseet

K(s1,51) = (C1(s1) = —C1(s1)),
K(s1,82) = (Ci(s1) = —C1(s2)),
K(s2,81) = (Ci(s2) = —=Ci(s1)) ja
(82, 82) — (01(82) — _|Cl(52))

ovat tosia rakenteessa A. Koska parit (sf',si') ja (s3',s3') eivit

kuulu tulkintaan K*, atomiset lauseet K (s, ;1) ja K(sg,s2) ovat
epatosia rakenteessa A, joten implikaation totuusmééritelman pe-
rusteella edelld annetuista neljistd lauseesta ensimmaéinen ja vii-
meinen ovat tosia rakentessa A. Koska pari (s{, s3') kuuluu tul-
kintaan K4, A |= K (s, 82) ja lauseista toinen on tosi rakenteessa
A, jos ja vain jos A = C1(s1) — —C1(s2). Tamé pitaa paikkansa,
silla s7 € Cf' ja syt € CY*, joten A = Cyi(s1) ja A | —Ci(s2).
My6s kolmas lause toteutuu. Erona edelliseen on, ettéd implikaatio
Ci(s2) — —C4(s1) on tosi rakenteessa A, koska A £ C;(ss). Siis
A on malli lauseelle VzVy(K (z,y) — (Ci(z) — —Ci(y)).
Symmetriasyistd A on my6s lauseen VaVy(K(z,y) — (Cao(z) —
—C5(y)) malli. Olemme siis osoittaneet, ettd .4 on lausejoukon
malli. Sama rakenne on malli my6s tapauksesa, jossa vireja on
useampia kuin kaksi.

Malleista tulee monimutkaisempia, jos solmujen véritys esitetdén
vaihtoehtojen (ii) ja (iii) mukaisesti.

Madéritelldan rakenne A tapauksessa n = 2, jossa lausejoukko ei
toteudu. Valitaan universumiksi A = {a} (yksi solmu) ja predi-
kaatin K tulkinnaksi esim. K = {(a, a)}. Olkoon s vakiosymboli,
jonka tulkintana on a. Nyt

Vm(Cl (33) g _|C2 (.’L’)



ei toteudu rakenteessa A, jos
A Ci(s) + =Cs(s)
Valitaan siis viripredikaattien tulkinnat siten, etta
AECi(s) ja  ARECys)
asettamalla
Gt = C5' = {a}
Talloin A ei voi olla lausejoukon malli.

3. Osoita, ettd seuraavat lauseet eivit ole patevid konstruoimalla struk-
tuuri, jossa lause on epétosi (vastamalli).

a) VedyP(z,y) — JyVzP(z,y)

b) Jz(P(z) V Q(z)) — JzP(z) A JzQ(x)
c) “Vz(P(z) = R(z)) V -Vz(P(z) - —R(x))



Ratk.

a) Olkoon A = {1,2} ja PA = {(1,1),(2,2)}. Nyt Vz3yP(z,y)
pitee (kummallekin alkiolle 1. positiossa 16ytyy vastine). Toisaal-
ta JyVax P(z,y) ei pade koska ei ole predikaatin tulkinnassa ei ole
sellaista alkiota 2. positiossa, jolle 16ytyisi parit siten, ettd mo-
lemmat alkiot esiintyisivat 1. positiossa. Néin ollen implikaatio on
epatosi.

b) Olkoon A = {1} ja PA = {1},Q* = (. Nyt implikaation vasen
puoli on tosi ja oikea epétosi ja struktuuri ndin vastaesimerkki.

c) Lauseessa pitaisi saada disjunktio epéatodeksi. Tama edellyttad,

ettd molemmat argumentit ovat epitosia. Koska niiden edessi on
negaatio, pitdd siis molemmilla puolilla negaatioiden sisilld oleva
osuus olla tosi.
Olkoon A = {1} ja PA = 0, R* = {1}. Nyt Vz(P(z) — R(z))
on tosi, koska sen vasen puoli on epétosi. Samalla argumentilla
Vz(P(z) — —R(x)) on tosi. Ndiden vaatimusten voidaan ajatel-
la kuvaavan osajoukkorelaatiota. Ensiméiisessd tapauksessa P:n
tulkinnan tulisi olla R:n tulkinnan osajoukko ja toisessa R:n tul-
kinnan komplementin osajoukko. Ainoa joukko, joka molemmat
vaatimukset tayttdd on tyhja joukko, joka siis on asetettu P:n
tulkinnaksi.

4. Olkoon R kaksipaikkainen predikaattisymboli, jonka tulkintana on re-
laatio R* C A x A (joukko A on struktuurin A universumi). Alla on
taulukko lauseista, jotka mésritteleviit relaatiolle R4 erilaisia ominai-
suuksia.

Ominaisuus Maéritelméa

refleksiivisyys ~ VzR(z, z)

irrefleksiivisyys Vz—R(z, )

symmetrisyys  VaVy(R(z,y) — R(y,z))
asymmetrisyys VazVy(R(z,y) — —R(y,x))
transitiivisyys ~ VaVyVz(R(z,y) A R(y,z) — R(z, 2))
sarjallisuus VzIyR(z,y)

Olkoon universumi A kaikkien ihmisten joukko. Anna esimerkkeji re-
laatioista R4, () € R4 C A?), joilla on yll4 mésriteltyjs ominaisuuksia.

Allaolevat kolme graafia pyrkivat selventdméin eri relaatioiden omi-
naisuuksia. Téssd solmut ovat struktuurin alkioita, ja solmuja yhdist&a



kaari, mikéli R(z,y) on tosi, kun z € A,y € A. Loogisia rakenteita
havainnollistetaan aina silloin t&ll6in niitd vastaavien graafien avulla.

A 2w

O/\OQ

Refleksiivisyys (Vz R(z, x)) tarkoittaa sitd, ettd graafin kaikista solmuis-
ta on kaari takaisin itseensd, ja irrefleksiivisyys (Vz—R(z,z)) vastaa-
vasti sitéd, ettd yhdessdk&din solmussa ei ole itseddn osoitavaa kaarta.
Graafeista ensimméinen on refleksiivinen, toinen irrefleksiivinen ja kol-
mas ei ole kumpaakaan.

Symmetrisyys (VaVy(R(z,y) — R(y,z))) tarkoittaa sitd, ettd aina
mikéli solmusta x on kaari solmuun y, graafissa on myos kaari y:stéd
z:4dn. Asymmetriselld (VzVy(R(z,y) — —R(y,x))) graafilla ei ole yh-
tddn paluukaarta. Kuvan graafeista 1. on symmetrinen, 2. asymmetri-
nen ja 3. el kumpaakaan.

Transitiivisessa graafissa (VzVyVz(R(z,y) A R(y, 2) — R(z, 2z))) pétee,
ettd mikli solmusta z pddstddn kaaria seuraamalla (mahdollisesti mui-
den solmujen kautta) solmuun y, piisee solmusta x my6s suoraan sol-
muun y. Kuvan graafeista ainoastaan keskimmaéinen on transitiivinen.

Graafin sarjallisuus (Vz3yR(z, y)) tarkoittaa sité, ettd kaikista solmuis-
ta lahtee ainakin yksi kaari. Kuvan graafeista ensimméinen ja viimeinen
ovat sarjallisia.

Ominaisuuksien ihmisten joukossa tapahtuvaa tarkastelua varten maa-
ritelladn seuraavat relaatiot: T'(x,y) (x tuntee y:n), N(z,y) (z on nai-
misissa y:n kanssa), V(z,y) (y on z:n vanhempi) ja E(z,y) (y on z:n
esi-isd). Ndmai relaatiot toteuttavat ominaisuuksia seuraavan taulukon
mukaisesti.

Relaatio refl. | irrefl. | symm. | asymm. | trans. | sarj.
tuttu * * *
aviopuoliso *

vanhempi

esi-isd * * *

Koska ihminen tuntee itsensi, ja tutut tuntevat toisensa, on T'(z,y)
refleksiivinen, symmetrinen ja sarjallinen. Aviopuolisot ovat naimisissa



toistensa kanssa, eikd kukaan voi olla naimisissa itsensd kanssa, joten
N(z,y) on irrefleksiivinen ja symmetrinen. Vanhemmuus on irrefleksii-
vinen, asymmetrinen (kukaan ei voi olla oma isovanhempansa) ja sar-
jallinen (kaikilla on vanhemmat). Esi-isd —relaatio on kuten vanhem-
muus, mutta sen lisdksi myos transitiivinen, koska jos Kalle on Pekan
esi-isd, ja Pekka Juhan, niin Kalle on my6s Juhan esi-isa.

. Tutki semanttisella taululla:

a) {Vzdy(P(z) — Q(y)),VzP(z)} | VzQ(z).

b) {VzVy(3z(R(z,2)AR(z,y)) — R(z,y)), R(a,b), R(b,a)} = R(a,a).
¢) EVzayR(z,y) — (Vy(-S(y) — -z R(z,y)) — JzS(x)).

Ratk.
a) 1. T(Vx3y P|(9:) — Q(y)))
2. T(V|3:P(x))
3. B(VaQ(x))
3.x/c

7. T(P(c) — Q(d)) 6. y/d
8. E(P() 7. 8 TQ)) 7.

®
9. T(P(d)) 2. z/d
Taulu nayttad jadvan auki. Tatd voidaan perustella silld, ettd aina
kun predikaatti () tulee instantioida, pitda se tehda uudella vakiol-
la. Ristiriita edellyttiisi samaa vakiota totena ja epétotena. Avoi-

mesta haarasta voidaan lukea vastaesimerkki, A = {1,2},c* =
1, ¢t =2, P*={1,2}, Q* = {2}.



b) 1. T(V2Vy(3z(R(z, z) A R(z,y)) = R(z,)))
b

I( |(a, )
(IT(b,a))
E( |(a, a))
5. T(32(R(a, 2) A (z,a)|) R(a,a)), 1. z/a,y/a
T(R(a,b) A R(b,a) — R(a,a)), 5. z/b
7. E(R(a,b)/\R{a), 6. 7\T(R a)), 6.

8. B(R(@.), 7. 8. B(R(,a), 7.

Kaikki haarat ristiriitaisia, es1tetty viite patee.

6. Tiedetddn, ettd

(i) kaikki syylliset ovat valehtelijoita,
(ii) ainakin yksi syytetyistd on myos todistaja ja

(iii) yksik&dn todistaja ei valehtele.

Todista, etteivat kaikki syytetyt ole syyllisia. Kayta semanttista taulua.

Olkoon predikaatit G(z) (z on syyllinen), L(z) (x on valehtelija), A(z)
(z on syytetty) ja W(z) (x on todistaja). Premissit ovat nyt Vz(G(z) —
L(z)), dz(A(z) A W(z)) ja V(W (z) — —L(x)). Haluttu johtopd&tds
on —Vz(A(z) — G(z)). Taulutodistus on seuraavanalainen.
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Laskuharjoitus 9 (opetusmoniste, kappaleet 3.1 - 5.4)

13 — 16.11.2001

1. Tiedetédin, ettd

1) jos tiili on toisen tiilen paalld, se ei ole poydéalla

Syksy 2001



2) jokainen tiili on poydalla tai toisen tiilen paalla ja

3) yksikaan tiili ei ole sellaisen tiilen palld, joka edelleen on jonkun
tiilen paslla.

Todista semanttisella taululla, etté jos tiili on toisen tiilen p&alld, niin
jalkimmadisen on oltava poydalla.

Ratk.
Kaytetadn formalisoinnissa seuraavia predikaatteja:

T(z,y) = “tiili z on tiilen y paalld” ja
P(z) = “tiili z on poydalld”.

Premissijoukko on formalisoituna seuraavanlainen:

{Vz 3y T'(z,y) = ~P(z)), Vz (P(z) V Iy T(z,y)),
VaVy (32 T(y, z) = —T(z,y))}

Haluttu johtop&atos on

VaVy (T(z,y) — P(y))

Taulutodistus:



1. T(Vz(IyT (z,y) — —~P(z)))
2. T(Vz(P(z) V T (z,y)))
3. T(VaVy(32T(y, z) — —T(z,y)))
4. E(VzVy(T'(z,y) = P(y)))
5. E(Vy(T'(c,y) = P(y))), 4. z/c
6. E(T(c,d) — P(d)), 5. y/d

8 E’(:d), 6
9. T(P(d) vV IyT(d,y))
Iy
10. T(P(@)), 9. 10. T(YT(d,v)), 9
11. T'(d,e), 10. y/d

12. T(32T(d, z) — —T(c,d)), 3. x/c,y/d
13. B(32T(d,2)), 12.  13. T(~T(c,d)), 12.
14. E(T(d,e)), 13. z/e  14. E(T(c,d)), 13.
® &
2. Suunnattu graafi koostuu joukosta solmuja ja solmujen vélisistd suun-
natuista kaarista. Oletetaan, ettd solmut on esitetty vakiosymbolien

{a,b, ...} avulla ja kaaret kaksipaikkaisen predikaatin K(z,y) = “sol-
musta z on kaari solmuun y*“ avulla.

1. Méérittele predikaatit R, (x,y) = “solmusta z on kaarien suuntai-
nen reitti solmuun y siten, etté reitilld on n kappaletta kaaria”,

kun n saa arvot 0,1,2,... | k. Kuvaa allaoleva graafi kiyttden pre-
dikaattia K.
—
a b — ¢

2. Osoita semanttisella taululla, ettd laatimastasi kuvauksesta seki
predikaattien Rs ja R3 méédritelmistéd seuraa loogisesti

Jz(Ry(z,z) A Rs(z,¢)).



Ratk.

a)

Maaritelladn predikaatit R, (z,y) seuraavasti:

VzRo(z, )
VaVyVz(Ro(z,y) A K(y, 2) = Ri(z, 2))
VaVyVz(Ri(z,y) A K(y, z) = Ra(z, 2))

Vl’VyVZ(Rk,I(QS,y) A K(yaz) - Rk(xa Z))

Saannot siis tarkoittavat, ettd kaikista solmuista on nollan aske-
leen mittainen reitti itseensé, ja mikéali solmusta x on k— 1:n aske-
leen mittainen reitti solmuun y ja solmusta y on kaari solmuun z,
voidaan kyseinen kaari liitt44 reitin jatkoksi ja saada k:n askeleen
reitti solmusta x solmuun z.

Graafi:

—

a b — ¢

voidaan esittdd kaarirelaation avulla seuraavasti:

Ennen taulutodistuksen laadintaa kannattaa miettid, mitéd kyse-
ly tarkoittaa, ja tekemilld todistuksen sen pohjalta. Kyselyssa
vaitetdan, ettd on olemassa solmu, josta lahtee kahden askeleen
mittainen silmukka takaisin itseensé, ja josta péddsee kolmella as-
keleella solmuun c. Tarkastelemalla graafia huomataan, ettd solmu
b tayttdd tdméan ehdon. Todistus etenee siten seuraavasti:

1. Todistetaan, ettd solmusta b on yhden askeleen pituinen reitti
solmuun a.

2. Todistetaan, ettd solmusta b on kahden askeleen pituinen reit-
ti takaisin itseensa.

3. Todistetaan, ettd solmusta b on kolmen askeleen pituinen reit-
ti solmuun c.

Mikali tata strategiaa ei noudata, todistuksesta voi tulla huomat-
tavan hankala.



1. T(V&Ro(z, x))
2. T(YaVyVz(Ro(z,y) A K (y,2) — Ri(z, 2)))
3. T(VaVyVz(Ri(x,y) A K(y,z) = Ra(z, 2)))
4. T(VaVyVz(Ry(z, y) |/\ K(y,z) — Rs(z,2)))
5. T(Il(a, b))
6. T(Il(b, a))
(b;c))

8. E(3x(Rz(x, ) A R3(x,c)))

7. T(

=

9. E(Ra(b,b) A R3(b,c)), 8. z/b

—_——

10. T(Ro(b,b) A K(b,a) — R1(b,q)), 2. z/a,y/a,z/b
11. E(Ry(b,b) A K(b,a)), 10. 11. T(Ry(b,a)), 10.

12. E(Ro(b,b)), 11.  12. E(K(b,a)), 11.
® ®

Tarkastellaan asemointisyistéd alipuuta solmusta 11 erikseen.

11. T(Ry (b, a))

|
12. T(R1(b,a) A K(a,b) = Ra(b,b)),3.z/b,y/a, z/b
(/ \
13. E(Ry(b,a) A K(a,b)), 12. 13. T(R2(b,b)), 12.

12. E(Ry(b,a)),13. 12. E(K(a,b)),13. 14. T(R2(b,b) A K(b,¢) = R3(b,¢)),3. z/a,y/b, z/c
02 02
15. E(R2(b,b) A K (b, c)), 14. 15. T(R3(b, ¢)), 14.

16. E(Ry(b,5)), 15.  16. E(K(b,c)), 15.
® ®

Tarkastellaan lopuksi solmun 15 alipuuta.
T(Rs(b,c))

E(Ry(b,5)), 9.  E(Rs(b,c)), 9.
® ®

Koko taulu saatiin ristiriitaikseksi ja looginen seuraavuus téten
osoitettua.



3. Tutki semanttisella taululla:

a) {VzIy(P(z) = Q(v)),VzP(z)} |- VzQ(z).

b) {VzVy(3z(R(z,2)AR(z,y)) — R(z,y)), R(a,b), R(b,a)} = R(a,a).
c) {VaVy(R(z,y) = R(y,z)), R(a,b)} = R(a,a)

d) EVzdyR(z,y) — (Vy(—=S(y) = -z R(z,y)) — J=S(x)).

Ratk.
Tehtdva on muutoin sama kuin laskuharjoitus 8:ssa, mutta c-kohta on
listty.

c) Tarkastelussa kannattaa jélleen miettid, mitd lausejoukon lauseet
tarkoittavat. Kvantifioitu lause nayttédisi méarittelevidn symmet-
riaskeeman ja vakioitu lause antavan yhden relaation R instanssin.
Kysely ei kuitenkaan ole annetulle instanssille symmetrinen (vrt.
tehtdva, jos olisi R(b,a)), joten taulu jaénee auki.

5 E(gaﬁ 5. T(At,a)
6. T(R(a,a) — R(a,a)), 1. z/a, y/a
7 E(R(a,aﬂ 7.T(R(a,a)), 6

8. T(R(b,a) — Rga,b ), 1.z/b, y/a
oz S y
9. E(Régl)), a)),8. 9.7 R(|a,b)),8.
b) — R(b,b)), 1. z/b, y/b

11. E(R(b,5)), 10.  11. T(R(b,b)), 10.

Taulu tuli valmiiksi, universaalisti kvantifioitu lause on instantioitu kai-
killa vakioiden a,b kombinaatioilla, mutta ristiriitaa ei saatu johdet-
tua. Itse asiassa vastaesimerkkeji on 2. Tarkastellaan oikeanpuolim-
maista avointa haaraa, joka pdittyy solmuun T'(R(b,b)). Haaralle saa-
daan struktuuri A = {1,2},a? = 1,04 =2, R4 = {(1,2), (2,1),(2,2)},
joka asettaa premissit todeksi, mutta oletetun seurauksen epétodeksi.



4. Muunna seuraavat lauseet konjunktiiviseen normaalimuotoon ja suorita
skolemointi.

a) Vy(3zP(z,y) = Qy, 2)) A Iy(VzR(z,y) vV Q(z,y))-
b) JzR(z,y) <> YyP(z,y).

¢) VzIyQ(z,y) V zVyP(z,y) A ~JzIyP(z,y).

d) —(VzIyP(z,y) — JzAyR(z,y)) A Ve—-IyQ(z,y).

Ratk.
Muunnettaessa predikaattilogiikan lauseita normaalimuotoihin, tuli nou-
dattaa seuraavaa algoritmia:

— Poistetaan konnektiivit — ja <.
— Negaatiot sisdén kvanttorit ulos.

— Distribuutiosdannsilld haluttu lopullinen muoto (KNM tai DNM).

a)

Vy(dzP(z,y) = Q(y, 2)) A Jy(VzR(z,y) V Q(z,y))
=Vy(—JzP(z,y) V Q(y, 2)) A Jy(VzR(z,y) vV Q(z,y))
=Vy(Vz—P(z,y) V Q(y, 2)) A Jy(VzR(z,y) Vv Q(z,y))
=3y (Vy(Vz=P(z,y) V Q(y, 2)) A (YzR(z,y1) V Q(z, 41)))
=3y, Vyo(Vz-P(z,y2) V Q(y2, 2)) A (VzR(z,y1) V Q(z,41)))
=31 VYoV Voo (P(21,42) V Q(Y2,2)) A (R(z2,11) V Q(z,91)))

~— —

Nyt havaitaan, ettd kvanttoreita sisdltdmé&ton osa on KNM:n edel-
lyttdméad muotoa. Skolemoinnissa uloimmat eksistenssikvanttorit
korvataan vakioilla, ja universaalikvanttoreiden sisalld olevat Skolem-
funktioilla. Tassa saadaan seuraava lause:

V2V Vo (- P (21, 32) V @32, 2)) A (R(z2,0) V Q(g, ¢)))



VedyQ(z,y) V IxVyP(z,y) A —JzIyP(z,y)
=VzdyQ(z,y) V JzVyP(z,y) A VaVy—P(z,y)
=3z1V22(IyQ(22, y) V VyP(z1,y) A V2Vy—P(z1,y))
=321z Iy (Q(z2,y1) V VyP(z1,y) AVzVy—P(z1,y))
=321V Iy Vya Vs (Q(z2, y1) V (P(z1,y2) A = P(21,¥3)))

)

Lause on nyt nk. Prenex-normaalimuodossa, josta voidaan jatkaa
konjunktiiviviseen normaalimuotoon.

3z, Vo Iy Vo Vys ((Q (22, y1) V P(z1,92)) A (Q(z2,91) V ~P(21,93)))

Skolemoinnissa x; korvataan vakiolla ja y; lausutaan xs:n funk-
tiona.

Vo VyoVys ((Q(z2, f(22)) V Ple,y2)) A (Q(2, f(x2)) V —P(21,y3)))
5. Muunna seuraavat lauseet klausuulimuotoon:

a) =3z((P(z) = P(a)) A (P(z) = P(b))),
b) Vy3dzP(z,y),

¢) “VydzG(z,y) ja

d) JdaVy3dz(P(z,2) V P(z,y) = G(z,v)).

Ratk.

a) Lause —3z((P(z) — P(a)) A (P(z) — P(b))):
Eliminoidaan implikaatiot: -3z ((—P(z)V P(a)) A (=P (z)V P(b)))
Viedddn — kvanttorin Jdx sisdén:
Vz=((=P(z) V P(a)) A (—P(z) V P(b)))
Viedddn negaatiot lausekkeiden sisdén:
Vz((P(z) A =P(a) V (P(z) A =P(b)))
Tuodaan P(z) ulos: Vz(P(z) A (—P(a) vV =P(b)))
Jatetddn universaalikavanttorit pois: P(z) A (—P(a) V —P(b))
Muodostetaan klausuuliesitys: {{P(z)}, {—P(a), =P(b)}}



b) Lause Vy3zP(z,y):

Skolemointi: VyP(f(y),y)

Jatetddn universaalikavanttorit pois: P(f(y),y)
Muodostetaan klausuuliesitys: {{P(f(y),v)}}

c) Lause -Vy3dzG(z,y):
Viedddn — kvanttorin Vy sisdan: Jy—3zG(x,y)
Viedddn — kvanttorin 3z sisddn: JyVe—G(z,y)
Skolemointi: Vz—G(z, c)
Jatetddn universaalikavanttorit pois: =G(z, c)
Muodostetaan klausuuliesitys: {{—G(z,c)}}

d) Lause dzVy3z(P(z,2) V P(z,y) = G(z,y)):

Eliminoidaan implikaatio: 3xVy3z(—(P(z, 2) V P(z,y)) V G(z, y))
Vieddin negaatiot lausekkeen sisédén:

AzVy3z((=P(z,2) AN —P(z,y9)) V G(z,y))
Viedddn G(z,y) lausekkeen siséén:

JzVy3z((—P(z, 2) V G(z,9)) A (-P(z,y) V G(z,9)))
Skolemointi: Vy3z((—=P(c, 2) V G(c,y)) A (—P(z,y) V G(c,y)))
Skolemointi: Vy((=P(c, f(y)) V G(c,y)) A (=P(f(y),y) V G(c,y)))

Jatetaddn universaalikvanttorit pois:

(=P(c, f(y) vV G(c,y) A(=P(f(y),y) V G(c,y))

Muodostetaan klausuuliesitys:

{{=P(c, f(¥)), Gle,u)}, {=P(F(y),9), Gle,9)}}

6. Johda muista kvanttorisddnnoistd sddnnot, joilla kvanttorit Vz ja dx
tuoda allaolevista lausemuodoista ulos, s.e. sulkujen sisélle jadva ali-
kaava sdilyy muodoltaan implikaationa.

a) QF (Veg(z) = 9)
b) Qy (Bzé(z) — )
c) Q¥ (¢ — Vaip(z))
d) Q7 (¢ — Jaij(x))

Ratk.
Tehtédviassa sovelletaan jo aikaisemmin tutuksi kdyneitd normaalimuo-
tosddntoja.



31 (=¢(z1) V 1))
Jz1(p(z1) — 1)

Q7 (¢ — Vzy(z))
Qy (=9 V Vaip(z))

=07 V1 (= V h(z1))

=09y V1 (—¢ — ¢(z1))
Sadnnonmukaisuutena voidaan havaita, ettd mikéli kvantifiointi on impli-

kaation vasemmalla puolella, muuttuu kvanttori. Oikealla puolella se
séilyy.

T-79.144 Syksy 2001
Logiikka tietotekniikassa: perusteet

Laskuharjoitus 10 (opetusmoniste, kappaleet 6 — 7)

20 — 23.11.2001

1. Esitetddn binddripuut kaksipaikkaisen funktiosymbolin s (sisdsolmut)
ja yksipaikkaisen funktiosymbolin [ (lehtisolmut) avulla. N&in oheisen
kuvan ylempi puu saa termiesityksen s(s(I(c),(a)),1(b)).

a) Tarkoittakoon predikaatti PK(z,y), ettd
binddripuu x on binddripuun y peilikuva.
Maaérittele predikaatti PK predikaattilogii-

kan lausein siten, ettd pystyt paatteleméan,
/<\ ovatko mitkd tahansa kaksi ylld annetun
mnb esitystavan mukaista bindéripuuta toistensa

mnc mna peilikuvia.

Osoita semanttisella taululla, ettd ylempi
nb binddripuu on alemman bindaripuun peiliku-
mna mnc va.

;>
=



Ratk.
Maéaritelladn predikaatti PK seuraavasti:

VePK(I(x),l(x))
VaVyVoVw(PK (z,v) A PK(y,w) - PK(s(z,y), s(w,v)))
Siis:
— lehtisolmut ovat itsensa peilikuvia

— sisésolmut s(z,y) késitelladn siten, ettd ensin muodostetaan ali-
puiden z ja y peilikuvat ja sitten ndma liitetdan yhteen kadnteiseen
jarjestykseen s(w,v).

Todistetaan néilla lauseilla, etté:

PK(s(s(l(c), 1(a)), (1)), s(1(b), s(I(a), (c))))

T(VzPK(l(x),l(z)))
T (VzVyVoVw(PK (z,v) AN PK(y,w) = PK(s(z,y), s(w,v))))

Tarkastellaan oikeaa haaraa erikseen:

T(PK(s(l(a), (c)), s(l(c), I(a))))

T(PK(s(i(c), I(a)), s(l(a), (c))) A PK(I(b),1(b)) — PK(s(s(l(c), l(a)), (D)), s(1(b), s(I(c), I(a)))))

E(PK(s(l(c), (a)), s(l(a), I(c))) A PK(L(b), 1(}))) m (b)), s(1(b), s(l(c), l(a)))))
/ \ ®

F(PK(s(l(e), U(a)), s(I(a), (¢)))) F(PK(l(b), (b))
®



Puusta tuli ristiriitainen, joten esitetty lause on PK:n méiritelmin
looginen seuraus.

. Kvanttorilla 3!z tarkoitetaan, ettd “on olemassa vain yksi z”. Vaittdma
dlz ¢(x) voidaan ilmaista predikaattilogiikan lauseella

(Fzd(x)) A (VaVy(d(z) A p(y) = = = y)).

Formalisoi seuraavat lauseet predikaattilogiikalla:

On vain yksi kuuraparta.

Kaikki joulupukit ovat kuurapartoja.
Kaikki kuuraparrat ovat joulupukkeja.
On vain yksi joulupukki.

LN =

Osoita semanttisella taululla, ettd lause 4 on lauseiden 1-3 looginen
seuraus.

Ratk.

Tarkoittakoon predikaatti K (x), ettd z on kuuraparta ja predikaatti
J(z), ettd x on joulupukki. Nisté lahtokohdista lauseet voidaan for-
malisoida seuraavasti:

— 2K (z) AVaVy(K(z) AK(y) =z =1y)
— Vz(J(z) = K(z))
J(z))

— Vz(K(z) = J(z)

Kysely on luonnollisesti muotoa:

JzJ(z) AVaVy(J(z) A J(y) = = = y)

Todistus semanttisella taululla on seuraava:



1. T(FzK(z) AV2Vy(K(z) AN K(y) = 2 =1y))

|
2. T(%a(1(2) = K(a))
3. T(Va(K <.|r)w< )
)2 =y))

4. E(3zJ(z) AVavy(J(z) A J(y
5. T(Hw[|((m))
6. T(VaVy(K(z) /|\ K(y) =z =y))
7. E(32J(7)) 7. ENVaYy(J(z) A J(y) = z = y))

8. T(K(a)), 5.z/a 8. E(Vy(J(b)ANJ(y) = b=y)), 7. /b

E(J(a)|), 7.z/a 9. E(J(b)/\J(c)|—>b:c), 8. y/c
10. T(K(a) — J(a)), 3. 10. T(J(b) A J(c))
SN
11. E(K(a))  11. Té](a)) 11. E(b=c¢)
12. T(J(b)
13. T:(J(c))
14. T(K(b) NK(c) > b=¢c), 6. z/b,y/c
\ y
15. E(K(b) A K(c)) 15. Tg =c)
_— T~
16 EﬁK(b)) 16. E|(K(c)
17. T(J(b) — K(b)),2. /b 17. T(J(c) — K(c)),3. z/c
18 E(J@ @T K(b)) 18. E(J(¢)) QT K(c))
s 5 s 5
3. Luonnolliset luvut 0,1,2,... esitetddn muuttujattomina termeina 0,
s(0), s(s(0)), ..., jotka rakentuvat vakiosymbolista 0 ja funktiosym-

bolista s, joka tulkitaan funktioksi s(z) = x + 1 luonnollisille luvuille
z.

a) Madrittele predikaattilogiikan lausein predikaatit O(z) = “z on
pariton”, F(z) = “z on parillinen” ja G(z,y) = “x on suurempi
kuin y” kaikille luonnollisille luvuille z ja y.

b) Osoita semanttisella taululla, ettd on olemassa parillinen luonnol-
linen luku, joka on suurempi kuin jokin pariton luonnollinen luku.



4. Maérita klausuulijoukkojen

a) {{-G(z,c)}},

b) {({P(f(),y)}},

c) {{P(z)}, {~P(a), ~P(b)}},

d) {{-P(z,y), ~P(y,2), G(z,2)}},

e) {{-P(z,y)}, {Qa,z), Q(, f(y))}} ja
)

f) {{P(z), Q(f(z,y))}}

Herbrand-universumit ja kannat.

Ratk.

Herbrand-universumi U muodostuu termeisté, jotka ovat konstruoita-
vissa klausuulijoukossa esiintyvistd vakio- ja funktiosymboleista. Jos
klausuulijoukossa ei ole vakiosymboleita, universumiin otetaan jokin
vakiosymboli, esimerkiksi a (n#in tapahtuu kohdissa (b), (d) ja (f)).
Herbrand-kanta B puolestaan muodostuu atomisista lauseista, jotka
ovat konstruoitavissa klausuulijoukossa esiintyvistd predikaattisymbo-
leista kayttdmailla argumentteina Herbrand-universumin U termeja.

a) U={c}, B={G(c,c)}.
b) U =A{a, f(a), f(f(a)),..}, B={P(e1,e2) | e1 € U,e2 € U}.
c) U={a,b}, B={P(a),P

d) U = {a}, B={P(aq, a),G(a,a)}

)

e) U=A{a,b, f(a), f(b), f(f(a)), F(f(D)),.},
B:{P(Gl, 2)|61EU62€ }U{Q(€1,62)|61€U626U}

J
f) U={a, f(a,a), f(a, f(a,0a)), (f(a,a),a), f(f(a,a), f(a,a)), ..},
B={P(e)|ecUu{Q(e )IeEU}

5. Tarkastellaan kaavajoukkoa

Y. ={VzP(z,a,x), ~JxIyIz(P(z,y,2z) A —P(z, f(v), f(2)))}

a) Muunna ¥ klausuulijoukoksi S.
b) Anna S:n Herbrand-universumi H sekd Herbrand-kanta B.

c) Esitetddn Herbrand-struktuurit Herbrand-kannan osajoukkoina.
Hae S:lle osajoukkorelaatioon, C, ndhden minimaalinen ja maksi-
maalinen Herbrand-malli.



6. Muunna ongelma predikaattilogiikan lauseen

Jz3y(P(z) ¢ ~P(y)) — FzTy(-P(z) A P(y))

pitevyyden selvittdmisestd lauselogiikan toteutuvuusongelmaksi ja rat-
kaise ongelma lauselogiikan menetelmin.

T-79.144 Syksy 2001
Logiikka tietotekniikassa: perusteet

Laskuharjoitus 11 (opetusmoniste, kappaleet 7.1 — 9.3)

27 — 30.11.2001

1. Laadi substituutioiden {z/y,y/b,z/f(z)} ja {z/9(a),y/x,w/c} kom-
positio.

Ratk.
Substituutioita kompositoitaessa on kaksi asiaa:
— Mikali tulos olisi muotoa z/x ei korvausta tehda.
— Jos oikea substituutti korvaa samaa muuttujaa kuin vasen, kor-

vaus suoritetaan vasemmasta.

Nain saadaan:
{y/b,2/f(g(a)),w/c}

2. Mitka ovat seuraavien literaalijoukkojen yleisimmét unifioijat?

Ratk.
Sovelletaan unifikaatioalgoritmia vaiheittain:

a) oo = € (tyhjd substituutio)
So = {P(z,9(y), f(a), P(f(y), 9(f(2)),2)}
D(So) = {z, f(y)}
o1 ={z/f(y)}



0001 {z/f(y)}
={P(f(y),9(y
( 1) ={y, f(2)}
={y/f(2)}
aoolaz {x/f({( z) g(Z)}

), f(a), P(f(y),9(f(2)),2)}

),y
= {P(f(f(2)),9(f(2
D(Sz) = {f(a), 2}
o3 ={z/f(a)}
00010203 = {z/f(f(f(a))),y/f(f(a)),2/f(a)}
Sy ={P(f(f(f(a))),q(f(f(a))), f(a))}
Unifiointi onnistui, yleisin unifioija on oggo10203.
b) og =€
So = {P(z, f(x),9(y)), P(a, f(9(a)), g(a)), P(y, f(y), 9(a))}
D(SO){:/{}xaaay}
S1={P(a, f(a),9(y)), P(a, f(9(a)), 9(a)), P(y, f(y), 9(a))}
D(51) ={a,y}
oy = {y/a}
Sy ={P(a, f(a),9(a)), P(a, f(g9(a)), g9(a))}
D(S2) = {a,g(a)}
Termit a ja g(a) eivét unifioidu; unifiointi ei siis onnistu.
c) og=¢
So = {P(Z’, f(x,y)), P(y7 f(y’ a))7P(ba f(b’ a))}
D(SO) = {x,y, b}
o1 = {z/b}
Sl = {P(ba f(b7 y))? P(yaf(yv CL)),P(b, f(b7 a))}
D(51) = {b,y}

or = {y/b}
= {P(b,f(b,0)), P(b, f(b,a))}
D(Ss) = {b,a}
Termit b ja a eivit unifioidu; unifiointi ei onnistu.
d) og=¢
={P(f(a),y,2), P(y, f(a),b), P(z,y, f(2))}
D(SO) = {f(a),y,x}
={y/f(a)}

1= {P(f( ) f a) ) P(f(a),f(a),b),P(x,f(a),f(z))}
D(S1) = {f(a),z}

oy ={z/f(a)}

Sy = {P(f(a), f(a),2), P(f(a), f(a),b), P(f(a), f(a), f(2))}
D(Ss) = {z,b, f(2)} (z:aa ei voi korvata f(z):1la)



a;;z{z/b}
= {P(f(a), f(a),b), P(f(a), f(a), f(b))}
( 3) = {b, f(0)}

Termit b ja f(b) eivdt unifioidu; unifiointi ei onnistu.
3. Osoita, etta
a) substituutioiden kompositio ei ole kommutatiivinen, eli etti on
olemassa substituutiot o ja A s.e. o\ # Ao.
b) yleisimmat unifioijat eivét ole yksikésitteiset, eli etta jollekin lause-
joukolle S on olemassa kaksi yleisinta unifioijaa, o ja A, s.e. 0 # .

Ratk.

a) Olkoon o = {z/a} ja A = {z/b}.
b) Lausejoukolle S = {P(z),P(y)} saadaan yleisimméit unifioijat

{z/y} ja {y/x}.

4. Unifioi seuraava joukko.
{P(z,y,2), P(f(w,w), f(z,2), f(y,y))}

5. Esitetddn bindiripuut kaksipaikkaisen funktiosymbolin s (sisdsolmut)
ja yksipaikkaisen funktiosymbolin [ (lehtisolmut) avulla. N&in oheisen
kuvan ylempi puu saa termiesityksen s(s(I(c),(a)),1(b)).

a) Tarkoittakoon predikaatti PK(x,y), ettd bind4ripuu x on bindéripuun
y peilikuva. Méirittele predikaatti PK predikaattilogiikan lausein
siten, ettd pystyt paddtteleméidn, ovatko mitkd tahansa kaksi ylla
annetun esitystavan mukaista bindaripuuta toistensa peilikuvia.

b) Hae resoluutiolla oheisen bindéripuun peili-

/ .\ kuva.

a b

6. Todista resoluutiolla, etté ei ole olemassa miesparturia, kun:
a) Jokainen parturi ajaa niiden miesten parrat, jotka eivit itse aja
partaansa.

b) Kukaan parturi ei aja niiden miesten partoja, jotka ajavat itse
partansa.



Kaytetdan formalisoinnissa seuraavia predikaatteja: P(z) = “z on par-
turi” ja A(z,y) = “z ajaa y:n parran”.

a) Vz(P(z) — Vy(=A(y,y) = Alz,9))),
b) Vz(P(z) — Vy(A(y,y) — —~A(z,y))).

Muodostetaan klausuulit:

a) Vz(P(z) = Vy(=A(y,y) — Alz,y)))
Vo (=P(z) vV Vy(Aly,y) V A(z,y)))
VaVy(=P(z) V A(y,y) V A(z,y))
—P(z)V A(y,y) V A(z,y)

{=P(z1), Aly1,11), A(z1,91)}

b) Vz(P(z) — Vy(A(y,y) — -A(z,y)))
Vo (=P(x) vV Vy(=A(y,y) V -A(z,9)))
VaVy(=P(z) V ~A(y,y) V ~A(z,y))
—P(z)V -A(y,y) vV -A(z,y)
{=P(z2), =A(y2,y2), ~A(z2,92)}

Halutaan todistaa —3xP(z) ja siksi muodostetaan lauseen negaatio
dzP(z). Tdmai lause muutetaan klausuulimuotoon {P(a)}.

Klausuuleista

{=P(z1), Aly1,y1), A(z1,y1)} ja {=P(z2), ~A(y2,92), ~A(z2,72)}

saadan

{=P(z3)} (substituutio {z1/x3,22/73,y1/73,y2/23})

Klausuuleista {P(a)} ja {—P(z3)} saadaan tyhji klausuuli (substituu-
tio {z3/a}). Taten klausuulijoukko on toteutumaton ja =3z P(x) seuraa
loogisesti premisseisté.

T-79.144 Syksy 2001
Logiikka tietotekniikassa: perusteet

Laskuharjoitus 12 (opetusmoniste, paketti 3, sovellukset)

4 —7.12.2001

1. Esitetddn luonnolliset luvut 0,1,2,... muuttujattomilla termeilld O,
s(0), s(s(0)), ..., jotka rakentuvat vakiosymbolista 0 ja funktiosym-
bolista s, joka tulkitaan funktioksi s(z) = x + 1 luonnollisille luvuille
z.



a) Tarkoittakoon predikaatit J2(z), J3(x) ja J6(z) sité, ettd luonnol-
linen luku z on jaollinen kahdella, kolmella ja kuudella. Maarittele
nidmé predikaatit predikaattilogiikan lausein siten, ettd predikaa-
tin J6 méaaritelmé perustuu predikaattien J2 ja J3 mééaritelmiin.

b) Laadi a-kohdan mé&éritelmien perusteella Otterin sy6tetiedosto ja
osoita sen avulla, ettd jos luonnollinen luku z on kahdella ja kol-
mella jaollinen, niin luonnollinen luku x + 6 on kuudella jaollinen.

c¢) Kirjoita masritelmiat PROLOGin séént6ina ja hae kuudella jaolli-
sia luonnollisia lukuja. Samoin, hae luonnollinen luku z siten, etta
x + 5 on kuudella jaollinen.

Ratk.
Todetaan ensin perustapaukset, s.o. ettd 0 on kahdella ja kolmella jaol-
linen.

J2(0)
J3(0)

Edelleen, kuinka néistd paatelldsdn jaollisuus suuremmille luvuille:

Vz(J2(x) — J2(s(s(x))))
Vz(J3(x) — J2(s(s(s(x)))))

Ja lopuksi méaritellddn kuudella jaollisuus:

Vz(J2(x) A J3(z) — J6(x))



B - kohdassa pitda ohjelma kdantaa Otterille ja esittda tehtdvissd mai-
nittu kysely.

set (auto) .
formula_list(usable).

% tietamys

J2(0).

J3(0).

all x (J2(x) —> J2(s(s(x)))).
all x (J3(x) —> J3(s(s(s(x))))).
all x (J2(x) & J3(x) —> J6(x)).

% kysely
exists x -(J2(x) & J3(x) —> J6(s(s(s(s(s(s(x)))))))).

end_of_1list.

. Kayta invariantteja osoittaaksesi, ettd seuraava C-ohjelma palauttaa
annetun taulukon suurimman alkion (ohjelman argumentit, a = tau-
lukko ja size = taulukon koko, (size > 0)).

int max(int a[], int size) {
int m = a[0];
while(i < size) {
if (al[i]l > m) m = al[il;
i=1i+1;
}

return m;



3. Osoita lauselogiikan ja semanttisen taulun avulla oheisten C:n ehto-
lausekkeiden ekvivalenssi.

a) '(a<b ||l b>a)
b) a ==

4. Osoita induktiolla, ettd oheinen ohjelma palauttaa arvon yksi, jos ja
vain jos merkkijono a edeltdd aidosti merkkijonoa b leksikografisessa
jarjestyksessa.

int comp(char *a, char *b) {
if(*a && *b) {
if(*a < *b) return 1;
else if(*xa > *b) return 0;
at+; bt++;
return comp(a, b);
}
if (*b) return 1;
return O;



