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.1 Motivaatio

* Lauselogiikka on useisiin tarkoituksiin lilan yksinkertainen: olkoon
A = "a on viallinen”, B = "b on viallinen”, C = “c on viallinen".

Talloin “kaikki ovat viallisia” = AABAC ja
“jokin on viallinen” = Av BV C.

o Erityisesti objektien vilisten suhteiden kuvaaminen on hankalaa

(tarvitaan paljon lauseita, jotka ovat muodoltaan samankaltaisia).

Esimerkki.

“Jos x on isompi kuin y ja y on isompi kuin z,

niin x on isompi kuin z".

Cyq = “c on isompi kuin d", D, = “d on isompi kuin e",
(CaANDg— C)N(CeNEg— Cy) A (De ANE. — D) N

~
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1.2 Predikaattilogiikan aakkosto

~

Predikaattilogiikan kielessa £ kdytetdan seuraavia symboleja:
* Muuttujasymbolit V = {z,y, 2,...}
* Vakiosymbolit C = {a,b,c, ...}
¢ Funktiosymbolit 7 = {f,g,h,...}
* Predikaattisymbolit P = {=, P,Q, R, ...}
 Lauselogiikan konnektiivit =, A, V, —, <>
* Kvanttorisymbolit 3,V

* Sulut () ja pilkku ,

N
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ﬁ/léiéiritelméi.

» Jokaisella funktiosymbolilla f € F on paikkaluku n > 0
(mikd m3arda f:n argumenttien lukumd&aran).

* Vastaavasti predikaattisymboleilla P € P on paikkaluvut n > 0.

* Madritellian F, = {f € F | f:n paikkaluku on n} ja
P, = {P € P | P:n paikkaluku on n}.

* Yhtdsuuruuspredikaatti = € P on kaksipaikkainen, eli =€ Ps.
e Taten F=U{F, | n>0}jaP=U{P,|n >0}
Huomioita.

* Vakiosymbolien joukko C voitaisiin vaihtoehtoisesti maaritella
0-paikkaisten funktiosymbolien joukkona Fj.

\° Joukon Py symbolit vastaavat lauselogiikan atomisia lauseita.
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/1.3 Kielen maaritelma

Predikaattilogiikan kielen £ maaritelma on kolmitasoinen: ensin
maaritelladn termit, sitten atomikaavat ja lopulta varsinaiset kaavat.

Madritelma.
1. Jokainen muuttujasymboli v € V on termi.
2. Jokainen vakiosymboli ¢ € C on termi.

3. Jos f € F,, on n-paikkainen funktiosymboli ja t¢1,...,t, ovat
termejd, niin myos f(t1,...,t,) on termi.

4. Muita termej3 ei ole.

Esimerkki. z, ¢, f(z), f(f(f(f(f(2))))) 9(f(x),9(f(z),9(z,c))).

Madritelma. Termi, jossa ei esiinny muuttujia, on muuttujaton termi

&ngl. ground term).

/
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1. Jos t1 ja to ovat termejd, niin t; = t9 on atomikaava.

2. Jos P € Py on 0-paikkainen predikaattisymboli, niin P on
atomikaava.

3. Jos P € P, on n-paikkainen predikaattisymboli (missid n > 0)
jaty, ..., t, ovat termejd, niin P(tq,...,t,) on atomikaava.

4. Muita atomikaavoja ei ole.
Esimerkki. Atomikaavoja ovat mm.

P(SEl), Q, 1 = T, 9(331,372) :f(f(cl))a
R(Claxlayl) ja S(‘/Elu C1, f(',L‘)7 h(f(xl)a claxl)am%x%xl’))a

Qutta esim. f(R(z),c) ei ole atomikaava (eikd edes termi).
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/Méiéiritelmf—i.

1. Jokainen atomikaava ¢ on kaava.

2. Jos ¢ ja v ovat kaavoja ja x on muuttuja, niin myos

(=), (6V ), (dAY), (¢ = ¥), (¢ = ¥), (Vag), (Gz¢)

ovat kaavoja.
3. Muita kaavoja ei ole.

Esimerkki. Predikaattilogiikan kaavoja: P(c), (Vz(P(z) = Q(z))),
(Ve (P(z) V (FyQ(,v)))), Ce(Vy(VzP(z,y, 2)))).

Symbolijoukkoihin V,C, F ja P perustuva predikaattilogiikan kieli £
maaritellaan edelld annetuilla periaatteilla muodostettavissa olevien

kkaavojen joukkona.
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» Konnektiivien presedenssiluokat ovat seuraavat:

1. =, Vv ja Jv (missd v € V) ovat vahvimmat konnektiivit.

3. — ja «> ovat heikoimmat konnektiivit.

* Lauselogiikan yhteydessa kayttoonotettuja periaatteita sulkeiden
vahentamiseksi kaytetdaan myos kaavoja kirjoitettaessa.

Esimerkki. Titen kaava

Gz (vy((F2(P(z, 2) A P(z,y))) = (Qz) V Q(y)) V R(z,y)))))

voidaan kirjoittaa selkeammin

. Savy(32(P (e, 2) A P(,9)) = Q) V Q) V R(z, ).

2. V ja A ovat naitd heikompia, mutta vahvempia kuin — ja <.

/
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aavojen jdsennyspuut

YV

Predikaattilogiikan kaavoilla on ‘

/N
Kaavan Vz(P(z) — Q(f(z,¢))) P Q

jasennyspuu on annettu oikealla. ‘ ‘

f
T
Kyseinen kaava on muodoltaan / \
T c

universaalisti kvantifioitu kaava.

yksikasitteinen jasennyspuu.

Huomio. Jasennyspuun juuressa oleva konnektiivi maarda edelleen, mita
muotoa lause on. Esimerkiksi 3z P(z) — Yz P(z) on muodoltaan
implikaatio, kun taas 3z(P(z) — YyQ(y)) on muodoltaan

Q(sistentiaalisesti kvantifioitu kaava.

/
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1.4 Lauseiden muodostaminen

1. Tunnistetaan kuvattavaan jarjestelmaian liittyvat objektit:

 otetaan kayttoon vakiosymboli jokaiselle objektille, johon on
tarve viitata erikseen, ja

* mikali objektien vililld on funktionaalisia suhteita, otetaan
kdyttoon vastaavat funktiosymbolit.

2. Tutkitaan millaisia suhteita objektien vililld on ja otetaan kayttoon
naita vastaavat predikaattisymbolit.

3. Kuvataan suhteiden viliset riippuvuudet predikaattilogiikan lausein.

N /
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/Esimerkki. Funktiosymbolit tarjoavat tavan esittda induktiivisia
tietorakenteita termien avulla.

~

1. Luonnolliset luvut: vakiosymboli 0 ja funktiosymboli s € Fj.
2. Listat: vakiosymboli e (tyhja lista) ja funktiosymboli ¢ € F».

3. Bindaripuut: funktiosymbolit [ € F; (lehtisolmut) ja t € F;
(sisdsolmut).

o Termit I(a),t(l(a), (b)), t(l(a),t(l(b),l(c))), ... vastaavat puita

) .\ , .\ ,
/ b (/ b /o\c

a

N

* Termit 0, 5(0), s(s(0)), . .. vastaavat luonnollisia lukuja 0,1,2,...

* Termit e, c(a,e),c(a,c(b,e)),... vastaavat listoja [ |, [a], [a, D], . ..

~

/
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@simerkki.

Olkoon t = “tuoli”, h = “hattu”, s = “sateenvarjo” vakioita ja
P(z,y) = "z on y:n padlld"” kaksipaikkainen predikaatti. Tallin:

—P(s,t) = “sateenvarjo ei ole tuolin p3all3".

dxP(x,h) =
“on olemassa z, joka on hatun pailld”,

eli “hatun pailld on jotakin”.
JzVy—-P(y,z) =
“on olemassa x siten, ettd mikdan y ei ole x:n paallad”,
eli “jonkin p3alld ei ole mitdan”.
Vz(P(z,h) — P(z,t)) =
“kaikille x: jos x on hatun paill3, niin z on tuolin pailld”,
\ eli “kaikki hatun p3alla olevat ovat tuolin paalla”.

© 2001 Teknillinen korkeakoulu, Tietojenk3sittelyteorian laboratorio

13

14



~

T-79.144 LTP / Syksy 2001 Predikaattilogiikka

15

@simerkki.

ystava

SAIRAAVNVHQ[TAJAT
arvostaa
< ystava

on yelkaa )% kv

N(e) = Alc,c) Iy (Y (z,y) NY (y, z))
Iy (S(z) AS(y) ANV (x,y)) FxA(z,z) AJz(S(z) A N(x))
\—'Vx(S(a:) — N(x)) V(Y (xz,¢c) = V(a,z))
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1.5 Kvanttoreihin liittyvid maaritelmia

Kaavan alikaavat maardytyvat seuraavasti:

* Atomisen kaavan 1) ainoa alikaava on 1 itse.

» Kaavan 3zt (Vx1)) alikaavat ovat 3zp (Vzep) ja ¢:n alikaavat.

* Lauselogiikan konnektiivit (—, —, >, V, A) kasitellddn vastaavalla
tavalla (vrt. alilauseiden maaritelma lauselogiikan tapauksessa).

Esimerkki. Kaavan ¢ = 3z A(z,z) A 32(S(z) A N(x)) alikaavoja ovat

¢, IxA(z, x), Jx(S(x) A N(z)), A(z,x), S(x) A N(x), S(x) ja N(x).
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Vapaat ja sidotut muuttujat kaavassa

kvanttorin Vz vaikutusalue kaavassa V.

Esimerkki.
Yz
Ve (P(z) = 3y Q(z, y))
——
Jy

dx dx

- < PNy
dz (Q(z) <> Vz P(x,2)) V3z R(z)
Va

N

Madritelma. Olkoot Jx1) ja V¢ predikaattilogiikan kaavoja. Alikaava
on kvanttorin dx vaikutusalue kaavassa Jx1y. Vastaavasti alikaava ¢ on

~
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Madritelmd. Muuttujan z esiintym3 kaavassa v on sidottu, jos se
sijaitsee kvanttorin Vz (tai dx) vaikutusalueessa. Kvanttorisymbolia

seuraava muuttujaesiintyma on sidottu.

Esimerkki.
sid. sid. vap. vap. sid sid sid. vap.
NPT ks
Viz (P(Cz "y YWIATYTNQUY) = R(Tx )
Maaritelma.

Kaava ¢ on lause, jos siind ei ole vapaita muuttujaesiintymia.

N

Jos muuttujan x esiintyma ei ole sidottu, niin z:n esiintyma on vapaa.

Muuttuja x esiintyy vapaana ¢:ssa, jos silla on vapaa esiintyma ¢:ssa.

/
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Termin sijoittaminen kaavaan

Madaritelmd. Olkoon ¢(z) kaava, jossa muuttuja z mahdollisesti esiintyy
vapaana ja t termi.

1. Kaavalla ¢(t) tarkoitetaan kaavaa ¢(z), jossa jokainen muuttujan x

vapaa esiintyma on korvattu termilld ¢.

2. Termi t on sijoitettavissa kaavaan ¢, mikali mikaan termin ¢
sisdltdma muuttujan x esiintyma ei joudu sijoituksessa kvanttorin

(Vx tai Jz) sitomaksi.

Huomio. Muuttujaton termi ¢ on aina sijoitettavissa.

N /
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@simerkki. \

1. Olkoon ¢(y) = 3z(P(z,y) vV Q(y,z))-
— Sijoittamalla muuttujattomat termit c ja f(f(d)) kaavaan ¢(y)
saadaan ¢(c) = 3z(P(z,c) V Q(c, )) ja

¢(f(f(d))) = 3z(P(z, f(f(d)) vV QU (f(d)), ).

2. Olkoon 9 (z) = dzP(z) A Q(z).
— Sijoittamalla ¢ saadaan v¥(c) = 3z P(z) A Q(c).

3. Olkoon &(y) = Fz(P(x) A Q(y)).

— Termi f(x) ei ole sijoitettavissa kaavaan £(y), koska f(x):n
sisaltdama muuttujaesiintyma z joutuisi kvanttorin Jx sitomaksi.

— Sen sijaan termi f(z) on sijoitettavissa ja tulokseksi saadaan

\ §(f(2)) = Fx(P(x) A Q(f(2))): /
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2 Predikaattilogiikan semantiikka

¢ Struktuurit

* Predikaattilogiikan totuusmaaritelma

e Semanttiset peruskasitteet

N
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2.1 Struktuurit

Predikaattilogiikassa totuusjakelut korvataan struktuureilla.

Madritelmd. Struktuuri (rakenne) A kielelle £ koostuu
* universumista A, joka on jokin ei-tyhja joukko, seka

* vakio-, muuttuja-, funktio- ja predikaattisymbolien tulkinnoista:
1. Vakiosymbolin ¢ € C tulkintana on alkio ¢ € A.
. Muuttujasymbolin v € V tulkintana on alkio v € A.

2
3. Funktiosymbolin f € F, tulkintana on funktio f4: A™ — A.
4

. Predikaattisymbolin P € P,, tulkintana on relaatio P4 C A™.

N

© 2001 Teknillinen korkeakoulu, Tietojenk3sittelyteorian laboratorio
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Huomioita.
n kp|
* - - - - . -
* Joukon A™ = A x --- x A alkiot ovat monikkoja (tai jonoja)
(a1,...,a,), missa alkiot a1 € A4, ..., a, € A.

e Erikoistapaukset: A1 = A ja A° = {()}, missd () on tyhji jono.

e Kvanttoreilla 3v ja Vo tullaan jatkossa viittaamaan universumin eri

seuraavasti:
Madaritelmd. Struktuurilla AJv — a] tarkoitetaan struktuuria A’,

joka on muuten sama kuin A, mutta muuttujasymbolin v € V
tulkintana v4" onkin annettu alkio a € A (alkion v sijaan).

N

alkioihin. Muuttujan v arvon vaihtaminen struktuurissa A tapahtuu

/
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Helsinki

Berliini

A = {he,tu, ha,be,lo} Helsinki* = he

Tukholma? = tu Hampuri* = ha

Berliini* = be Lontoo® = lo
paikaupunki® = {he,tu,be,lo} C Al = A

{{he, tu), (tu,lo), (lo, be), (he, ha), (ha,be)} C A

\ lento™

2

/
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2.2 Predikaattilogiikan totuusmaaritelma

~

Termien tulkinta struktuurissa

Maaritelma. Olkoon A struktuuri kielelle L.

e Vakio ¢ € C nimed3 universumin alkion c*.

» Muuttuja v € V nimeds universumin alkion v*.

* Jos termit ty,...,t, nimedvit universumin alkiot ¢!, . ..,tﬁ ja

f € Fyn, niin termi f(tq,...,t,) nimedd universumin alkion
FARE, 5.

N3in voimme viitata kielen £ termeilld universumin A alkioihin
(kunhan vakio-, muuttuja-, ja funktiosymbolien tulkinnat on annettu).

N /
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simerkki. Tarkastellaan vakiosymbolia ¢ € C ja funktiosymboleja
f € F1 ja g € Fs. Olkoon struktuurin A universumi A luonnolliset luvut

0,1,2,.... Valitaan em. symbolien tulkinnat seuraavasti:
A = 0,
fA = seuraajafunktio, eli fA4(n) =n+1, ja
g# = summafunktio, eli g4(n,m) = n + m.
Talloin ¢ nimeaa alkion 0,
f(e) nimed3 alkion 1,

() = f(f(...f(c)...)) nimeas alkion n ja
—_——
n kpl
g(f(e), f(f(e)) nime3i alkion 3.

N /
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&aavojen totuusarvojen laskeminen struktuurissa

Olkoon A struktuuri kielelle L.

Madritelmad. Seuraavassa maiaritellian, milloin kaava ¢ € £ on tosi
struktuurissa A (merk. A = ¢) ja milloin epdtosi (merk. A [~ ¢).

1. A=t =ty <= tf' ja t3' ovat sama universumin A alkio
(t1 ja ty ovat mitd tahansa termeji).

2. AEP(t1,...,tn) =
(t1,...,tn)" (eli jono ({4, ..., t)) kuuluu tulkintaan P4
(t1,...,t, ovat mitd tahansa termejad ja P € P,).
3. A a <= Al a.
4 AEaANpB << AEaja AEp.

kS. A=aVp <= AEati AE=pS.

~
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6. AFa—f <= AFata AEL

7. AEao f < joko AEaja ARE=pS, tai A aja A L.

8. AEJza(r) —
Alx — a] E a(x) jollekin universumin alkiolle a € A.
9. AEVza(r) <

Alz — a] = a(z) kaikille universumin alkioille a € A.

Viite. Kaikille kaavoille ¢ € L patee joko A = ¢ tai A [~ ¢.

Viite. Jos kaava ¢ € L on lisdksi lause, sen totuusarvo ei riipu
muuttujien v € V tulkinnoista struktuurissa A.

N
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/Esimerkki. Tarkastellaan graafin solmujen joukkoa (universumi) ja

,_
S1 > So

t

Y

S0

vastaa struktuuri A, jonka universumi on A = {sg, 1,2} ja K:n
tulkinta K4 = {(sq, s1), (51, 52), (52, 52)}.

1. <$0,81> € KA — <CE,y)A[$HSO’yH31] e K.A[a:l—)so,yl—)sl]
= Az so,y— s1] = K(z,y)
= Az — so] = JyK(z,y).

2. Vastaavasti (s1,52) € KA = Az — s1] = JyK (z, 7).

\3. Vastaavasti (sg,52) € KA = Alz > s3] = YK (z,y).

esitetddn kaaret kaksipaikkaisen predikaatin K avulla. Nyt esim. graafia

~

/
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Esimerkki. (jatkoa)

4. Koska Alz — s;] = JyK(x,y) jokaiselle universumin alkiolle
s; € A, saamme A = Vz3yK(z,y).

5. Lisdksi esim.

(s2,82) € KA (x,x)A[w’_’”] € KAlzrs2]
Alz — so] E K(z,x)
Az — so] = - K (z, 1)
A FENVz-K (z,x)
A= —Vz-K(z, ).

I

N
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2.3 Semanttiset peruskasitteet

* Semanttisten peruskasitteiden maaritelmat ovat muodoltaan samat.

* Olennaisena erona lauselogiikkaan on, ettad lauseiden rakenne on
monipuolisempi ja ettd struktuurit korvaavat totuusjakelut.

Maaritelma. Struktuuri A on lauseen o € £ malli, joss lause a on

tosi A:ssa eli A = a.

Madritelma. Struktuuri A on lausejoukon ¥ C £ malli, joss kaikille
lausejoukon X lauseille o € ¥ patee A = o.

N /
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Madritelmd. Lause o € L (tai lausejoukko 3 C L) on toteutuva, joss

ainakin yksi struktuuri A on sen malli.

Esimerkki. 3zVyP(x,y) on toteutuva.
Olkoon A:n universumi A = {1,2} ja PA = {(1,1),(1,2)}.

1. (1,1) e PA = (g, y)Alemly=1] ¢ pAlzoly=i]
= Az~ 1,y— 1] = P(z,y).

2. (1,2) € PA = (g,y)Alerly=2] ¢ pAlzoly-2)
= Az~ 1,y— 2] = P(z,y).

3. Siis Alz — 1] =VYyP(z,y) ja A E JFzVyP(x,y).

N /
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~

ﬁ/léiéiritelméi. Kielen £ lause « on patevd (merkitddn = «), joss A = a\
kaikissa L:n struktuureissa A.

Esimerkki. = (VzP(z)) < (—3z—P(x))

Kaikille kielen £ struktuureille A patee:

A =VzP(x)

Az — a] = P(x) kaikille a € A

pAlze] ¢ pAlz—al kaikille a € A

ei ole niin, ettd pAlz—al o4 PpAlz—a jollekin a € A
ei ole niin, ettd A[z — a] = P(z) jollekin a € A
ei ole niin, ettd A[z — a] = - P(z) jollekin a € A
A £ - P(z)

[ A

A = —Jz-P(z).
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Esimerkki. = VzP(z)V —VzP(z)
Olkoon A mielivaltainen £:n struktuuri.
Nyt A EVzP(z) <= A —VzP(z), joten A =VzP(z)V -VzP(zx).

Madritelma. Kielen £ lause o on L:n lauseiden ¥ looginen seuraus
(merkitddan ¥ = ), joss « on tosi jokaisessa ¥:n mallissa.

Esimerkki. {VzP(z)} &= JzP(x)

Olkoon A struktuuri siten, ettd A = VzP(z). Talldin
—> kaikille a € A pitee Az — a] = P(x)

= jollekin a € A pdtee A[z — a] = P(x)

(universumi A on ei-tyhja struktuurin maaritelman perusteella)

= A= JzP(z).

N /
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/Peruskf—isitteiden viliset yhteydet \

~

Seuraavat patevat myos predikaattilogiikan tapauksessa:
* Ea <= -« on toteutumaton.
* Y a < X U{-a} on toteutumaton.
ckEa <= lEa
* {o1,-- s} E D = E QA ADy — .

» Kompaktius: jos ¥ = ¢, niin on olemassa darellinen osajoukko
Y C ¥ siten, ettd X' = ¢.

* X CCn(%).

* Monotonisuus: ¥; C Y9 = Cn(X;) C Cn(2,).

« Cn(Cn(%)) = Ca(%).
N J
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@simerkki. \

tentti(tiistai),

5= tentti(keskiviikko),
luento (keskiviikko),

| Vz(—tentti(x) A —luento(z) — vapaa(z)) |

Onko ¥ = vapaa(perjantai)? Ei, koska 16ytyy vastamalli A, jonka
perusteella ¥ = vapaa(perjantai) eli A = X ja A [~ vapaa(perjantai)!

Olkoon universumi A = {t, k,p} ja symbolien tulkinnat seuraavat:

tiistai* = ¢ keskiviikko* =k
perjantai* = p tentti* = {t, k}
luento® = {k,p} vapaat = {}

N /
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A

3 Semanttiset taulut predikaattilogiikalle

* Taulusaannot kvanttoreiden kasittelyyn
* Semanttiset taulut predikaattilogiikalle
e Ohjeita taulutodistusten laadintaan

e Systemaattinen taulu

¢ Vastamallin konstruointi

N
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3.1 Taulusdiannoét kvanttorien kiasittelyyn

* Vakio ¢ on uusi, mikali se ei esiinny muualla ko. polulla.

* Muotoa T 3zp(x) (tai EVze(x)) oleva solmu tulee hajoittaa
kertaalleen kayttden jotain (hajoitushetkelld) vutta vakiota c.

T 3zp(z) EVzp(z)

Ty(c) Eop(c)

c uusi vakio | ¢ uusi vakio

Huomio.

e Uuden vakion kdyttéonotto johtuu siitd, ettemme tiedd, milla

N

universumin alkiolla on ominaisuus ¢ (tai ei ole ominaisuutta ¢).

/
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* Muotoa T'Vzp(z) (tai EJzyp(x)) oleva solmu tulee (tarvittaessa)
hajoittaa kaikille muuttujattomille termeille ¢ (vakioita tai vakioista
ja funktiosymboleista rakentuvia termeja).

TVzp(x) E Jzp(x)

Te(t) Eo(t)

t muuttujaton | ¢ muuttujaton

termi termi

Huomio.

* Muuttujattomia termeja voi olla ddretén maara, joten muotoa
TVzo(x) (tai E3Jze(x)) olevaa solmua ei valttdmattd saada

hajoitetuksi soveltamalla ao. taulusdantod darellisen monta kertaa.

/
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Esimerkki.

1. T 3zVy3zP(z,y, z)
2. TYy3zP(a,y,z) - */® (a uusi vakio)

3. T3zP(a,a,z) > ¥/°
4. TP(a,a,b) 3 #/b (b uusi vakio)

5. T3zP(a,b,z) 2 ¥/°
6. TP(a,b,c) 5 =/¢ (c uusi vakio)

jne.

N /
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3.2 Semanttiset taulut predikaattilogiikalle

~

* Semanttisten taulujen maaritelma sailyy ennallaan.

e Ehtoja, milld polun solmu on hajoitettu, joudutaan tdydentamaan:

Olkoon 7 semanttinen taulu ja P polku juurisolmusta lehtisolmuun
7:ssa. P:n solmu T'Vzp(x) (F 3zxp(x)) hajoitettu polulla P, jos

— polulla P esiintyy Tp(t) (E¢(t)) kaikille muuttujattomille
termeille ¢, jotka voidaan muodostaa polulla P esiintyvista vakio-
ja funktiosymboleista (vakiosymboleja on oltava ainakin yksi).

Huomio. Mikili polulla P ei esiinny vakiosymboleita, 7'V P(x)
tulee hajoittaa kdyttden jotain uutta vakiosymbolia c.

* Muilta osin semanttisen taulun (ja sen polkujen) ristiriitaisuuden ja

valmiuden maaritelmat sailyvat ennallaan.

N /
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* Taulumenetelm3i voidaan kayttda loogisten ongelmien ratkomiseen

kuten lauselogiikan tapauksessa.

Madritelmd. Taulu 7 on lauseen ¢ todistus, jos taulun 7 juuressa on E¢
ja 7 on ristiriitainen. Jos lauseella ¢ on todistus, on ¢
teoreema/todistuva (merkitdan + ¢).

Madritelmad. Lause ¢ on johdettavissa darellisestd lausejoukosta
Y ={¢1,...,¢n} (merkitddn X I ¢), joss juurialkiosta

E(p1A -+ - App, — ¢) muodostettu valmis semanttinen taulu on
ristiriitainen.

Viite. X F ¢ <= X = ¢ (virheettdmyys ja taydellisyys).

N /
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Esimerkki. Onko {P(a),Vz(P(x) — Q(z))} F Q(a) ?

~

1. TVz(P(z) — Q(x))
2. T P(a)

3. EQ(a)

4. T(P(a) — Q(a)

~—

=
8

S~
]

5. E P(a) * 5. T Q(a) *
X X

Taulu on ristiiriitainen. Lause @(a) on siis johdettavissa lausejoukosta
{P(a),Vz(P(z) = Q(z))} (seka lausejoukon looginen seuraus).

N

/
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Esimerkki. Onko {Jz(P(z) AQ(x))} F P(a) ?
1. T3z(P(z) A Q(z))
2. EP(a)

3. T(P(b) A Qb)) -/

|

4. TP(b) 3

5. TQ(b) *

Taulu saatiin valmiiksi muttei ristiriitaiseksi. Lause P(a) ei ole
johdettavissa lausejoukosta {3z(P(z) A Q(z))}
(eikd myoskaan lausejoukon looginen seuraus).

N
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3.3 Ohjeita taulutodistusten laadintaan

~

* Lauseen rakenne maaraa edelleen, mita taulusdantod tulee kayttaa
(jasennyspuun juuressa oleva konnektiivi).

e Solmujen hajoittamisjarjestyksella voi usein vaikuttaa taulun kokoon
(haarautumista kannattaa valttda).

» Jalkimmaisissa kvanttorisaanndissa esiintyvan t:n tilalle valitaan
hajoittamishetkelld (eikd myShemmin) jokin vakio tai funktio- ja
vakiosymboleista rakentuva termi.

* Valitsemalla muuttujattomat termit ¢ sopivasti voidaan usein

nopeuttaa taulun valmistumista.

N /
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1. Valitaan muuttujattomaksi termiksi ¢ vakio, joka ei esiinny lauseissa.

Esimerkki. Osotetaan {VzP(z)} - 3xP(x).

1. TVzP(x)
2. E3zP(x)
3. TP(c)" ®/¢

4. EP(c)* /¢
X

Huomio. Tama3 on perusteltua, koska universumissa A on aina
\vé’hinté’é’n yksi alkio a € A, joka voidaan nimeti (eli ¢* = a). J
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2. Solmu T'Vzp(z) (tai E Jzp(x)) joudutaan hajoittamaan useasti.

~

Esimerkki. {VzP(z)} - P(a) A P(b)
1. TVzP(z)
2. E(P(a) A P(b))
3. TP(a)! */®
4. TP(b) =/®

5. EP(a)* 5. EP(b)*
X X

N

~
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3. Muuttujien korvaaminen sopivilla muuttujattomilla termeilla.

Esimerkki.
{VaVyVz(P(z,y) A P(y,z) = P(x,z)), P(a,b), P(b,c)} - P(a,c)

* Semanttiseen tauluun tulee solmu
TVzVyVz(P(z,y) N P(y,z) — P(z,z)), josta voidaan johtaa
kvanttorisaannoilla 27 erilaista todeksi merkittya implikaatiota.

* Ristiriidan johtamisen kannalta olennaisia ovat implikaatioista ne,
joissa esiintyy atomisia lauseita P(a,b), P(b,c) ja P(a,c).

» Esimerkin tapauksessa tamid johtaa ensimmaiseksi z:n, y:n ja z:n
korvaamiseen vakoilla a, b, ja ¢ (ndin saatava implikaatio riittaa).

* Muita implikaatioita ei tarvita, ja niiden johtaminen ja mahdollinen
hajoittaminen johtaa semanttisen taulun tarpeettomaan kasvuun.

/
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~

1. TYavVyVz(P(z,y) A P(y, 2) = P(z,2))
2. TP(a,b)
3. TP(b,c)
4. EP(a,c)
5. TVaVy(P(z,y) A Pl(y, ¢) = P(z,c))l #/¢
6. TVz(P(z,b) A P(Ib, ¢) — P(z,c))5 v/

7. T(P(a,b) A P(b,c) — P(a,c))S @/

/
8. E(P(a,b) A P(b,c))” 8. TP(a,c)”

" - Y,
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C Solmujen keskinginen hajoitusjirjestys voi olla ratkaisevassa roolissa.\
Esimerkki. {VzP(x),Vz(P(z) = Q(z)),Q(a)} F VzQ(x)
1. TV2P(z)
2. TVz(P(z) = Q(z))
3. T Q(a)
4. EVla:Q(a:)
5. EQ(c)* */¢
6. T Pﬁc)l' @/e
7. T(P(c) = Q(c))* */°

8. EP(0)"  8.TQ(c)"™
N /
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Kvanttorisekvenssien kasittely

Jatkossa sallimme seuraavien johdettujen taulusdantojen kayton
kvanttorisekvenssien kasittelyssa:

TVzy- - -Veap(xy,...,2,) | EJzy - Jzpo(z, ..., 20)

Tgo(tl,...,tn) Ego(tl,,tn)

T3z, - Fzpp(x1,. .. 2n) | EVey---Vepp(zy, ..., Tn)

To(ciy ..., cn) Ep(er,...,cp)

Ylld ¢q,...,c, ovat taulusddntojen edellyttdmia wusia vakioita ja

kvastaavasti t1,...,t, ovat valittuja muuttujattomia termeja.
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e A

4 Systemaattinen taulu

* Lauselogiikan keskeiset paattelyongelmat ovat ratkeavia.

Esimerkki. Voidaan konstruoida deterministinen Turing-kone T', jonka
suoritus pysahtyy syotteeksi annetulla lauselogiikan lauseella ¢

1. hyvidksyvaan tilaan k (kylld), jos sydte ¢ on pateva, ja
2. hylkdavaan tilaan e (ei), jos sydte @ ei ole pateva.
Huomioita.

» Tallainen algoritmi voi perustua esim. totuustaulukkoihin,
semanttisiin tauluihin tai resoluutioon.

* Myoés looginen ekvivalenssi, looginen seuraavuus ja toteutuvuus ovat

lauselogiikan tapauksessa ratkeavia ongelmia.

N /
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* Predikaattilogiikka ei ole ratkeava, vaan puoliratkeava.

Esimerkki. Lauseen ¢ patevyyden tarkastamista varten voidaan
konstruoida seuraavanlainen deterministinen Turing-kone T

1. Jos sybte ¢ on patevd, T pysahtyy hyvaksyvdan tilaan k (kylld).
2. Jos sydte ¢ ei ole pateva, T pysahtyy joskus hylkdivaan tilaan e (ei)
ja joskus T ei pysdhdy lainkaan.
Huomio. Tillainen algoritmi voi perustua semanttisiin tauluihin:

* Rakentamalla semanttinen taulu tietylld tavalla systemaattisesti,
voidaan taata, etta taulu saadaan aina ristiriitaiseksi, kun sen

juuressa on E¢ ja ¢ on pateva.

/
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ﬁystemaattisen taulun periaatteita \

* Tuotetaan indeksoimalla riittava maara uusia vakioita ¢y, co, c3, . .

kun hajoitetaan muotoa T 3z (zx) tai E Vzi)(x) olevia solmuja.

e Tuotetaan tarpeen mukaan muuttujattomia termeja tq,to, t3,.. .,
jotka rakentuvat E¢:ssa esiintyvistd vakio- ja funktiosymboleista
sekd mahdollisesti kdyttoonotetuista uusista vakioista c1, co, 3, - - ..

e Sekvenssin tq,ts,t3,... on oltava reilu: jokainen em. symboleista
rakentuva muuttujaton termi ¢ esiintyy siind jonain termina ¢;.

* Hajoitusten reiluus: taataan, ettd taulun keskenerdisilla poluilla
esiintyvat hajoittamattomat solmut tulevat hajoitusvuoroon
(seuraavan kerran) &darellisen monen muun hajoituksen jalkeen.

* Muotoa T'Vze)(x) tai E Jz1p(x) olevia solmuja hajoitetaan
\ jarjestyksessa kdyttden muuttujattomia termeja ¢y, to, t3,. . .. J
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Huomio. Muotoa T'Vz¢(x) tai E Jx¢(x) olevia solmuja sisiltivia

polkuja ei valttdmattd saada hajoitetuksi darelliselld askelmaaralld, jolloin
valmis taulu muodostuu darettomaksi (puoliratkeavuuden ilmentyma).

Esimerkki. Kirjoitetaan luonnollisten lukujen >-relaatiolle maaritelma.
Olkoon G(z,y) = "z > y"ja s(x) luvun z seuraaja (eli z + 1).
* Maaritelma: Vo G(s(z), z) ja VaVy(G(z,y) = G(s(z),y)).

* Kysely: onko G(s(s(s(0))), s(0)) maaritelman looginen seuraus?

Hajoitetaan systemaattisesti semanttisen taulun solmuja

TVzG(s(z),x) ja TVzVy(G(z,y) — G(s(x),y))

kayttden muuttujattomia termeja: 0, s(0), s(s(0)), s(s(s(0))),...

/
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/0 Mikali solmujen hajoitusjarjestys rikkoo edelld esitettya \
reiluusperiaatetta, todistuksen |oytyminen ei ole taattu.

Esimerkki. Jarjestys, miss3d hajoitetaan ainoastaan solmua
TVz G(s(z),x) em. muuttujattomien termien suhteen, ei ole reilu:

1. TVz G(s(x), z)
2. TVzVy(G(z,y) — G(s(x),y))
3. EG(s(s(ls(O))),s(O))
4. T G(s(0),0) ' #/°
4. TG(s(s(O))l,s(O)) 1. @/2(0)

4. TG(S(S(S(O)))’F(S(O))) 1. z/s(s(0))

" y
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/ 1. TVz G(s(z),x) \

2. TV2Vy(G(z,y) — G(s(z),v))

3. EG(s(s(s(0))),s(0))
),0) 1. 2/0

4. T G(s(

—

5. TVy (G(0,)

6. T(G(0,0) — G(s(0),0)) > ¥/°
/ \

7. EG(0,0) 7. TGﬁs

G(s(0),9)) > */°

_i

8-TG<s(s(0))|,s(0)) L/ 8. TG(s >,s ) L /s(0)

9. TVy(G(s(0),y) — G(S(S(O)),y)) 2. ¢/5(0)

\Systemaattinen taulu voi tehda turhaa ty6ta — heuristiikkaa tarvitaan!/
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/Esimerkki. Valitsemalla muuttujattomat termit aikaisemmin esitetyill3 \
periaatteilla semanttinen taulu ja3 huomattavasti pienemmaksi:

1. TVzG(s(z), z)
2. TV2Vy(G(z,y) = G(s(x),y))

|
3 BG6(s(0)):0)

4. TVy(G(s(s(0)),y) — G(s(s(5(0))),y)) 2 =/s(s(0)

5. T (G(s(5(0)), 5(0)) — G(5(5(s(0))), 5(0))) > #/°©
6. EG(s(s(0)),5(0)) 6. TG(s s(j((]))),s(()))

7. T G(s(s(0)),s(0)) z/5(0)

N X /
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/

3.5 Vastamallien konstruointi

* Vastamallin (struktuuri) konstruoinnissa voidaan hyddyntda
semanttisen taulun ristiriidattomasta polusta saatavia atomisia
lauseita koskevia totuusarvovaatimuksia T P(tq,...,t,),
EQ(s1,...,5m), -..(tit ja sj:t ovat muuttujattomia termeja).

* Valitaan riittavan iso universumi A, jotta pystytdan antamaan
tulkinnat totuusarvovaatimuksissa esiintyville vakio- ja
funktiosymboleille.

e Taman jalkeen valitaan predikaattien tulkinnat
totuusarvovaatimusten mukaisesti:

1. Jos T P(ty,...,t,) on polulla, (tfX,... t2) € PA,

2. Jos EQ(s1,...,5m) on polulla, (sft,... sA) & QA

N /
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/- Menettely on kayttokelpoinen erityisesti, jos valmiin semanttisen \
taulun ristiriidaton polku muodostuu darelliseksi:

Esimerkki. Vastaesimerkki lauseen Va(P(z) — Q(x)) patevyydelle.

1. EVz(P(z) — Q(x))
2. BE(P(c) = Q(c)) ™ */°

T *
4. B(Q(e) *

1. Totuusarvovaatimukset ristiriidattomasta polusta: 7' P(c) ja E Q(c).
2. Riitt3a, ettd universumiin A = {1} otetaan yksi alkio s.e. c* = 1.

3. Totuusarvovaatimusten nojalla: 1 € P4 ja 1 ¢ Q4.

K4. Nim3 vaatimukset toteutuvat valinnoilla PA = {1} ja Q4 = 0. J
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~

ﬂsimerkki. {Vz(P(z) A Q(z) — R(x))} = Vz(Q(z) = R(z)). \

1. TVz(P(z) A Q(z) — R(z))
2. EVz(Q(z) — R(x))

3. E(Q(c) — R(c)) * ®/°
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» Tarkastellaan taulun ainoaa ristiriidatonta polkua P.
— Polulla esiintyy yksi vakiosymboli ¢ muttei funktiosymboleja.
— Voidaan muodostaa ainoastaan yksi muuttujaton termi eli ¢ itse.

— Taten solmu T'Vz(P(x) A Q(z) — R(z)) on hajoitettu polulla
P, koska polulla P on solmu T'(P(t) A Q(t) — R(t)) jokaista
muuttujatonta termid ¢ € {c} kohti.

— Polku P on siis valmis.
* Nain ollen taulu on kokonaisuutena myds valmis.
* Polulta P saadaan vaatimukset E P(c), T Q(c) ja E R(c).

* Valitaan universumiksi A = {1} ja symbolien tulkinnoiksi ¢4 = 1,
PA=RA={}]a Q4= (1}

/
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ﬂsimerkki. Joskus darettomastakin ristiriidattomasta polusta voi
onnistua muodostamaan 3darellisen vastamallin.

1. EEIx(P(aﬁ V P(f(z)))
2. E(P(a) V P(f(a))) * */°
3. EP(a)
4. EP(:f(a)) 2.
5. BE(P(a) V P(f(f(a)))) "/
6. EP(a) >

I
7. EP(f(f(a))

~

/
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Tarkastellaan taulun ainoata ristiriidatonta polkua P.

Polku ei ole valmis, koska solmu E 3z(P(a)V P(f(z))) ei ole
hajoitettu: polulla P ei ole solmua E(P(a)V P(f(t))) esim.
muuttujattomalle termille ¢t = f(f(a)).

Polulta P saadaan vaatimukset
E P(a), EP(f(a)), EP(f(f(a)), - .

Naiden siannonmukaisuudesta johtuen valitaan universumiksi
A = {1} ja symbolien tulkinnoiksi a* =1, f4:1+ 1 ja PA ={.

Koska taulu ei ollut valmis, on syyta todeta lisdksi, ettd
A ¥ 3z(P(a) V P(f())).
Taten A on vastamalli lauseen 3z(P(a) V P(f(x))) patevyydelle.

~

/
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4 Hilbertin jarjestelma

Aksiomat ovat seuraavan muotoisia kaavoja:

[E—Y

La—= (B—a)

N

(@=(B—=7)—=(a—=p)—=(a—=7))

w

(ma) = (@ = p)

SN

. Vza(z) — a(t) kaikille termeille ¢ (sijoitettavissa «:aan)

(6]

. Va(a — B(x)) = (o — VxB(x)), jos x ei esiinny vapaana a:ssa.

OH‘# (MP) % (Yleistys)

Paattelysaannot:
Vo

N

/
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Madaritelma. Olkoon X joukko lauseita.

Todistus Y.:sta on jono kaavoja aq, ..., a, siten, ettd kaikille
ie{l,...,n}

e oy €3,
* «; on aksioma, tai
e «; on saatu paattelysdannolla aikaisemmista kaavoista.

Lause « on johdettavissa lausejoukosta Y. (merkitdan X g «), jos on
olemassa todistus a, ..., o, lausejoukosta X siten, ettd a = .

Lause « on teoreema/todistuva (merkitddn g «), jos se on
johdettavissa tyhjastd lausejoukosta ¥ = ().

N

/
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Esimerkki. Todistetaan Vz(P(z) — P(z)).

~

1. P(z)— ((P(z) = P(z)) —» P(x)) Ax1
2. (P(z) = ((P(z) = P(z)) = P(x)))
— ((P(z) = (P(z) = P(x))) = (P(z) — P(z))) Ax2

3. (P(z) = (P(z) > P(z))) = (P(z) = P(x)) MP,1,2
4. P(z) = (P(z) — P(x)) Ax1

5. P(zx)— P(x) MP,3,4
6. Vz(P(xz)— P(x)) Yleistys,5

* Todista Vz(P(xz) — P(x)) mybs semanttisella taululla.

N

* Suppesin jarjestelma voidaan myos yleistda predikaattilogiikalle.
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5 Normaalimuodot

* Prenex-normaalimuoto
* Konjunktiivinen normaalimuoto
* Eksistenssikvanttorien eliminointi

* Lauseiden klausuulimuoto predikaattilogiikassa

N
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5.1 Prenex-normaalimuoto

Lause « on prenex-normaalimuodossa, mikali se on muotoa

Q1119272 -+ - QnTn @,
missa jokainen Q; on jompikumpi kvanttoreista (V tai 3) ja
alikaava ¢ ei sisalla kvanttoreita.

Esimerkki. Seuraavat lauseet ovat prenex-normaalimuodossa:

P(a), YxP(x), Vz3y P(z,y) ja

VaIyVzVYw(P(z,y,z) = (Q(y, z,w) = R(z,w,x))).
Vdite. Jokainen predikaattilogiikan lause on loogisesti ekvivalentti jonkin
prenex-normaalimuodossa olevan lauseen kanssa.

N /
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Lauseiden muuttaminen prenex-normaalimuotoon

Mika tahansa predikaattilogiikan lause voidaan muuttaa
prenex-normaalimuotoon seuraavalla menettelylla:

1. Poistetaan konnektiivit — ja <:
=P~ VY
prth~ (O VYP)A(PV )
2. Viedaan negaatiot lauserakenteen sisddan (atomisten kaavojen eteen):
ﬁﬁgp o QO
(@ AY) ~ -V g Qr—Vyp ~ QrIy—p
~(p Vi)~ —p A Qr—3yp ~ QuVy—p

Ylli Ox on miki tahansa kvanttorien sekvenssi.

/
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3. Tuodaan kvanttorit ulos lauserakenteesta:
Qu(Vyp(y) Vi) ~ QuVz(p(z) V 1)
Qz(Vyp(y) A ) ~ Qavz(p(2) A )
Q (v V Vyp(y)) ~ QaVz(yh V ¢(2))
(% AVye(y)) ~ Quvz(y A ¢(2))

* Ylld y korvataan uudella muuttujalla z, mikali y esiintyy vapaana
alikaavassa 1. Muussa tapauksessa z voi aivan hyvin olla .

» Eksistenssikvanttorit Jy kasitellian samaan tapaan
(saadaan 4 vastaavanmuotoista sdanto3 lisaa).

Esimerkki. Muuttujan korvaaminen on olennaista:

Ve P(x) VVzQ(x) ~ Va(P(z) VVzQ(x)) ~ VaVy(P(x) V Q(y)).

N

/
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Esimerkki. Suoritetaan muunnos prenex-normaalimuotoon:

Vz(P(z) —» 3zR(z,x)) — JzQ(z)
P(z) = 3zR(z,z)) V FzQ(x)
(x) V3IzR(z,z)) V FzQ(z)
Jz—(-P(x) V IzR(z,z)) V JzQ(x)
Jz(——P(x) A —-3zR(z,x)) V zQ(x)
dz(P(xz) AVz=R(z,z)) V JzQ(x)
Jz(3z(P(x) AVz-R(z,x)) V Q(x)
Fz3y((P(y) A Vz-R(z,y)
Jz3y(Vz(P(y) A ~R(z, y)
FrIVz((P(y) A ~R(z,y)

—Va(
ﬁV.’L'(—IP
(—P

x

Q(z)
Q(z)
Q(x)

O O A O A A ¢

x

3
)V Q(x))
)V Q(x))
)V Q(z))
)V Q()).

-~
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/5.2 Konjunktiivinen normaalimuoto

Maaritelma. Literaalit ovat joko
1. atomikaavoja P(t) (eli positiivisia literaaleja) tai
2. atomikaavojen negaatioita —~P (%) (eli negatiivisia literaaleja).

Madritelma. Lause « on konjunktiivisessa normaalimuodossa, mikali se
on on prenex-normaalimuodossa Q121 QsTs - - - QpTy, @, Missa
kvanttoreita sisaltamaton osa ¢ = ¢1 A --- A ¢, ja jokainen konjunktion
jasen ¢; on muodoltaan literaalien disjunktio.

Esimerkki. Lause

@ konjunktiivisessa normaalimuodossa. /

VaIyVz((=P(z,y) v Qy, ) A R(2) A (=R(x) V P(y, 2) V Q(x, 2)))
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Viite. Jokainen predikaattilogiikan lause on loogisesti ekvivalentti jonkin
konjunktiivisessa normaalimuodossa olevan lauseen kanssa.

Esimerkki. Muunnetaan edelld johdettu prenex-normaalimuoto edelleen
konjunktiiviseksi normaalimuodoksi:

~

e Tarvittaessa prenex-normaalimuodon kvanttoreita sisdltamaton osa
voidaan jarjestad konjunktiiviseen normaalimuotoon seuraavasti:

eV (pAY) ~ (V) A(pV )
(BAPIVe ~ (V) A[@V )

* N3in ollen voimme todeta seuraavan tuloksen:

Fz3yVz((P(y) A ~R(z,y)) V Q(z))
~  JeTyVz((P(y) v Q(x)) A (-R(z,y) V Q(x))).

N /
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5.3 Eksistenssikvanttorien eliminointi

Esimerkki. Tarkastellaan kahta kokonaislukuja koskevaa vaittamaa:

1. Summafunktiolla on vasen identiteetti:
Vy(xz +y = y).
Identiteettialkio voidaan nimeta vakiosymbolilla 0:
Vy(0+y =1y).
2. Jokaisella kokonaisluvulla on vastaluku:
Vody(z +y = 0).
Vastalukufunktio voidaan nimeta funktiosymbolilla —:

Ve(z + —(z) = 0).

N /
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Eksistenssikvanttorien eliminointi yleisessd tapauksessa

Olkoon Qz¢ prenex-normaalimuodossa ja dz kvanttorisekvenssin Qx
ensimmainen eksistenssikvanttori.

1. Jos kvanttori dz on sekvenssiss3 gx vieldpa ensimmadisena,
poistetaan Jx sekvenssistd ja korvataan ndin syntyvat muuttujan z
vapaat esintymat jollain uudella vakiolla c.

2. Jos kvanttoria Jx esiintyy sekvenssissa O universaalikvanttorien
Y1 - - -Vy,, jalkeen, poistetaan kvanttori dz ja korvataan ndin
syntyvat muuttujan x vapaat esiintymat termilla f(y1,...,yn),
missa f on uusi funktiosymboli.

N /
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JzP(x

JxVy3xP(x,y
Vo3y(P(z,y) A Q(y, x)
VeIyVzawP(w, z,y, ©
xIYVzP(x,y, 2, x
Vedy3zP(x,y, z

— N e N N N

N

¢ ¢ e e

ja funktiosymboleita Skolem-vakioiksi ja -funktioiksi.

Esimerkki. Suoritetaan Skolemointi seuraaville lauseille:

P(c)

VyP(f(y),y)

Ve (P(z, f(z)) A Q(f(x),x))
VaVzP(g(x, 2), z, f(z), x)
VzP(c1,co,2,¢1)

VzP(z, fi(z), f2())

/0 Eksistenssikvanttorien eliminointia kutsutaan kehittdjansd mukaan \
Skolemoinniksi ja vastaavasti ko. prosessissa valittavia uusia vakio-
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Skolemoinnin loogiset ominaisuudet

Vdite. Prenex-normaalimuodossa oleva lause ¢ on toteutuva <=
lauseen ¢ skolemoitu muoto ¢’ on toteutuva.

Huomio. Prenex-normaalimuodossa olevan lauseen ¢ skolemoitu muoto
¢ ei vdlttamattd ole loogisesti ekvivalentti lauseen ¢ kanssa.

Esimerkki. Lause 3z P(z) ja sen skolemoitu muoto P(c).
Nyt = P(c) = JzP(z), mutta = JzP(x) — P(c).

Vastamalli A: universumi A = {1,2}, ¢* =1 ja PA = {2}.
Nyt A = 3z P(x), mutta A = P(c).

Taten myds = Jdz P(x) <> P(c) ja edelleen 3z P(x) # P(c).

~
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/5.4 Lauseiden klausuulimuoto predikaattilogiikassa \

Mille tahansa lauseelle voidaan hakea klausuulimuoto seuraavasti:
1. Haetaan prenex-normaalimuoto.

2. Muunnetaan tama konjunktiiviseen normaalimuotoon.

3. Tarvittaessa poistetaan eksistenssikvanttorit Skolemoimalla.
4. Kirjoitetaan klausuuliesitys (joukko literaalien joukkoja).

Esimerkki. Klausuuliesitys lauseelle Vz(—(P(z) — YyQ(z,y)) V R(x)):
~  VzIz((P(z) A ~Q(z, 2)) V R(z)) (1)
Vz3z((P(x) V R(z)) A (-Q(z, 2) V R(x)))  (2)
Va((P(z) V R(2)) A (-Q(z, f(2)) V R(z))) (3)
k {{P(z), R(x)}, {-Q(z, f(2)), R(x)}}. (4) /

© 2001 Teknillinen korkeakoulu, Tietojenk3sittelyteorian laboratorio
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/H i 1 ] A¢p, on \

uomio. Jos lause on muodoltaan konjunktio ¢ A -- -

mahdollista saattaa konjunktion jasenet ¢1,..., ¢, klausuulimuotoon
erikseen. Muista myds, ettd =(p1 A=A dp = @) = d1 A+ A A 9.

Esimerkki. VzP(z) A 3zQ(x). Konjunktion jasenille saadaan
klausuuliesitykset {{P(x)}} ja {{Q(c)}} ja ndinollen koko lauseen
klausuuliesitykseksi ndiden unioni {{P(z)},{Q(c)}}.

Huomio. Existenssikvanttorit kannattaa tuoda ulos lauserakenteesta
ennen universaalikvanttoreita (mikili mahdollista).

Esimerkki. Siis VzP(x) vV 3zQ(z) kirjoitetaan muotoon
JxVy(P(y) V Q(x)) eikd muotoon VzIy(P(z) V Q(y))-

N3in saatetaan valttdd Skolem-funktioiden kdyttdonotto tai
ainakin vahennetdan Skolem-funktioiden argumenttien lukumaaraa

\=> klausuulimuodosta tulee rakenteeltaan yksinkertaisempi.

/
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6 Tietdmyksen esittamisesta

» Tietamyksen esittaminen predikaattilogiikalla
* Ohjeita predikaattien madarittelemiseen
* Nimien yksikasitteisyys ja kattavuus

* Negatiiviset ehdot ja johtopaatokset

N /
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@.1 Tietamyksen esittaminen predikaattilogiikalla \

Annettuun jarjestelmaan liittyvaa tietamysta voidaan esittaa valitsemalla
* sopiva predikaattilogiikan aakkosto (joukot P, C ja F) ja

 vastaavaan kieleen £ perustuva lausejoukko X C L, jonka lauseet
madarittelevat jarjestelmidn ominaisuudet.

Tarkastellaan maaritelmajoukon ¥ loogisten seurausten joukkoa
On(®) = {pe £ = ).
Nyt
e Y muodostaa jarjestelm3a koskevan eksplisiittisen tietimyksen ja

* joukon Cn(X) — X lauseet ovat implisiittistd tietimysta eli

\ vaittamid, jotka voidaan paatelld eksplisiittisestd tietdmyksesta. J
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ﬂsimerkki. Kuvataan sihkolinjaa predikaattilogiikan lausein: \

Y = {VzVyVz(johto(z,y) A jannite(x, z) — jannite(y, z)),
johto(pl, p2), johto(p2, p3), jannite(pl,220) }.

Nyt esim. lause jannite(p3, 220) on implisiittistd tietdmysta:

1. TVzVyVz(johto(z,y) A jannite(x, z) — jannite(y, z))
2. T johto(p1, p2)
3. T johto(p2, p3)
4. T jannite(p1, 220)
5. F jannite(p3,220)
6. T johto(p1, p2) /\jéinnite(pl,220)l—> jannite(p2, 220) 1 ®/Ply/p2,2/220
7. T johto(p2, p3) /\jéinnite(p2,220)l—> jannite(p3, 220) 1+ ©/P2:y/p3,2/220
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ﬁajoitettaessa polun 6. solmu taulu jakautuu kahteen haaraan: \

* Vasen haara (711):
8. F(johto(p1, p2) A jannite(p1,220)) &

9. F johto(p1, p2) * 9. F jannite(pl,220) *
X X

* Oikea haara (72):

8. T jannite(p2, 220)

9. F(johto(p2, p3) A jannite(p2, 220)) “ 9. T jannite(p3,220) ™
X

10. F johto(p2,p3) * 10. F jannite(p2, 220) *

X X J
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ﬁietéimyksen esittdmisen problematiikkaa \

» Kaikki struktuurit ovat tyhjan lausejoukon () malleja,
joten Cn(() on itse asiassa patevien lauseiden joukko.

* Enemmain lauseita = vdhemman malleja = enemman loogisia
seurauksia: siis X1 C 39 = Cn(X;) C Cn(X2) (monotonisuus).

* Jos lausejoukko tulee ristiriitaiseksi, silld ei ole yhtdaan mallia ja
kaikki lauseet ovat talloin lausejoukon loogisia seurauksia.

— Tavoitteena rajata predikaattilogiikan lausejoukolla 3 C £ mallien
joukko siten, ettd saadaan halutut loogiset seuraukset.

Esimerkki. Jos ¥ = {Vz(P(z) — Q(z))}, niin £ ¥~ Q(a).

e Vastamalli A: universumi A = {1}, a* =1 ja PA = Q4 = 0.

k- Esim. lisdamalld P(a) saadaan X' = X U {P(a)}, jolle ¥’ = Q(a)./
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6.2 Ohjeita predikaattien madrittelemiseen

» Tavoitteena kirjoittaa predikaatille P maaritelma joidenkin muiden
predikaattien avulla.

* Mielivaltainen predikaattilogiikan kaava ¢ voidaan saattaa muotoon

Q171Q2x2 -+ Qpapt

missa kukin kvanttori Q; on joko V tai 3, ja kaava ¢ on
konjunktiivisessa normaalimuodossa eika sisalla kvanttoreita.

* Ylla ¢ =11 A--- Ay, missa kukin 1; on literaalien disjunktio

=Q1(t1) V-V = Qk(tk) V Pu($1) V- -V P(§)
= Qi(t1) A---AQr(tr) = Pi(s1) V-V P(5)).

N /
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* Predikaattilogiikalla annetut maaritelmat ovat korkeintaan yhta
monimutkaisia kuin edelld kuvattu normaalimuoto.

e Jos jokainen kvanttori Q; on universaalikvanttori V, m=1jal =1,
saamme erikoistapauksena muotoa

Vz,Vzq - - Vxn(Ql(t_{) VAYGIEEIAN Qk(t_];) — P(E))

olevia lauseita, missd predikaattien 01, ..., Q% ja P argumentteina
on vakiosymboleista, muuttujista x1, ..., z, ja funktiosymboleista
rakentuvien termien jonoja t1,. ..,z ja t.

e Maaritelmid voidaan usein kirjoittaa tdhan muotoon: mietitaan milla
ehdoilla Q1(£1),- .., Qx(tx) voidaan paitelld predikaattia P koskeva
viittama P(f). Ko. muotoa olevia lauseita saatetaan tarvita useita.

/
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Esimerkki. Olkoon annettuna predikaatit
1. sairastaa(x) = "henkild x on sairas” ja
2. tapaa(z,y) = “henkild x tapaa henkilon y".

Tarkoituksena on maaritelld ndiden avulla predikaatti

Kysymys: milld ehdoilla jonkin henkilé on tartuntavaarassa?
1. Jos henkild tapaa jonkun sairaan henkilon.
2. Jos henkilo tapaa jonkun toisen tartuntavaarassa olevan henkilon.

Yritetdan kirjoittaa ndm3a edelld esitetyn mukaisesti muotoon

tartuntavaarassa(z) = “henkilé = on tartuntavaarassa”.

VaVy ... (Q1(t1) A ... A Qi(ty) — tartuntavaarassa(z)).

/
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* N3&in saadaan muodostettua lauseet
VaVy(tapaa(z,y) A sairastaa(y) — tartuntavaarassa(z)) ja

VaVy(tapaa(z, y) A tartuntavaarassa(y) — tartuntavaarassa(z)).

» Kysymyksessa on itse asiassa tartuntavaarassa-predikaatin
induktiivinen (rekursiivinen) maaritelma. Lauseista ensimmaéinen
vastaa perustapausta ja jalkimmainen induktioaskelta.

 Lisdksi voidaan todeta tapaamiset symmetrisiksi:
VaVy(tapaa(z,y) — tapaa(y, x)).

* Universumin voidaan ajatella koostuvan pelkastdan henkilGista
(eli edelld annetut lauseet puhuvat kaikista henkildista).

N

~

/
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Madaritelmien kdytté konkreettisessa pdattelyssa

Esimerkki. Lisitddn edelld johdettuun tartuntavaarassa-predikaatin
maaritelmaan tietokanta, jossa kuvataan tapaamiset ja sairastamiset:

N&in saadaan lausejoukko

¥ = { VaVy(tapaa(z,y) A sairastaa(y) — tartuntavaarassa(z)),
VaVy(tapaa(z,y) A tartuntavaarassa(y) — tartuntavaarassa(z)),
VzVy(tapaa(z,y) — tapaa(y,z)),
tapaa(Lyyli, Hemmo), tapaa(Lyyli, Erkki), sairastaa(Erkki) }.
* Kyseisessa asetelmassa saadaan
¥ |= tartuntavaarassa(Lyyli) A tartuntavaarassa(Hemmo).

o Kokeile taman osoittamista semanttisella taulullal

N

~

/
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Esimerkki. Suoritetaan vastaava paattely
OTTER-teoreemantodistimella. Tarvittava syotetiedosto:

set (auto).
formula_list(usable).

% Section A: database
tapaa(lyyli,hemmo). tapaa(lyyli,erkki). sairastaa(erkki).

% Section B: definitions

all x y (tapaa(x,y) -> tapaa(y,x)).

all x y (tapaa(x,y) & sairastaa(y) -> tartuntavaarassa(x)).

all x y (tapaa(x,y) & tartuntavaarassa(y) -> tartuntavaarassa(x)).

% Section C: negation of the query
-(tartuntavaarassa(lyyli) & tartuntavaarassa(hemmo)).

end_of_list.

* OTTER pystyy osoittamaan lausejoukon helposti ristiriitaiseksi.
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Tyypitetyt kvanttorit

* Usein on mielekdstd ajatella universumin koostuva tyypiltdan
erilaisista alkioista.

e Talléin syntyy tarve rajata kvantifiointia koskemaan ainoastaan
tiettya tyyppia T olevia alkioita seuraavaan tapaan:

Ve e T: ¢(x) ja Tz € T : ¢(x).
e Tyyppi T voidaan esittda yksipaikkaisen predikaatin avulla:
T(z) = “alkio  on tyyppia T".
» Tyypitetyt kvanttorit ilmaistaan predikaattilogiikassa seuraavasti:

Vo(T(z) = ¢(x)) ja (T (x) A ¢(x)).

N

/
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ﬂsimerkki. Lisatdan edellisen esimerkkiin tyyppipredikaatteja. \

e Mairitellaan predikaatit henkildiden ja tautien erottelemiseksi:
henkild(x) = “z on henkild" ja tauti(z) = “z on tauti”.

» Mairitelldan predikaatit ilman tyyppi-informaatiota:
- tapaa(z,y) = “z tapaa y:n",
— sairastaa(x,y) = “x sairastaa y:t3" ja
— tartuntavaarassa(x,y) = “x on vaarassa sairastua y:hyn".

* Lauseet saadaan nyt seuraavaan muotoon:
VzVyVz(henkild (x) A henkild(y) A tapaa(z, y)A

tauti(z) A sairastaa(y, z) — tartuntavaarassa(z, z)) ja

VaVyVz(henkilo(z) A henkilo(y) A tapaa(z, y) A tauti(z)A

tartuntavaarassa(y, z) — tartuntavaarassa(z, z)).

N /
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» Tyypeilld voi olla erilaisia suhteita:
— Erillisyys: Va—(henkilo(z) A tauti(x)).
— Kattavuus: VY (henkild(z) V tauti(x)).
— Alityyppi: Vx(rokko(z) — tauti(z)).

* Yksi mahdollisuus on tyypittda predikaatit erikseen:

VzVy(tapaa(z,y) — henkilo(x) A henkilo(y))
VzVy(sairastaa(x,y) — henkild(z) A tauti(y))

» Tallgin varsinainen tartuntavaarassa-predikaatin maaritelma voidaan
kirjoittaa yksinkertaisemmin ilman tyyppi-informaatiota:

VzVyVz(tapaa(z, y) A sairastaa(y, z) — tartuntavaarassa(z, z)) ja

VaVyVz(tapaa(z, y) A tartuntavaarassa(y) — tartuntavaarassa(z, z)).

/
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uodoltaan monimutkaisempia maaritelmia

o Edell3 otettiin |13htokohdaksi muotoa

Va,Vas - - Vxn(Ql(t;) VARERWAN Qk(t_];) — P(E))
olevat maaritelmat. Niiden ilmaisuvoima ei ole aina riittava.

* Joissain tilanteissa tarvitaan eksistentiaalista kvantifiointia:
V(solmu(z) — Jy(vari(y) A varitetty(z,y)))
= Vz3y(solmu(z) — viri(y) A varitetty(z, y)).
* Implikaation seurauksena voi olla myds atomien disjunktio
Py(51) V-V Py(5}) pelkin atomin P(%) sijaan:
Vz(bitti(z) — nolla(z) V yksi(z)).

Quomio. Edell3 oli keskeistd vaihtoehtoisuuden ilmaiseminen. /
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/6.3 Nimien yksikasitteisyys ja kattavuus

* Rajoitutaan jatkossa predikaattilogiikan kieliin L, joissa ei ole
funktiosymboleita ja ainoastaan darellinen maara vakiosymboleita.

* Predikaattilogiikassa struktuurin A maaritelm3 ja tapa jolla
vakiosymbolit tulkitaan A:ssa mahdollistavat, etta

1. jokin universumin alkio @ € A on useamman vakion cy,...,c,
(n > 1) nimedmi: ¢t = ... = = a.

2. jokin universumin alkio a € A ei ole minkdan vakion nimeama
(eli kaikille vakiosymboleille c pitee ¢ # a).

» Tietamyksen esittamisen kannalta tillainen mahdollisuus muodostuu
usein jopa turhaksi vapausasteeksi.

\0 Nimedminen voidaan pakottaa yksikasitteiseksi lauseita lisaamalla.
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Nimien yksikdsitteisyys
* Vastaava kisite englanniksi on unique names assumption (UNA).
e Kun kielessa on darellinen maara vakiosymboleita cq, ..., ¢y,
riittad lisitd muotoa
—(ci = ¢)
olevat lauseet, missd i € {1,...,n}, j € {1,...,n} jai < j.

n’—n
2

* Lauseita tarvitaan nelidllinen ma3ar3 (yhteensa kappaletta).

Esimerkki. Olkoon kielessa £ vakiosymbolit Lyyli, Hemmo ja Erkki.
Yksik3sitteisten nimien oletus ilmaistaan seuraavasti:

—(Lyyli = Hemmo), —=(Lyyli = Erkki) ja =(Hemmo = Erkki).

~

/
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/Esimerkki. Tarkastellaan lausejoukon

Yuna = {—(Lyyli = Hemmo), =(Lyyli = Erkki), ~(Hemmo = Erkki)}

malleja, kun universumina A; on joukko henkil6ita hq, ho, ... .

A Lyyliti  Hemmo#i  Erkkii
{h1,h2,h3} h1 h2 hs
{h1,h2,h3} h1 h3 ha
{h1,h2,h3} ha h1 hs
{h1,h2,h3} ha hs h1
{h1,h2,h3} h3 h1 ha
{h1,h2,h3} h3 ha h1
{h1,h2,h3,ha} h1 h2 hs

\:> Universumissa oltava vahintain 3 henkiloa.

~

/
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Nimien kattavuus

* Vastaava kisite englanniksi on domain closure assumption (DCA).

e Kun kielessa on darellinen maara vakiosymboleita cq, ..., ¢,, riittaa

lisdtd seuraavaa muotoa oleva lause:
Ve(zx=c1V---Vz=cy).

e Tarvittavan lauseen pituus riippuu lineaarisesti vakioiden

lukum3arasta n.

Esimerkki. Edellisen esimerkin mukaisessa kielessa tarvitaan lause

Vz(xz = Lyyli V £ = Hemmo V = = Erkki).

N /
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Esimerkki. Tarkastellaan lausejoukon
Ypca = {Vz(z = Lyyli V2 = Hemmo V x = Erkki)}

malleja, kun universumina A; on joukko henkil6itd hq, ho, ... .

A; Lyyli‘i  Hemmo”i  Erkkiti
{h1} h1 h1 h1
{h1,h2} h1 h1 ha
{h1,h2} h1 ho hi1
{h1,h2,h3} h1 ha hs
{h1,h2,h3} h3 ho h1

\:> Universumissa voi olla korkeintaan 3 henkild3.
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@simerkki. Tarkastellaan vield edeltdvien lausejoukkojen unionin \

~

Yuna UZXpea = { ~(Lyyli = Hemmo), —(Lyyli = Erkki),
—(Hemmo = Erkki),
Vz(z = Lyyli V& = Hemmo V = = Erkki) }

malleja, kun universumina on joukko henkil6ita Ay, ho,. .. .

A Lyyli*i  Hemmo?i  Erkkii
{h1,h2,h3} hi ha h3
{h1,h2,h3} h1 h3 ha
{h1,h2,h3} h2 h1 h3
{h1,h2,h3} ho hs h1
{h1,h2,h3} h3 h1 ha
{h1,h2,h3} hs3 ha h1
k=> Universumissa on oltava tasmalleen 3 henkil6a. /
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@.4 Negatiiviset ehdot ja johtopdatokset \

¢ Tarkastellaan muotoa

Yz Vg - Vo (Q1(t1) A - -+ A Qr(ts) — P())
olevien maaritelmien yleistamistd tapaukseen, missa sallitaan
atomien Q;(#;) lisaksi myds negatiivisia literaaleja —Q;(£;).

* Negatiivinen ehto —Q;(Z;) voidaan muuntaa positiiviseksi
vaihtoehdoksi Q;(f;) seuraukselle P(%).

Esimerkki.
Vi (—sairastaa(x) A —tartuntavaarassa(x) — turvassa(x))

= Vz(sairastaa(x) V tartuntavaarassa(z) V turvassa(z)).

» Jotta negatiiviset ehdot tulisivat maaritellyiksi, maaritelmista tulisi

\ seurata loogisesti —Q;(t;) mikili Q;(%;) ei ole looginen seuraus. J
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Madaritelmien tdydellisyys

~

Madritelmd. Predikaatin P € P,, miaritelma X (kielen £ lausejoukko)
on tdydellinen, mikali kaikille kielen £ muuttujattomille termeille
t1,...,t, patee joko X = P(t1,...,tp,) tai X E =P (t1,...,tn)-

Huomioita.

* Jos predikaatin P € P,, madritelma X on ristiriitainen, se on
triviaalisti taydellinen: kaikille muuttujattomille termeille ¢4,...,%,
patee talloin X = P(t1,...,tn).

» Jos predikaatin P € P,, madritelma X on seka ristiriidaton etta
taydellinen ja X (= P(tq,...,t,) joillekin muuttujattomille termeille
tl,.. .,tn, niin X ’: _|P(t1,.. .,tn).

N /
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Esimerkki. Tarkastellaan muunnelmaa tartuntavaara-esimerkista:

Y = { VaVy(tapaa(z, y) A sairastaa(y) — tartuntavaarassa(x)),
Vx(—sairastaa(z) A —tartuntavaarassa(xz) — turvassa(x)),

tapaa(Lyyli, Hemmo), tapaa(Lyyli, Erkki), sairastaa(Erkki) }.

* Nyt ¥ = tartuntavaarassa(Lyyli), 3 [~ tartuntavaarassa(Hemmo) ja
Y} £ —tartuntavaarassa(Hemmo).

o Taten X ei ole tdydellinen maaritelm3 tartuntavaarassa-predikaatille.

* Jotta ndin olisi, maaritelmasta tulisi seurata loogisesti
—tartuntavaarassa(Hemmo) ja —tartuntavaarassa(Erkki).

e Mairitelm3joukko X ei ole taydellinen mydskdan muille ko. kielen
predikaateille (tapaa, sairastaa, turvassa ja =).

N /
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Predikaatin maaritelman tdydentdminen

~

Esimerkki. Taydennetdan edellisen esimerkin predikaattien maaritelmat.
1. Yht&suuruuspredikaatin osalta riittdd todeta nimien yksikasitteisyys:
—(Lyyli = Hemmo), —(Lyyli = Erkki), —(Hemmo = Erkki) ja
Vz(z = Lyyli V£ = Hemmo V = = Erkki).

2. Predikaateille tapaa ja sairastaa saadaan tiiviit esitykset
yhtdsuuruuspredikaatin avulla:
Vz(sairastaa(z) <» = = Erkki) ja
Vz(tapaa(z,y) <> (x = Lyyli A y = Hemmo) v
(z = Lyyli Ay = Erkki)).

N /
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3. Predikaattien tartuntavaarassa ja turvassa maaritelmat voidaan

kirjoittaa vastaavasti ekvivalensseiksi:

Vz(tartuntavaarassa(z) <> Jy(tapaa(z,y) A sairastaa(y))) ja

Vx(turvassa(x) <> —sairastaa(z) A —tartuntavaarassa(z)).

» Taydennetyilld maaritelmilla on haluamamme loogiset seuraukset:

sairastaa tartuntavaarassa turvassa

—sairastaa(Lyyli) tartuntavaarassa(Lyyli) —turvassa(Lyyli)
—sairastaa(Hemmo) | —tartuntavaarassa(Hemmo) | turvassa(Hemmo)

sairastaa(Erkki) —tartuntavaarassa(Erkki) —turvassa(Erkki)

* Predikaattien taydentdminen ei valitettavasti tuota haluttua
lopputulosta rekursiivisten maaritelmien tapauksessa, kuten
seuraavassa esimerkissa osoitetaan.

N /
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Esimerkki. Tarkastellaan vastaavaa konstruktiota lausejoukolle

Y = { tunteel(Lyyli, Lyyli), tunteel(Hemmo, Hemmo),
VaVy(tunteel(z, y) — tuntee2(z,y)),
VzVy(tuntee2(y, ) — tuntee2(z,y)) }.

* Rekursiivisesti maaritellyn predikaatin tuntee2 tarkoituksena on
taydent3a predikaatti tunteel symmetriseksi.

» Tadydennettynd maaritelmat saadaan muotoon
¥ = { —=(Lyyli = Hemmo), Vz(z = Lyyli V z = Hemmo),
VaVy(tunteel(z,y) <> (z = Lyyli Ay = Lyyli) Vv
(z = Hemmo A y = Hemmo)),

VzVy(tuntee2(z, y) <> tunteel(x,y) V tuntee2(y, x)) }.

N /
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* Yllattden taydennetyistd maaritelmistd ei seuraa loogisesti
—tuntee2(Lyyli, Hemmo) eikd —tuntee2(Hemmo, Lyyli).

* Lausejoukolla ¥/ on seuraava ei-toivottu malli A:
Universumi A = {1, 2},
LnyiA =1, Hemmo* = 2,
tunteel = {(1,1),(2,2)} ja
tuntee2 = {(1,1), (1,2), (2,1), (2,2)}.
» Kyseiselle struktuurille A patee:
A = tuntee2(Lyyli, Hemmo) ja A = tuntee2(Hemmo, Lyyli).

Huomio. Tentissa eikd myoskddn 3. kotitehtdvassa ei edellyteta
taydellisten maaritelmien kirjoittamista predikaateille

(ellei tata sitten erikseen jossain yksinkertaisessa tapauksessa pyydet3).

N
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7 Herbrandin teoreema

¢ Herbrand-universumit
* Herbrand-struktuurit ja -mallit
* Herbrandin teoreema

* Lause- ja predikaattilogiikan suhteesta

N /

© 2001 Teknillinen korkeakoulu, Tietojenk3sittelyteorian laboratorio

T-79.144 LTP / Syksy 2001 Predikaattilogiikka 110

4 N

7.1 Herbrand-universumit

Madritelma. Predikaattilogiikan kielen £ Herbrand-universumi on niiden
muuttujattomien termien t joukko, jotka ovat muodostettavissa kielen
vakio- ja funktiosymboleista.

Esimerkki. Olkoon kielessd £ ainoastaan yksi vakiosymboli ¢ ja yksi
funktiosymboli f € Fs.

Herbrand-universumiksi saadaan muuttujattomien termien joukko
H ={c, f(c,c), f(f(c,¢), ), fle, fle, ), f(f(e ), fe,0)),- .}

Huomio. Jos kielessa L ei ole funktiosymboleita ja ainoastaan darellinen
maara vakioita, Herbrand-universumi H jaa tilloin darelliseksi.

N /
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* Herbrand-universumi voidaan maaritelld myds annetusta

~

lausejoukosta X lahtien.

* Jos lausejoukossa X ei esiinny yhtaan vakiosymbolia,
Herbrand-universumiin valitaan ainakin yksi vakiosymboli ¢
(struktuurien maaritelman mukaan universumit ovat aina ei-tyhjia).

Maaritelma. Lausejoukon X Herbrand-universumi H on niiden
muuttujattomien termien ¢ joukko, jotka ovat muodostettavissa
lausejoukossa Y esiintyvistd vakio- ja funktiosymboleista.

Esimerkki. Lausejoukon ¥ = {Vz(z = f(x))} Herbrand-universumi on

H ={c, f(c), f(f(c), ...} = {f"(c) [ n = O}

N /
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7.2 Herbrand-struktuurit ja -mallit

Maaritelma. Kielen £ Herbrand-struktuuri on struktuuri H, jonka

1. universumina on kielen £ Herbrand-universumi H,

H

2. jokaisen vakiosymbolin ¢ € C tulkintana ¢’ on c itse,

3. jokaisen funktiosymbolin f € F, tulkintana on funktio f*, joka
kuvaa muuttujattomat termit ¢4, ..., ¢, muuttujattomaksi termiksi

f(tl, .. .,tn), ja

4. jokaisen predikaattisymbolin P € P,, tulkintana on jokin relaatio
P® C H™.

* Lauseen ¢ € L totuusarvo Herbrand-struktuurissa # lasketaan

predikaattilogiikan totuusmaaritelman mukaisesti.

/
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Maaritelma. Kielen £ Herbrand-struktuuri A on

~

1. lauseen ¢ € L Herbrand-malli <— H = ¢, ja

2. lausejoukon X C £ Herbrand-malli <= H |= o kaikille o € X.
Esimerkki. Tarkastellaan lausejoukkoa

Y ={P(a), V2(P(z) = Q(z)), Vz(Q(z) = Q(f(x)) A R(z, f(z)))}.

* Lausejoukon ¥ Herbrand-universumi on H = {f"(a) | n > 0}.

* Muodostetaan Herbrand-struktuuri on #, jonka universumina on H

siten, ettd jokainen muuttujaton termi t € H tulkitaan t* =¢, ja

P* ={a}, Q" = H ja R* = {(f"(a), f*"'(a)) | n > 0}.

* Kyseinen struktuuri H on lausejoukon ¥ Herbrand-malli.

N /
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adritelmd. Lausejoukon X (kielen L) Herbrand-kanta B on niiden

atomisten lauseiden joukko, jotka voidaan muodostaa lausejoukossa X
esiintyvistd (kielen £) predikaattisymboleista ja vastaavan
Herbrand-universumin H muuttujattomista termeista.

Esimerkki. Edellisen esimerkin tapauksessa Herbrand-kantana on
B ={P(f"(a)),Q(f"(a)) | n = 0yU{R(f"(a), f™(a)) | n > 0,m > 0}.
* Tdma mahdollistaaa Herbrand-struktuurien ‘H maarittelemisen
Herbrand-kannan B osajoukkoina: jokaiselle P € P, patee
P(t1,...,tp) €EH <= (t1,...,t,) € P

* Herbrand-struktuurille # voidaan antaa myds literaaliesitys:

lit(H)={ P(a),Q(a),~R(a,a), ~P(f(a)), Q(f(a)),
R(a, f(a)), ~R(f(a), a), ~R(f(a), f(a)),...}.

N /

© 2001 Teknillinen korkeakoulu, Tietojenk3sittelyteorian laboratorio




T-79.144 LTP / Syksy 2001 Predikaattilogiikka 115

4 N

7.3 Herbrandin teoreema

~

* Rajoitutaan tarkastelemaan klausuulijoukkoja.

* Merkintad C(z1,...,x,) tarkoittaa muuttujat z1, ..., z, sisiltivaa
klausuulia {Py(¢1), ..., Pe(tr), 7Q1(51), ..., ~Q(5))}.

» Kausuuli C(x1,...,x,) vastaa universaalisti kvantifioitua lausetta
V- -Veppo(x1, ..., xy,), missd ¢o(x1,...,z,) on klausuulin
C(z1,...,zy) esitys literaalien disjunktiona.

* Klausuulijoukolle S voidaan maaritella Herbrand-struktuurit samaan
tapaan kuin lausejoukoillekin.

* Klausuulijoukko S voidaan instantioida vastaavan
Herbrand-universumin Hg suhteen seuraavasti.

N /
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Maaritelmad. Klausuulijoukon S Herbrand-instanssien joukko S’ koostuu

muuttujattomista klausuuleista C(t1,...,t,), missda C(x1,...,z,) €S
ja muuttujattomat termit ¢ € Hg,...,t, € Hg.

e Mikili S ja Hg ovat darelliset, myos S’ on darellinen.

» Joukko S’ voidaan tulkita lauselogiikan klausuulijoukoksi
(atomisina lauseina Herbrand-kannan B atomiset lauseet).

Esimerkki. Tarkastellaan klausuulijoukkoa
S ={{P(a)}, {-P(z), P(f(2))}}.
1. Herbrand-universumi Hg = {a, f(a), f(f(a)),-..}.

2. Herbrand-instanssien joukko

§'={{P(a)},{-P(a), P(f(a))},{=P(f (), P(f(f(a))},-- -}

N /
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~

/Véiite. (Hebrandin teoreema). Olkoon S joukko klausuuleita ja S’ sen \
Herbrand-instanssien joukko. TallGin

1. S on toteutumaton <= S’ on toteutumaton, ja

2. S on toteutumaton <=
3 joukon S’ ddrellinen osajoukko S”, joka on toteutumaton.

Huomioita. Predikaattilogiikan tapauksessa voidaan rajoittua
syntaktisiin malleihin (Herbrand-malleihin) mielivaltaisten mallien sijaan.

Herbrandin teoreema johtaa myos naiiviin proseduuriin klausuulijoukon S
toteutuvuusongelman ratkaisemiseksi:

(i) tuotetaan darellinen Herbrand-instanssien osajoukko S” ja

(ii) testataan, onko S on toteutumaton. Jos on, lopetetaan ja todetaan

/

k S toteutumattomaksi. Muutoin jatketaan kohdasta (i).

© 2001 Teknillinen korkeakoulu, Tietojenk3sittelyteorian laboratorio

T-79.144 LTP / Syksy 2001 Predikaattilogiikka 118

4 N

7.4 Lauselogiikan ja predikaattilogiikan suhteesta

* Lauselogiikka on osa predikaattilogiikkaa:

— Kaikki lauselogiikan konnektiivit ovat kaytettavissa
predikaattilogiikassa.

— 0-paikkaiset predikaatit vastaavat atomisia lauseita.

* Lauselogiikan paatelmat ja loogiset ongelmat voidaan
suorittaa/ratkoa sellaisenaan predikaattilogiikan puitteissa.

* Herbrandin teoreeman nojalla predikaattilogiikan paattely voidaan
palauttaa lauselogiikan paattelyksi.

* Lauselogiikan ja predikaattilogiikan ilmaisuvoimassa (eli kyvyssa
esittaa tietamystd) on kuitenkin huomattava ero.

N /
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/o [Imaisuvoimaeron ilmentyminen: \

— Asrellists predikaattilogiikan lausejoukkoa saattaa vastata

~

aareton lauselogiikan lausejoukko.
— Lauselogiikan ratkeavuus vs. predikaattilogiikan puoliratkeavuus.
* Rajoittamalla syntaksia sopivasti saadaan predikaattilogiikallekin
ratkeavia (ja ilmaisuvoimaltaan heikompia) osajoukkoja.

— Esim. jos S on aarellinen ja siin3 ei esiinny funktiosymboleja,

sen Herbrand-instanssien joukko S’ jaa aarelliseksi.

— Talloin S”:n toteutuvuus on selvitettavissa darellisessa ajassa.
Esimerkki. Klausuulijoukon S = {{P(a)}, {-P(z), P(b)}}
Herbrand-universumi H = {a, b} ja Herbrand-instanssien joukko
S'={{P(a)},{—-P(a),P(b)},{—P(b),P(b)}}, joka voidaan nihda
tuselogiikan klausuulijoukkona S" = {{P},{—P,Q},{—Q,Q}}. /
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8 Unifikaatio

* Substituutiot
* Yleisimmat unifioijat

* Unifikaatioalgoritmi

N /
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8.1 Substituutiot

~

Madadritelmd. Substituutio (tai korvaus) 0 on darellinen joukko

{z1/t1,22/t2, ..., Tpn/tn},
missa x;:t ovat muuttujia ja t;:t korvaavia termeja siten, etta
1. korvattavat muuttujat z1,...,z, ovat toisistaan eridvat ja
2. mik3dan korvaava termi t; ei ole muuttuja z; itse eli ¢; # x;.
Lisaksi erotetaan seuraavat erikoistapaukset:
* Jos korvaavat termit ¢; ovat muuttujattomia, 6 on muuttujaton.
e Jos korvaavat termit ¢; ovat muuttujia, & on nimeamissubstituutio.

N /
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Esimerkki. Esimerkkeina todettakoon

tyhja substituutio € = {},
substituutio 61 = {z/y,y/a, z/f(w)},

muuttujaton substituutio 05 = {z/a,y/g(c,c)} ja

nimeamissubstituutio 03 = {z/y,y/z, z/x}.

Madaritelmd. Olkoon F jokin lauseke (eli termi, atomikaava, literaali,
klausuuli tms.) ja 6 = {z1/t1,...,Zn/ts} substituutio.

Lauseke Ff on muutoin rakenteeltaan kuten F, paitsi ettd jokainen
muuttujan z; esiintyma lausekkeessa E on korvattu termillad ¢;.

Jos lausekkeessa Ef ei esiinny muuttujia, kutsutaan lauseketta F6
lausekkeen FE muuttujattomaksi instanssiksi.

N /
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/Esimerkki. Olkoon lauseke E = P(x,y, f(z),v,w) ja substituutio
0={z/y,y/z,z/z,v/f(2),w/g9(f(y),0)}.
Tallgin E0 on P(y, , f(x), f(2),9(f(y), ).

Madaritelmd. Olkoot 0 = {z1/t1,...,z,/tn} ja
A={y1/u1,...,Ym/um} kaksi substituutiota.

Substituutioiden 6 ja A kompositio O\ maaritellaan joukkona

{a:z/tl)\ | 1€ {1,...,’)7,} ja T; #ti)\}U
{yi/u; |1 €{1,...,m}jay &{x1,...,2n}}

Huomio. Komposition kokonaisvaikutus E(60X) = (Ef)\.

Q)mpositio on {z/f(b),z/y}.

Esimerkki. Substituutioiden 6 = {z/f(y),y/z} ja A = {z/a,y/b, z/y}.

/
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8.2 Yleisimmat unifioijat

0 on lausekejoukon S unifioija, jos F10 = FEs0 = --- = E,,0.

Esimerkki. Tarkastellaan seuraavien joukkojen unifioituvuutta.

Madaritelmd. Olkoon S = {F,..., E,} joukko lausekkeita. Substituutio

Lausekejoukko S on wnifioituva, mikili silld on ainakin yksi unifioija.

Joukko S: Unifioija 6:

{P(z, f(a), P(y, 2)} {y/z,2/f(a)} tai {z/y, 2/ f(a)}
{P(x, f(x)), P(f(a),9)} {z/f(a),y/f(f(a))}

{P(a), P(f(x))} ei unifioijaa

{P(z), P(f(x))} ei unifioijaa (termit aina darellisia)

N

~
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Madritelmd. Olkoon o lausekejoukon S = {E4,..., E,} unifioija.

~

Substituutiota o kutsutaan lausekejoukon S yleisimmaksi unifioijaksi,
mikali jokainen S:n unifioija # = oA jollekin substituutiolle A.

* Vastaava kisite englanniksi on most general unifier (MGU).

Esimerkki. Joukon L = {P(z, f(y)), P(a, z)} unifioijia ovat mm.
0 = {w/a,2/f(b),y/b} ja o = {z/a, 2/ F(1)}.

Naistd o on L:n yleisin unifioija, koska esim. § = o{y/b}.
* Yleisimmat unifioijat ovat yksikasitteisia seuraavaan tapaan:

Viite. Olkoot 0 ja o joukon S yleisimpid unifioijia. Talldin on olemassa
nimeamissubstituutio A siten ettd SO\ = So.

N /
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 Tavoitteena laskea atomikaavojen joukolle S # ) yleisin unifioija o.

/8.3 Unifikaatioalgoritmi

Madritelma. Olkoon S ei-tyhja joukko johonkin predikaattisymboliin P

perustuvia atomikaavoja {P(t1),..., P(t,)}.

1. Joukon S erokohta on jarjestyksessa ensimmainen kohta
(vasemmalta oikealle siirryttdessd), jossa joukon S atomikaavojen
merkkijonoesityksissd on jokin eroavaisuus.

2. Joukon S erojoukkoon D(S) kuuluvat atomikaavojen
P(t1),...,P(t;) erokohdasta alkavat termit wy, ..., u,.

Esimerkki. Joukon S; = {P(z,a), P(x,y)} erojoukko D(S1) = {a,y}.
Joukon Sy = {Q(g(xay)ay)a Q(g(:c,f(z)),x), Q(g(:c,a:),f(a))}

erojoukko D(S2) = {y, f(2), z}.
N /
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nifikaatioalgoritmi: syGtteend ei-tyhjd atomikaavojen joukko S:

~

1. Jos joukon S atomikaavojen predikaattisymbolit eivat ole samat, totea,
ettei S unifioidu ja lopeta algoritmin suoritus.

2. Aseta k: =0, Sy := S jaog :=c.

3. Jos Si on yksialkioinen (ja siten jo unifioitunut) joukko, totea S
unifioituvaksi ja lopeta algoritmin suoritus.

4. Laske joukon Sy erojoukko D(Sy).

5. Jos D(Sy):ssa on muuttuja vy ja termi ¢ siten, ettd vy ei esiinny tj:ssa,
jatka algoritmin suoritusta kohdasta 7.

6. Muutoin totea, ettei S ole unifioituva, ja lopeta algoritmin suoritus.
7. Aseta Ok+4+1 1= {’Uk/tk} ja laske Sk+1 = Sk{vk/tk}.

8. Aseta k:=k + 1 ja jatka algoritmin suorittamista kohdasta 3.

N /
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Viite. Olkoon S &arellinen ei-tyhja joukko atomikaavoja.

* Jos S on unifioituva, niin unifikaatioalgoritmin suoritus paattyy
askeleen 3 kohdalla ja substituutioiden o, 01, ..., or kompositio
0 = 0071 - . .0k on joukon S yleisin unifioija

* Jos S ei ole unifioituva, niin unifikaatioalgoritimin laskenta paattyy
askeleessa 1 tai askeleessa 6.

Esimerkki. Lasketaan unifikaatioalgoritmilla joukon
S ={P(z, f(z)),P(g(a), z)} yleisin unifioija:

1. Predikaattisymbolit ovat samat, jatketaan.
2. k=0,S ={P(z, f(x)),P(g(a),z)},00 = .

3. S, ei ole yksialkoinen, jatketaan.

N /
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D(So) = {z,9(a)}.

Valitaan muuttuja vo = z ja termi to = g(a).

o1 =A{z/g(a)}, 51 = {P(g(a), f(9(a))), P(g(a), 2)}.
k=1.

S1 ei ole yksialkioinen, jatketaan.

D(81) = {f(g9(a)), 2}

Valitaan muuttuja v = z ja termi t1 = f(g(a)).

os = {2/ f(g(a))}, S2 = {P(g(a), f(g(a)))}-

k=2.

.‘*’.00.\‘.0":“.‘*’90.\‘.‘“:#\

S5 on yksialkioinen, joten S on unifioituva.

Yleisin unifioija on o = ogo102 = e{z/g(a)}{z/f(g9(a))} =

Qﬂ/g(a), z/f(g(a))} ja So = {P(g9(a), f(9(a)))} = S2.
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9 Resoluutiosddnto ja -todistukset

* Resoluutiosdanto predikaattilogiikan tapauksessa
* Resoluutiotodistukset
* Ohjeita resoluutiotodistusten kirjoittamiseen

* Resoluutiostrategioita

N
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~

Maaritelma. Olkoot

kaksi klausuulia,
1. joissa ei esiinny yhteisid muuttujia ja
2. joissa esiintyvien atomikaavojen joukko
{P(t1),..., P(ty), P(151), .., P(tin)}
on unifioituva (yleisimpana unifioijana o).
Klausuulien Cy ja Cy yhdistelma on klausuuli Cio U Clo.

Huomio. YII3 kiytetty merkintd A LI B tarkoittaa keskendan
Qlkiovieraiden (AN B = () joukkojen A ja B unionia AU B.

/9.1 Resoluutiosdanto predikaattilogiikan tapauksessa\

Cy = CLU{P(&), ..., i)} ja Ca = CyU {=P(i&), ..., ~P(uz)}
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ﬂsimerkki. Tarkastellaan seuraavia klausuuleja:

C1 ={Q(z),~R(y), P(z,y), P(f(2), f(2))} ja

Klausuuleissa ei esiinny yhteisid muuttujia ja joukon

yhdistelmaksi saadaan {Q(f(a)),"R(f(a)),~N(u),~R(a)}.

o ={y1/z1,22/21,Yy2/21}).
N

Ca = {=N(u), ~R(w), ~P(f(a), f(a)), ~P(f(w), f(w))}.

{P(z,y), P(f(2), f(2)), P(f(a), f(a), P(f(w), f(w))}
yleisin unifioija on o = {z/f(a),y/f(a),z/a,w/a}. Klausuulien

Esimerkki. (Faktorointi) Klausuleilla voi olla useita eri yhdistelmia.
Klausulien {P(x1), P(y1)} ja {—=P(z2),~P(y2)} yhdistelmid ovat mm.

= {P(21),7P(z2)} (joukolle {P(y1), P(y2)} MGU o = {y2/y1}) ja
— tyhja klausuuli O (joukolle {P(x1), P(y1), P(z2), P(y2)} MGU
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/

9.2 Resoluutiotodistukset

e L3htokohtana on joukko klausuuleita S, jonka klausuuleista
johdetaan uusia klausuuleita resoluutiosaannalla.

e Johtojen ja refutaation maaritelmat sailyvat ennallaan, mutta
resoluutioaskeleiden tulee tayttaa resoluutiosdannon vaatimukset.

e Tarvittaessa klausuulien muuttujat tulee nimet3 uudelleen.

* Resoluutio on myos predikaattilogiikan tapauksessa virheeton ja
taydellinen menettely klausuulijoukon toteutuvuuden tutkimiseen.

Viite. Klausuulijoukko S on refutoituva (eli klausuulijoukosta S on johto
Cy,...,Cy tyhjille klausuulille C,, = 0) <= S on toteutumaton.

Todistus. Sivuutetaan.

/
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ﬂsimerkki. Osoitetaan predikaattilogiikan lausejoukko \
% ={Va3y(P(z) A P(y)), VaVy(P(z) = -P(y))}
toteutumattomaksi. Haetaan lauseille ensin klausuuliesitykset:
o VzIy(P(z) A P(y)) ~ Yz (P(z) A P(f(x))) ~
S1={{P(x)},{P(f(z))}}
* VaVy(P(z) = —P(y))} ~ VaVy(=P(z) V =P (y))} ~
S2 = {{=P(z),~P(y)}}.

Refutaatio: 1. {P(z)} S1{z/z}
2.{P(f(2)} Si{z/z}
3. {-P(z),~P(y)} So

} 1,3,MGU {z/z}

5. O 2,4 MGU {y/f(2)}
N y /
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Muiden loogisten ongelmien ratkominen

* Resoluutiolla voidaan selvittaa lauseiden patevyytta ja loogista
ekvivalenssia seka tutkia lausejoukon loogisia seuraavuuksia.

» Koska Skolemointi ei sdilyta loogista ekvivalenssia vaan
toteutuvuuden, ndma tulee muuntaa toteutuvuusongelmiksi.

Viite. Olkoon ¢ ja 1 lauseita ja ¥ lausejoukko.
1. Patevyys: = ¢ <= KM({—¢}) on refutoituva.
2. Ekvivalenssi: ¢ =19 <= KM({—(¢ <> ¢)}) on refutoituva.

3. Looginen seuraavuus: ¥ = ¢ <= KM(X U {—¢}) on refutoituva.

Ylla KM(T') tarkoitaa lausejoukon I' klausuulimuotoa, mikd saadaan
ottamalla yksittaisten lauseiden v € I' klausuulimuotojen unioni.

~

/
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/Esimerkki. Osoitetaan resoluutiolla, ettd = Vo P(z) — JxP(x).

* Haetaan lauseen negaatiolle klausuulimuoto:
—(VzP(x) — 3zP(z)) ~ VzP(z)A-JxP(x)
~  VzP(z) ANVz—-P(zx)
~  VaVy(P(xz) A —=P(y)).
~  S={P(@)},{-P()}}
* Klausuuleista {P(x)} ja {—P(y)} saadaan tyhja klausuuli O
(MGU {z/y}) yhdelld resoluutioaskelella.

» Taten S on refutoituva
= S on toteutumaton
= —(VzP(z) — JzP(x)) on toteutumaton
= VzP(z) — JxP(x) on pitevi.
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Ve (I(x) = E(x))

Az (I(z) A K (z))

—Jx(E(z) A K(x))

O A A A

ﬁ T-79.144 LTP / Syksy 2001
ﬂsimerkki. Osoitetaan lause Jz(E(z) A K(z)) lausejoukon

¥ = {Vz(I(z) = E(z)), 3z(I(z) A K (2))}

loogiseksi seuraukseksi. Haetaan tarvittavat klausuulimuodot:

Vo (—I(x)V E(z))

S1 = {{~1(2), E(z)}}.
I(c) AN K(c)

Sa = {{I(9)}, {K(c)}}
Vz—(E(z) N K(z))
Ve(-E(z) VvV -K(z))

Sz = {{-E(x), 7K (z)}}

Kokonaisuutena saadaan siis klausuulijoukko S = S; U S5 U S3

\: {{-1(z), E(z)}, {I(9)}, {K(9)}, {~E(z), ~K(2)}}.
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/Refutaatio onnistuu esimerkiksi seuraavasti:

1. {~I(z), E(z)}
2. {I(¢)}

3. {K(c)}

4. {=E(y),~K(y)}
5. {~I(y), ~K(y)}
6. {—~K(c)}

7

. d

e Taten S on toteutumaton

N

S

S

S

S{z/y}

1,4 MGU {z/y}
2,5,MGU {y/c}
3,6,MGU ¢

* Yleisimpien unifioijien kompositio {z/y}{y/c}e = {z/c,y/c}.

= YU {-3z(E(z) A K(z))} on toteutumaton
= Jdz(E(z) A K(z)) on joukon X looginen seuraus.
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9.3 Ohjeita resoluutiotodistusten kirjoittamiseen

(esimerkiksi alaindeksien avulla).

e Yksittdista klausuulijoukon klausuulia saatetaan tarvita useita
kertoja resoluutiotodistuksessa (jolloin muuttujien
uudelleennimedminen on valttamatonta).

* Kirjoita yleisimmat unifioijat (MGU:t) nakyviin.

ilmoita, mistd klausuuleista mikin klausuuli on johdettu.

* Laske yleisimpien unifioijien kompositio.

N

~

e Muuttujien uudelleennimedminen on hyva suorittaa systemaattisesti

 Ellet kirjoita todistusta bindaripuun muotoon, numeroi klausuulit ja

/
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Esimerkki. Esitetdan listat vakion e (tyhja lista) ja kaksipaikkaisen

Maaritellaan seuraavat listoja koskevat predikaatit

* K(z,y) =

1. K(ee)ja
2. VaVyVzVu(K(z,y) A L(y,v,z) = K(c(v,x), 2)).
* L(y,v,z) = "lista z on lista y, jonka perdan on liitetty alkio v":
3. VzL(e,z,c(x,e)) ja
4. YyVuVaVa(L(y,v, z) — L(c(x,y),v,c(x, 2))).

N

funktiosymbolin ¢ avulla (ndin lista [1, 2] saa esityksen ¢(1, ¢(2,¢))).

“listan x alkioina ovat listan y alkiot kdanteisessa jarjestyksessa’:
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* Johdetaan lauseille klausuulimuodot:
(1) ~ {{K(e;e)}}
(2) ~ VaVyVzVo (=K (z,y) V = L(y,v,2) V K(c(v, 7), 2))
~ {{-K(z,y), ~L(y,v, 2), K(c(v,7), 2) } }
(3) ~ {{L(e,x,c(z,e))}}
(4) ~ YyVuVeVa(=L(y,v, 2) V L(c(z,y),v, c(z, 2))
~ {{—'L(ya v, Z)a L(C(:L‘, y)’ v, C(ZE, Z))}}
(5) Todistettavan lauseen negaatio —3xK (c(1, ¢(2,¢€)), x)
o VK (e(1, 0(2, 0)), 7) ~ {{-K (e(1, (2, €)), 2)}}
* Haluamme siis selvitdd, mika on lista [1, 2] kddnnettyna.
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Resoluutiotodistus:
1. {=K(c(1,¢(2,€)), o)} P5
2. {—~K(z1,y1), "L(y1,v1, 21), K(c(v1,21),21)} P2
3. {=K(c(2,€),y1),L(y1,1,21)} 1,2,MGU {wv1/1,21/c(2,€),20/21}
4. {=K(z2,y2), 7L(y2, v2, 22), K(c(va, 22), 22) } P2
5. { (6 y2) _'L(y2727y1) _‘L(yh ]-azl)}
3,4, MGU {vy/2,x2/e,22/y1}
6. {K(e,e)} P1
7. {—-L(e,2,y1),~L(y1,1,21)} 5,6,MGU {y,/e}
8. {L(e,x3,c(xs,e))} P3

/
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/9. {=L(c(2,€),1,21)} 7,8,MGU {953/2,1/1/0(2,6)}\

~

10. {—L(ya,v4,24), L(c(x4,ys), va, (x4, 24))} P4
11. {~L(e,1,24)} 9,10,MGU {z4/2,ya/e,vs/1, 21/c(2, z4)}
12. {L(e, x5, c(z5,€)))} P3
13. O 11,12,MGU {z5/1,24/c(1,e)}

* Unifioijien kompositio: { v1/1, z1/c(2,€), zo/c(2,¢(1,¢€)),
v2/2, z2/e, z2/c(2,¢€),
y2/e,
x3/2, y1/c(2,€)
x4/2, yafe, va/l, z1/c(2,¢(1,¢))
x5/1, za/c(1,€) }.

\- Rajaus kyselyyn: {z¢/c(2,c¢(1,e))} (ns. vastaussubstituutio). /
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/9.4 Resoluutiostrategioita \

* Tavoitteena darellisen klausuulijoukon S refutointi.

* Kerrossaturaatiostrategiassa resoluutioaskeleita suoritetaan
kerroksittain seuraavasti.
1. Joukko S muodostaa kerroksen Sy.

2. Kerros S; (i > 0) muodostuu klausuuleista C, jotka saadaan
resoluutiosdanndlla joistain klausuuleista C; € S;_1 ja
Cy € SoU---US;_1.

Esimerkki. Olkoon alimpana kerroksena

So =8 ={{-1I(x), E(x)},{I(c)},{K(c)},{~E(y), ~K(y)}}.
Tallgin - Sy = {{E(c)}, {~E(0)}, {~1(z), ~K(2)}}

S2 = {0, {~I(c)}, {=K(c)}}-
N /
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/Tu kijoukkostrategia

Madritelma. Klausuulijoukon S osajoukko T' on tukijoukko
(engl. set of support), jos S — T on toteutuva.

* Tukijoukkostrategiassa ei milloinkaan suoriteta resoluutiota joukon
S — T klausuuleille kesken3an.

* Tutkittaessa loogista seuraavuutta ¥ = ¢ lausejoukko X
(olettamukset) on tyypillisesti toteutuva. Talléin voidaan ajatella:
1. T muodostuu lauseesta —¢ saatavien klausuulien joukosta ja

2. joukkoon S — T kuuluvat lausejoukosta ¥ saatavat klausuulit.

* Ristiriita aiheutuu siis konkreettisesti tukijoukon 7' klausuuleista,
mikili ¥ = ¢ (eli ¥ U {—¢} on toteutumaton).

Qﬁite. Tukijoukkostrategiaan perustuva resoluutio on taydellista.

~

/
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/Esimerkki. Tutkitaan seuraako Jy(E(y) A K(y)) loogisesti
lausejoukosta ¥ = {Vz(I(z) — E(z)), Jx(I(x) A K(x))}.

Lausejoukosta ¥ saadaan klausuulijoukko
S =T ={{~I(z), E(z)},{I(0)}, {K(c)}}-

Lauseen negaatiosta saadaan tukijoukko T'= {{—-E(y), " K (y)}}.
1. {-I(z),E(x)} S—-T

2. {I(c)} S—T

3. {K(c¢)} S—-T

4 {-E(y),~K(y} T

5. {-E(c)} 3, 4, MGU {y/c}
6. {—I(c)} 1,5, MGU {z/c}
7.0 2,6, MGU ¢

N
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