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Demonstraatiotehtéivien ratkaisut

4. Tehtidvi: Osoita, ettd yhteydettomien kielten luokka ei ole suljettu leikkausten eiké
komplementtien suhteen. (Vihje: Esitd kieli {a*b*c* | k > 0} kahden yhteydettomin
kielen leikkauksena.)

Vastaus: Olkoon kieli L = {a*b*c¥ | k > 0}. Opetusmonisteessa (s.75) on todistettu, etti
tadmé kieli ei ole yhteydeton. Osoitetaan, ettd yhteydettomét kielet eivét ole suljettuja
leikkauksen suhteen esittdmaélld L:n kahden yhteydettomén kielen leikkauksena.

Olkoon L; = {a'b®c* | i,k > 0} ja Ly = {a*b¥c’ | i,k > 0}. Nyt sekii L; ettd Lo
ovat yhteydettomia, mutta L = Li N Lo, joten yhteydettomét kielet eivét ole suljettuja
leikkauksen suhteen.

Tuloksesta seuraa suoraan se, etté yhteydettomat kielet eivét voi olla suljettuja komple-
mentin suhteen, silld ne ovat suljettuja unionin suhteen ja DeMorganin sédéntGjen perus-

teella Ly N Ly = Ly U Lo.

Osoitetaan vielé lopuksi, ettd Ly ja Lo ovat todellakin yhteydettomisd muodostamalla niité
vastaavat kieliopit. Kielen Ly generoi yhteydeton kielioppi Gy = ({S, 4, B, a, b, ¢}, {a, b, ¢},
Py, S), missda P, = {S — AB,A — aA|¢e,B — bBc|¢e}.

Kielen Lo generoiva kielioppi Gy = ({5, 4, B, a,b,c},{a,b,c}, P5,S), P, ={S — AB, A —
aAb|e, B — cB|e}.

5. Tehtdvi: Muodosta kielioppia G = (V, X, P, S) vastaava pinoautomaatti, kun

V:{S7 (7)7*7U,@7a’b}

2:{(7)7*3U7®aa7b}

P={S— (55),S — S*S—(SUS),
S—0,8—a,S— b}

Vastaus: Mité tahansa yhteydetonté kielioppia G = (V, X, R, S) vastaava epédeterminis-
tinen pinoautomaatti M = (Q, %, T, 6§, qo, F') voidaan laatia seuraavasti:

Q= {qu q17Qacc}

r=vui{l}

F = {gacc}

5 = {((q0,,€): (a1,51)), ((q1,, L), (dace, €)) } (1)
U{((q1,5,4),(q1,2)) | (A— ) € P} (2)
U{((q1,0,0),(q1,¢)) | 0 € 3} (3)

Tésséd symbolia | kédytetdéin pinon pohjan merkkin.



Tehtavan kieliopille konstruktio tuottaa seuraavan pinoautomaatin:

Q ={q0, 91, Gacc }

> ={(,),%U,0,a,b}

r={s(),",U,0,a,b, L}

F ={qacc}

6 ={((q0,¢,¢), (q1,51)), ((q1, &, 1), (gaces €)) (15, 59), (a1, (55))),

((ql,&? S) (ql,S*)) ((q1,¢,9), (a1, (SUS))), ((a1,¢,9), (a1,0)),
((q (q1,a ))v((fh»ﬁ S), (a1, ))7

(((1 (Ih ))7((6117)) (q1,¢ )7(Q17 ), (a1, e )),

((q1,U,V), (q1,2)), ((q1,0,0), (q1,€)), ((q1,a,a), (q1,¢)),

((Q1 (qu,€ ))}

Syntynyt automaatti on muotoa:

g, Aa
g,e/SL Q g, L/e
s O

Qacc

o,0/e

Tarkastellaan, miten automaatti késittelee syotteen (a U b*):

Tila | Syote Pino | S&&nto
q | (aUb") €
o | (aUb) SL| (1)
@1 | (@Ub*) | (SUS)L | (2) (S—(SUS))
¢ | aUb*) | SUS)L | (3)
@1 | aubd®) aUS)L | (2) (S—a)
a1 ub*) us)L | (3)
@ b*) 5L (2) (S —57)
a | 0 b)L | (2) (S —b)
a | 9 9L | ()
a | ) | 3)
qQ 1] (3)
Gacc € € (1)

Huom. kieli L(G) méarittelee kaikki syntaktisesti oikeanmuotoiset aakkoston ¥ = {a, b}
yli muodostetut sdannolliset lausekkeet.

6. Tehtdva: Muodosta pinoautomaattia M vastaava kielioppi, missi M = (Q,%,T, 4, s, F):

Q={s,q.f}

Y ={a,b}

I' ={a,b,c}

F={f}

5 ={((s.,€),(g,0)), (g a,0), (g, ac)), (4. a,a), (g, aa))
((q,a b), (¢, e ), ( q,b,c) q,bc ) ((q,b7 b),(q,bb))
((g:0,a), (0,9)), ((g:5,¢), (f:€)) }



Vastaus: Tilakaaviona M néyttdéd seuraavalta:

a,c/ac
a,afaa
a,b/e
g,e/e g, c/e
>0 q% O

b, c/be
b, b/bb
b,a/e

Pinoautomaattia vastaavan yhteydettomén kieliopin selvittdminen on suhteellisen tyo-
lastd. Tassa kidytetddn algoritmia, jotka toimii vain yksinkertaisille pinoautomaateille.
Pinoautomaatti on yksinkertainen, mikéli seuraavat ehdot toteutuvat:

— Jos ((g,u,B), (p,7)) on pinoautomaatin siirtymé, niin 8] < 1.
— Jos ((q7u, e), (p, 'y)) € §, niin myos ((q, u, A), (p, vA)) € § kaikille A € T

Rajoitukset eivét kuitenkaan heikenné pinoautomaattien ilmaisuvoimaa, silld miké tahan-
sa pinoautomaatti voidaan muuttaa yksinkertaiseksi (yksityiskohdat sivuutetaan téssi).

Kieliopin muodostamisen ajatuksena on ottaa kielen vélikkeiksi kolmikkoja (g, A, p), missé
q,p € Q ja AeTU{e}. Ajatuksena on, ettd (g, A, p) generoi kaikki ne merkkijonot, joita
tutkiessaan automaatti siirtyisi tilasta ¢ tilaan p poistaen samalla pinosta symbolin A.

Kieliopin sédéntojd on neljénlaisia:
1. Kaikille f € F asetetaan sdénté S — (s, ¢, f).

2. Kaikille siirtymille ((q, u, A),(r,By - - Bn)) € 0, missd ¢,r € Q,u € ¥*n > 0,
AeTU{e}ja By - B, €T, lisitddn sdinto

<q7 A7p> - ’LL<7“, Blaq1><Q1’B23 Q2> T <qn*17 Bn7p>

kaikille p, q1,...,qn_1 € Q.
3. Kaikille siirtymille ((q7u,A),(r, E)) € 0, missi ¢,7 € Q,u € ¥* ja A € T U {e},
lisdtasan sdanto
(¢; A, p) — u(r,e,p)

4. Kaikille ¢ € Q lisétéasin sddnto (q, ¢, q) — .

Sdannoista ensimméinen ilmaisee, ettéd tarkoituksena on pédsté alkutilasta johonkin lop-
putilaan niin, ettd pino ja&d lopuksi tyhjiksi. Viimeistd muotoa olevat sdannot kertovat,
ettd mitddn laskentaa ei tarvita, ellei siirrytd toiseen tilaan. Muotoa 2 olevat s#annot
kuvaavat pitkdd suoritusta, jolla siirrytdén tilasta g tilaan p ja samalla poistetaan A pi-
nosta. Sd&nnon oikea puoli konstruoi automaatin tilasiirtymien jonon siirtymé kerrallaan.
Muotoa 3 olevat sddnnot ovat analogisia muotoa 2 olevien sédéntdjen kanssa.



Kielioppi G = (V. X, P, S),V =X U{StU{(¢,A,p) | ¢,p € Q, A€ T U{e}}

P ={S — (s,e, f), (1.)
(s,e,8) = e,(q,e,q) =& (f,e,f) =e,  (4)
(s,e,8) — elq,c,s), (2./tr.1)
(s,e,q) — €lq, ¢, q), (2./tr.1)
(s,e,f) = ela,e, [, (2./tr.1)
(g, ,8> a{g,a,8')(s', ¢, s) (2./tr.2)
(¢,¢.q) — alg,a,¢')(d', ¢, q) (2./tr.2)
(¢, f) — alg,a f><f7c,f> (2./tr.2)
(q,a,8) — alq,a,s') (s, a,s) (2./tr.3)
(¢,a,9) — alg,a,q')(d',a,q) (2./tr.3)
(¢:a, f) — alg,a, f){f',a, f) (2./tr.3)
(g,b,8) — a(q,e,s) (3./tr.4)
(¢:b,q) — alg,€,q) (3./tr.4)
(g0, ) — alg,e, f) (3./tr.4)
(q,¢,8) — blg,b,s")(s, c,s) (2./tr.5)
(a,¢,q) = b{a,b,¢')(d, c.q) (2./tr.5)
(g, ¢ f) = bla: b, f1)(f' e, f) (2./tr.5)
{(q,b,8) — b(q,b,s'){(s",b,s) (2./tr.6)
(g:b,5) — b{q,b,q")(d’, b, q) (2./tr.6)
(g,b,8) — blg, b, f))(f', b, f) (2./tr.6)
(g,a,s) — b{g,e,s) (3./tr.7)
(¢;a,q) — b{q,£,q) (3./tr.7)
(g;a, f) = blq,e, f) (3./tr.7)
(g,c,8) — &(f,e,s) (3./tr.8)
(¢;¢,q) — (f,€,q) (3./tr.8)
(g,c, [y — e{f,e, ) (3./tr.8)

Naisté sdannoisté suuri osa on tarpeettomia. Tarvittavat saadaan selville lahtemalla liik-
keelle sdénnostia S — (s,e, f), ja katsomalla, miti kaikkia sééntojd voidaan kiyttéd.
Tuloksena syntyvét siannot ovat

P={S—(sef)
(8,6, f) = {a,¢, f)

<q,c ) = alq,a,q){q;c, f)
(g,¢,f) — b{g,b,9)(q,c, [)
<q ) = (f.e, f)

(¢,a,q9) — alg,a,q){(g,a,q)
(¢,a,q) — b{g,e,q)

(¢,b,9) — b{q,b,9){(q,b,q)
(¢:0,9) — < . q)

(¢,€,9) —

(f,e, ) — 8}



Kielioppia voi vield sieventdid. Merkitédén (g, ¢, f) = S, {q,b,q) = B, {q,a,q) = A, ja tulok-
seksi saadaan

P={S — aAS|bBS | ¢

A— aAA|b,
B —bBB | a}



