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Osoitetaan sitten, ettd kieli H ei ole rekursiivinen. Oletetaan
nimittain, etta olisi H = L(My) jollakin totaalisella Turingin
koneella My. Oletetaan liséksi, ettd kone My pysahtyessaan
jattda nauhalle alkuperéisen syotteensd, mahdollisesti
tyhjamerkeilla jatkettuna. Olkoon My, lauseen 6.6 todistuksessa
konstruoitu universaalikone.

Kielelle U voitaisiin nyt muodostaa totaalinen tunnistaja
on rekursiivisesti numeroituva, mutta ei rekursiivinen. yhdistamalla koneet My ja My seuraavasti:

Todistus. Todetaan ensin, ettd kieli H on rekursiivisesti Pl
numeroituva. Lauseen 6.6 todistuksessa esitetysta }
universaalikoneesta My on helppo muokata kone, joka MW HQ My ©IQ My Q
syotteellda cyw simuloi koneen M laskentaa sydtteella w ja § @T

pyséahtyy hyvaksyvaan lopputilaan, jos ja vain jos simuloitu }
laskenta ylipaataéan pysahtyy. T

6.5 Turingin koneiden pysahtymisongelma
Lause 6.9 Kieli

H = {cuw | M pysahtyy syotteelld w }

Lauseen 6.7 mukaan téllaista kielen U tunnistajakonetta ei
kuitenkaan voi olla olemassa. Saatu ristiriita osoittaa, etta H ei
voi olla rekursiivinen.
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6.7 Ricen lause

Ricen lauseen mukaan kaikki Turingin koneiden tunnistamia
kielid, t. niiden laskemia I/O-kuvauksia koskevat epatriviaalit

Seuraus 6.10 Kiel kysymykset ovat ratkeamattomia.
- ) ) . ) Johdantona lauseen todistukseen tarkastellaan ensin yhta sen
H = {cww | M ei pysahdy syotteella x } erikoistapausta, Turingin koneiden tunnistamien kielten

epatyhjyysongelmaa: “Hyvaksyyko annettu Turingin kone yhtéaéan

ei ole rekursilvisesti numeroituva. sydtemerkkijonoa?” Ongelman esitys formaalina kielen& on

NE = {c € {0,1}* | L(M.) # 0}

Lause 6.11 Kieli NE on rekursiivisesti numeroituva, mutta ei
rekursiivinen.
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Todistus. Todetaan ensin, etta kieli NE on rekursiivisesti
numeroituva muodostamalla sille tunnistajakone Mye. Kone Mye
on helpointa suunnitella epadeterministisena.

Olkoon Mok Turingin kone, joka testaa onko annettu syote
kelvollinen Turingin koneen koodi, ja olkoon Mg
epadeterministinen Turingin kone, joka kirjoittaa nauhalla jo
olevan merkkijonon peré&én mielivaltaisen bin&érijonon w. Kone
Mye Voidaan muodostaa yhdistamalla koneet Mok, Mg ja
universaalikone My seuraavasti:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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Osoitetaan, ettei kieli NE ole rekursiivinen. Oletetaan, etta
kielella NE olisi totaalinen tunnistajakone Mz, ja muodostetaan
sita kayttaen totaalinen tunnistajakone M) kielelle U. (Ristiriita.)
Konstruktio perustuu syétteiden koodaamiseen Turingin
koneiden “ohjelmavakioiksi”. Olkoon M mielivaltainen Turingin
kone, jonka toimintaa syétteella w = a;a; ... ax halutaan tutkia.
Merkitd&n MY:Il& konetta, joka aina korvaa “todellisen”
syotteensa merkkijonolla w ja toimii sitten kuten M:

a/al
a/a; R a/apR_ | a/aR [ a/at ﬂ %/D.R Q M @

Koneen MY toiminta ei siis riipu lainkaan sen todellisesta
syoOtteestd, vaan se joko hyvaksyy tai hylkaa kaikki merkkijonot,
sen mukaan miten M suhtautuu w:hen:

{0,1}*, josw €L(M);

L(MW):{ 0, jos w ¢ L(M).
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Selvasti on:

c € L(Mng)

< ¢ on kelvollinen Tk-koodi ja 3w s.e. cw € U
< ¢ on kelvollinen Tk-koodi ja 3w s.e. w € L(M)
< L(Me) #0.
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Olkoon sitten Mencope Turingin kone, joka saa sy6tteenaan
mielivaltaisen Turingin koneen M koodista cy ja bindarijonosta
w muodostuvan jonon cyw ja jattaa tuloksenaan nauhalle
edelld kuvatun koneen MY koodin cyw:

—cpw

O
Cmw %Q MENCODE
&)

(Jos syote ei ole muotoa cw, missa c on kelvollinen Turingin
koneen koodi, kone Mencope paatyy hylk&avaan lopputilaan.)
Kone Mencope Operoi siis Turingin koneiden koodeilla. Annetun
koneen M koodiin se lisda siirtymaviisikoita (“konekaskyja”) ja
muuttaa tilojen numerointia siten, etta koodi tulee koneen M
sijaan esittdmaan konetta MV,
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Universaalikielelle U voitaisiin nyt koneet Mencope ja
hypoteettinen Mz seuraavalla tavalla yhdistamalla muodostaa
totaalinen tunnistajakone M;:

7777777777777777777777777777777777777777777777777777

Kone M/} on totaalinen, jos MJiz on, ja L(M/}) = U, koska:
cuw € L(M{)) & cuw € L(Mlg) =NE & L(MY) £0 < w € L(M).

Mutta kieli U ei ole rekursiivinen, joten tallainen totaalinen
tunnistajakone M ei ole mahdollinen. Saadusta ristiriidasta
paatellaan, etta myoskaan kielella NE ei voi olla totaalista
tunnistajaa M. o
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Todistus. Olkoon s mielivaltainen epétriviaali semanttinen
ominaisuus. Voidaan olettaa, ettd 0 ¢ s: toisin sanoen, etta
tyhjan joukon tunnistavilla Turingin koneilla ei ole tarkasteltavaa
ominaisuutta. Jos nimittéin 0 € s, voidaan ensin osoittaa, etta
ominaisuus s = RE — s on ratkeamaton, ja paatella edelleen
tasté ettd myds ominaisuus s on ratkeamaton. (Koska
codes(s ) = codes(s ).)

Koska s on epétriviaali, on olemassa jokin Turingin kone Ma,
jolla on ominaisuus s — jolla siis L(Ma) #0 € .
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Ricen lause

Turingin koneiden semanttinen ominaisuus s on miké tahansa
kokoelma rekursiivisesti numeroituvia aakkoston {0,1} kieli&;
koneella M on ominaisuus s, jos L(M) € s. Triviaalit ominaisuudet
ovat s = 0 (ominaisuus, jota ei ole milladn koneella) ja s = RE
(ominaisuus, joka on kaikilla koneilla).

Ominaisuus s on ratkeava, jos joukko
codes(s) ={c|L(M;)€s}

on rekursiivinen. Toisin sanoen: ominaisuus on ratkeava, jos
annetusta Turingin koneen koodista voidaan algoritmisesti
paatella, onko koneella kysytty semanttinen ominaisuus.

Lause 6.12 [Rice 1953] Kaikki Turingin koneiden epatriviaalit
semanttiset ominaisuudet ovat ratkeamattomia.
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fffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

Olkoon Nyt Mencope
Turingin kone, joka e
muodostaa syb6tteena w M
annetusta merkkijonosta
cuww Seuraavanlaisen X
Turingin koneen M%

koodin. S !
Jos syote ei ole vaadittua muotoa, Mencope paatyy hylkaavaan

lopputilaan.

Syotteellda x kone MY toimii ensin kuten M syétteellda w. Jos M
hyvaksyy w:n, M" toimii kuten kone M, syotteellda x. Jos M
hylkda w:n, myds MY hylkda x:n. Kone M tunnistaa siis kielen

L(Ma), josw € L(M);

L(M™) = { 0,  joswgL(M).

Koska oletuksen mukaan L(Ma) € s ja @ ¢ s, on koneella M%
ominaisuus s, jos ja vain jos w € L(M).
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Oletetaan sitten, etta ominaisuus s olisi ratkeava, so. etta
kielella codes(s ) olisi totaalinen tunnistajakone M. Tall6in
saataisiin edellisen todistuksen tapaan totaalinen
tunnistajakone kielelle U yhdistamalla koneet Mencope ja Mj
seuraavasti:

IR o oY
CMWHQ ENC@?@ s @

Selvéasti kone M, on totaalinen, jos M] on, ja
cuw € L(M])) < cuw € L(M]) =codes(s ) & L(M") e s & w € L(M).

Koska kieli U ei ole rekursiivinen, tamé& on mahdotonta, mista
paatelldan, ettei ominaisuus s voi olla ratkeava.
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Eraiden kielioppiongelmien ratkeavuus, kun annettuna on
kieliopit G ja G’ Chomskyn hierarkian tietylta tasolta i ja
merkkijono w. Taulukossa R ~ “ratkeava”, E ~ “ei ratkeava”, T
~ “aina totta”.

Taso i:
Ongelma: onko 3 2 10
w € L(G)? R R R E
L(G) =07 R R E E
L(G) =1x*? R E E E
L(G) =L(G')? R E E E
L(G) C L(G')? R E E E
L(G)NL(G") =07 R E E E
L(G) saannollinen? T E E E
L(G)NL(G') tyyppiai? |T E T T
L(G) tyyppi& i? T ETE
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6.8 Muita ratkeamattomuustuloksia

Lause 6.13 (Predikaattikalkyylin ratkeamattomuus; Churc h/Turing
1936)

Ei ole olemassa algoritmia, joka ratkaisisi, onko annettu
ensimmaisen kertaluvun predikaattikalkyylin kaava ¢ validi
(“loogisesti tosi”, todistuva predikaattikalkyylin aksioomista).

d

Lause 6.14 (“Hilbertin 10. ongelma”;
Matijasevitsh/Davis/Robinson/Putnam 1953-70)

Ei ole olemassa algoritmia, joka ratkaisisi, onko annetulla
kokonaislukukertoimisella polynomilla P(xq, ... ,xn)
kokonaislukunollakohtia (so. jonoja (my,...,my) € Z", joilla
P(my,...,m,) = 0). Ongelma on ratkematon jo, kun n = 15 tai
deg(P)=4. ¢
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6.9 Rekursiiviset funktiot

Turingin koneen M = (Q, X, T, 8, o, Gacc Urej) laskema
osittaiskuvaus (t. -funktio)

fu 2F—T*

maaritellaan:

M
maarittelematoén, muuten.

o (x { u, jos (go,x)"(q,uav) jollakin q € {gacc, rej},av € I'*;
v(x) =

Osittaisfunktio f : ¥* — A on osittaisrekursiivinen jos se voidaan
laskea jollakin Turingin koneella ja (kokonais-)rekursiivinen, jos se
voidaan laskea jollakin totaalisella Turingin koneella.
Ekvivalentisti voitaisiin maaritella, ettd osittaisrekursiivifunktio f
on rekursiivinen, jos sen arvo f(x) on maaritelty kaikilla x.
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Lause 6.15
(i) Kieli A C X* on rekursiivinen, jos ja vain jos sen
karakteristinen funktio

. 1, josx €A
R A

on rekursiivinen funktio.

(i) Kieli A C X* on rekursiivisesti numeroituva, jos ja vain jos on
A = 0 tai on olemassa rekursiivinen funktio g : {0,1}* — ¥*, jolla

A={g(x)[x €{0,1}"}.

Todistus. HT.

Pekka Orponen kevéat 2006



