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1.7 Numeroituvat ja ylinumeroituvat joukot

Maaritelma 1.10 Joukko X on numeroituvasti &areton, jos on
olemassa bijektio f : N — X. Joukko on numeroituva, jos se on
aarellinen tai numeroituvasti aaretdn. Joukko, joka ei ole
numeroituva on ylinumeroituva.

Intuitiivisesti sanoen joukko X on numeroituva, jos sen alkiot
voidaan jarjestaa ja indeksoida luonnollisilla luvuilla:

X = {X0,X1,X2, - yXn—1},
jos X on n-alkioinen aarellinen joukko ja
X = {Xo,X1,X2,--- },
jos X on numeroituvasti aareton.

Numeroituvan joukon kaikki osajoukot ovat my6s numeroituvia
(HT), mutta ylinumeroituvilla joukoilla on seka numeroituvia etta
ylinumeroituvia osajoukkoja. Siten ylinumeroituvat joukot ovat
jossain mielessa “isompia” kuin numeroituvat.
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Bijektio f on siis:
2n+1 — aya;

3n — apa,

n+1 — aa n2+n — apan
n+2 — aza, n4+n+1 — aaa
n4+n+2 — a;a;a;
2n — ajap : : ]
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Lause 1.11 Mink& tahansa aakkoston ¥ merkkijonojen joukko
Y * on numeroituvasti aareton.

Todistus. Muodostetaan bijektio f : N — >¥* seuraavasti. Olkoon
Y ={ay,ay,...,an}. Kiinnitetddn x:n merkeille jokin
“aakkosjarjestys”; olkoon se a; < ap < --- < ap.

Joukon X* merkkijonot voidaan nyt luetella valitun
aakkosjarjestyksen suhteen kanonisessa t. leksikografisessa
jarjestyksessa (engl. canonical t. lexicographic order)
seuraavasti:

» ensin luetellaan 0:n mittaiset merkkijonot (= €), sitten 1:n
mittaiset (= a;,ay,...,a,), Sitten 2:n mittaiset jne.;

» kunkin pituusryhman siséalla merkkijonot luetellaan
aakkosjarjestyksessa.
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Itse asiassa milla tahansa ohjelmointikielella kirjoitetut ohjelmat
ovat kielen perusaakkoston (esim. C-kielessd ASCII-merkistdn)
merkkijonoja. Lauseen 1.11 mukaan minka tahansa aakkoston
merkkijonojen joukko on numeroituvasti &éreton, joten myos
milla tahansa ohjelmointikielella mahdollisten ohjelmien joukko
on numeroituva.

Seuraavaksi todistetaan, etta kaikkien formaalien kielten joukko
on ylinumeroituva. Formaaleja kielia on siis “enemman” kuin
mahdollisia tietokoneohjelmia, ja siksi millaan ohjelmointikielella ei
voida laatia tunnistusautomaatteja kaikille formaaleille kielille. (Tai
toisin sanoen: on olemassa “periaatteessa mahdollisia”
I/O-kuvauksia, joita ei voida toteuttaa tietokoneella.)
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Lause 1.12 Minka tahansa aakkoston X kaikkien formaalien
kielten perhe on ylinumeroituva.

Todistus (ns. Cantorin diagonaaliargumentti). Merkitaan
aakkoston X kaikkien formaalien kielten perhettd » (X*) = 4.
Tehd&an vastaoletus: oletetaan, ettd olisi olemassa kaikki >:n
formaalit kielet kattava numerointi:

A = {Ao,Al,Az,...}.

Olkoot ~*:n merkkijonot kanonisessa jarjestyksessa xg,x1, X2, . ...
Maaritellddan em. numerointeja kayttaen formaali kieli A:

A={x e |x ¢Al

Koska A € 2 ja 4 :n numerointi oletettiin kattavaksi, pitéisi olla
A = A jollakin k € N. Mutta talléin A:n méaritelman mukaan

Xk €A<:>Xk ¢Ak :A

Saatu ristiriita osoittaa, etta vastaoletus on vaara.

Pekka Orponen kevéat 2006

T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet

1.8 *Ekskursio: Turingin pyséhtymisongelma

Lauseiden 1.11 ja 1.12 mukaan on siis olemassa formaaleja
kielia (1/0-kuvauksia), joita ei voida toteuttaa esim. C-ohjelmilla.
Enté jokin konkreettinen esimerkki tallaisesta?

Tunnetuin esimerkki on ns. Turingin pysahtymisongelma. (Alan
Turing, 1936). C-ohjelmia kéayttaen tulos voidaan muotoilla
seuraavasti:

Viaite. Ei ole olemassa C-funktiota hal t ( p, x) , joka saa
sybtteendan mielivaltaisen C-funktion tekstin p ja talle
tarkoitetun syo6tteen x ja tuottaa tuloksen 1, jos p:n suoritus
pysahtyy syotteella x, ja 0 jos p:n suoritus x:1la jaa ikuiseen
silmukkaan.
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>

Kuvallisesti todistuksen idea

voidaan esittaa seuraavasti.

1 Muodostetaan kielten Ag,Aq, A, ...
x| @ 0 0 1 - jgmerkkijonojen xo,xi,, ...
0 “insidenssimatriisi”, jonka rivin i
x| 0 4 0 0 - sarakkeessaj onarvo 1jos x € A,
0 ja muuten 0. Tallsin kieli A
X2 | 1 1 4 1 poikkeaa kustakin kielesta A,

! matriisin “diagonaalilla”:
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voi d confuse(char *p){

Todistus. Oletetaan vaitteen vastaisesti, etta tallainen funktio
hal t voitaisiin laatia. Muodostetaan tata kayttaen toinen funktio
conf use (ks. alla).

Merkitaan funktion conf use ohjelmatekstia c:lla ja tarkastellaan
funktion conf use laskentaa talla omalla kuvauksellaan.

Saadaan ristiriita:

int halt(char *p, char *x){ confuse(c) pysahtyy

/* Funktion halt runko. */ &
} halt(c,c) ==
if (halt(p,p) == 1) while (1); &

confuse(c) ei pysahdy.

Ristiriidasta seuraa, etté oletettua pysahtymistestausfunktiota
hal t ei voi olla olemassa.

Samansukuisia ns. ratkeamattomia ongelmia on itse asiassa
paljon. Asiaan palataan kurssin loppupuolella.
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2.8 Saanndllisten kielten rajoituksista

Kardinaliteettisyista on oltava olemassa (paljon) ei-saanndllisia
kielia: kielid on ylinumeroituva maara, sdannollisia lausekkeita
vain numeroituvasti.

Voidaanko 16ytaa konkreettinen, mielenkiintoinen esimerkki
kielestd, joka ei olisi saanndllinen? Helposti.

Saanndllisten kielten perusrajoitus: aarellisilla automaateilla on
vain rajallinen “muisti”. Siten ne eivat pysty ratkaisemaan
ongelmia, joissa vaaditaan mielivaltaisen suurten lukujen
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Lemma 2.6 (Pumppauslemma) Olkoon A sdanndllinen kieli.
Talléin on olemassa sellainen n > 1, ettd mik&a tahansa x € A,
Ix| > n, voidaan jakaa osiin x = uvw siten, etta juv| <n, |v| > 1,
jauv'w € A kaikillai =0,1,2,...

Todistus. Olkoon M jokin A:n tunnistava deterministinen
aarellinen automaatti, ja olkoon n M:n tilojen mééara.
Tarkastellaan M:n lapikaymia tiloja syotteella x € A, |x| > n.
Koska M jokaisella x:n merkilla siirtyy tilasta toiseen, sen taytyy
kulkea jonkin tilan kautta (ainakin) kaksi kertaa — itse asiassa
jo x:n n:n ensimmaisen merkin aikana. Olkoon g ensimmainen

tarkkaa muistamista. toistettu tila.

Esimerkki: sulkulausekekieli Olkoon u M:n kasittelema x:n alkuosa sen

tullessa ensimmaisen kerran tilaan q, v se osa
v x:Sté jonka M kasittelee ennen ensimmaista
@ u >@ W>© paluutaan g:hun, ja w loput x:sta. Talléin on
luv| <n, |v|] > 1, jauvw € A kaikilla
i=0,1,2,...
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Lmatch = {(k)k ‘ k > 0}.

Formalisointi: “pumppauslemma”.
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Esimerkki. Tarkastellaan em. sulkulausekekielta (merk. ‘(' = a, ‘)’
= h):

L = Linawch = {ab* | k > 0}.

Oletetaan, etta L olisi sdanndllinen. Tallgin pitéisi
pumppauslemman mukaan olla jokin n > 1, jota pitempia L:n
merkkijonoja voidaan pumpata. Valitaan x = a"b", jolloin

Ix| = 2n > n. Lemman mukaan x voidaan jakaa pumpattavaksi
osiin x = uvw, |uv| <n, |v| > 1; siis on oltava

u=a,v=a,w=a"tp" ji<n-1j>1.
Mutta esimerkiksi “0O-kertaisesti” pumpattaessa:

v uvow = a'a" (Hp" = a"Ip" ¢ L.

< > u ’@ W>© Siten L ei voi olla saannollinen.
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3.8 Yhteydettomien kielten rajoituksista

Yhteydettomille kielille on voimassa saanndllisten kielten
pumppauslemman vastine. Nyt kuitenkin merkkijonoa on
pumpattava samanaikaisesti kahdesta paikasta.

Lemma 3.9 (“‘uvwxy-lemma”) Olkoon L yhteydet6n kieli. Talléin
on olemassa sellainen n > 1, ettd miké tahansa z € L, |z| > n,
voidaan jakaa osiin z = uvwxy siten, etta

(i) [vx| = 1,
(i) Jvwx| < n,
(iii) uv'wx'y € L kaikillai =0,1,2,....
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S

S
u v :
v, ot X
vV w X

Merkkijono z voidaan nyt osittaa z = uvwxy, missa w on A:n
alimmasta ilmentymasta tuotettu osajono ja vwx seuraavaksi
ylemmasta A:n ilmentymasta tuotettu osajono; osajonot
saadaan johdosta

S =" uAy =" uvAxy =" uvwxy.
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Todistus. Olkoon G = (V,X,P,S) Chomskyn normaalimuotoinen
kielioppi L:lle. Talldin missa tahansa G:n jdsennyspuussa, jonka
korkeus on h, on eninta&an 2" lehtea. Toisin sanoen, minka
tahansa z € L jokaisessa jasennyspuussa on polku, jonka
pituus on vahintéan log, |z|.

Olkoon k = |V — X| kieliopin G valikkeiden méaara. Asetetaan
n = 2k+1, Tarkastellaan jotakin z € L, |z| > n, ja sen jotakin
jadsennyspuuta.

Edellisen nojalla puussa on polku, jonka pituus on > k + 1; talla
polulla on siis jonkin vélikkeen toistuttava — itse asiassa jo
polun k + 2 alimman solmun joukossa. Olkoon A jokin téllainen
valike.
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S
u v ;
Vo, X
vV W X

Koska siis S =* uAy, A =* vAx ja A =* w, 0sajonoja v ja x
voidaan “pumpata” w:n ymparill&:

S =" UAy =" uvAxy =" uv?Ax%y =" ... =" uw'Axly = uv'wx'y.

Siten uv'wx'y € L kaikillai =0,1,2,....
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Esimerkki. Tarkastellaan kielta

L= {a*b*c* |k > 0}.

Kosl:a kielioppi G on Chomskyn normaalimuodossa ja Oletetaan, etté L olisi yhteydettn; valitaan parametri n lemman
A= VAX, on oltava |vx| > 1. mukaisesti ja tarkastellaan merkkijonoa z = a"b"c" € L.

Koska edelleen valikkeen A valinnan perusteella sen toiseksi Lemman 3.9 mukaan z voidaan jakaa pumpattavaksi osiin

ylin ilmentyma on enintdan korkeudella k + 1 jAsennyspuun

lehdista, on tdhan ilmentymaan juurtuvan alipuun tuotokselle Z = uvwxy, vx| > 1, x| < .

voimassa pituusraja jvwx| < 2kt1=n.
Viimeisen ehdon takia merkkijono vx ei voi sisaltaa seka a:ta,
b:ta etta c:ta. Merkkijonossa uv®wx’ = uwy on siten ylijagama
jotakin merkkid muihin merkkeihin nahden, eika se voi olla
kielen L maaritelmassa vaadittua muotoa, vaikka lemman
mukaan pitéisi olla uwy € L.
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