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3.6 Cocke-Younger-Kasami -jasennysalgoritmi

Osittava jasentdminen on selkeé ja tehokas
jasennysmenetelma LL(1)-kieliopeille: n merkin mittaisen
syotemerkkijonon kasittely sujuu ajassa O(n). LL(1)-kieliopit
ovat kuitenkin melko rajoitettu luokka; yleisen
jasennysongelman ratkaisu ei ole yhta helppoa.

Periaatteessa ongelma voidaan ratkaista esim. soveltamalla
yleista (peruuttavaa) osittavaa jasennysta, mutta kaytannossa
vaikeudeksi muodostuu erilaisten kokeiltavien
johtovaihtoehtojen suuri maara. (Tyypillisesti O(c") kpl jollakin
c>2)
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1. &-produktioiden poistaminen

Olkoon G = (V,X,P,S) yhteydettn kielioppi. Valike AcV — %
on tyhjentyva, jos A?*s.

Lemma 3.5. Mista tahansa yhteydettomasta kieliopista G

voidaan muodostaa ekvivalentti kielioppi G’, jossa enintaan
l&htésymboli on tyhjentyva.
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Cocke-Younger-Kasami -algoritmi on yleiseen ns. dynaamisen
ohjelmoinnin tekniikkaan (t. osaratkaisujen taulukointiin)
perustuva menetelméa mielivaltaisen yhteydettéman kieliopin
tuottamien merkkijonojen tunnistamiseen. Menetelma toimii
ajassa O(n%), missa n on tutkittavan merkkijonon pituus.

Algoritmia varten maaritellaan ensin joitakin
kielioppimuunnoksia.
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Todistus. Olkoon G = (V,X,P,S). Selvitetddn ensin G:n
tyhjentyvat vélikkeet seuraavasti:

(i) asetetaan aluksi

NULL:={AeV —X | A— gon G:n produktio};

(i) toistetaan sitten seuraavaa NULL-joukon
laajennusoperaatiota, kunnes joukko ei enaa kasva:

NULL := NULL U
{AEV —-X|A—B;...By on G:n prod.,
Bi € NULL kaikillai =1,... k}.

Pekka Orponen kevét 2006



T-79.1001/1002 Tietojenkésittelyteorian perusteet T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet

Esimerkki. Poistetaan e-produktiot kieliopista:

S — A|B
Taman jalkeen korvataan kukin G:n produktio A — X;... X | NULL — s
kaikkien sellaisten produktioiden joukolla, jotka ovat muotoa — aBale = =1{AB,S})
B — DbAb|e
A—07...0(, mMissa
q o)X jos X; ¢ NULL; S — A|B|e
! X; tai g, jos X; € NULL. A aBa|aa|e N
Lopuksi poistetaan kaikki muotoa A — ¢ olevat produktiot. Jos B bAb | bb | €
poistettavana on myds produktio S — €, otetaan
muodostettavaan kielioppiin G’ uusi lahtésymboli S’ ja sille s’ - sl
H ! H /
produktiot S’ - SjasS’' —e. s — AlB
A — aBalaa
B — bADb]|bb.

Todistus. Olkoon G = (V,X,P,S). Selvitetddn ensin G:n kunkin
valikkeen “yksikkdseuraajat” seuraavasti:
(i) asetetaan aluksi kullekin A e v —%:

2. Yksikkoproduktioiden poistaminen

. C F(A):={B &€V —X|A— B on G:n produktio};
Produktio muotoa A — B, missa A ja B ovat valikkeitd, on () =1 | P }

yks'kkdpmdl"kt'_o' ) o (ii) toistetaan sitten seuraavia F-joukkojen

Lemma 3.6. Mista tahansa yhteydettomasta kieliopista G laajennusoperaatioita, kunnes joukot eivat enaa kasva:
voidaan muodostaa ekvivalentti kielioppi G’, jossa ei ole

yksikkdproduktioita. F(A) :=F(A)U|J{F(B) | A— B on G:n produktio}.

Taman jalkeen poistetaan G:sta kaikki yksikképroduktiot ja
lisatéd&n niiden sijaan kaikki mahdolliset produktiot muotoa
A — W, missa B — w on G:n ei-yksikkdproduktio jollakin
BeF(A). [
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Esimerkki. Poistetaan yksikképroduktiot aiemmin
muodostetusta kieliopista:

Valikkeiden yksikkdseuraajat ovat:

Chomskyn normaalimuoto
S — Sle  E(s)={s,AB}, F(S)={A B}, yh normesm
S — A|B F(A) = F(B) = 0. Korvaamalla Yhteydetn kielioppi G = (V,X,P,S) on Chomskyn _
A _ aBalaa yksikkoproduktiot edella esitetylla tavalla normaalimuodossa, jos sen valikkeista enintdén S on tyhjentyva,
saadaan kielioppi: ja mahdollista produktiota S — € lukuunottamatta muut
B — bAb]|bb. produktiot ovat muotoa
/
S' — aBal|aa|bAb|bb|e A — BC tai A—a,
S — aBalaa|bAb|bb
A — aBalaa missa A,B ja C ovat valikkeita ja a on paatemerkki.
B — bAb|bb. Liséksi vaaditaan yksinkertaisuuden vuoksi, etté lahtdsymboli S

ei esiinny minkaan produktion oikealla puolella.
(Huomataan, etté valike S on nyt itse asiassa “turha”, so. se ei
voi esiintyd minkaan kieliopin lauseen johdossa. Myds turhat
valikkeet voidaan haluttaessa poistaa kieliopista
samantapaisella algoritmilla (HT).)
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L L _ Lisatdan nyt kielioppiin kutakin paatemerkkid a varten uusi
Lause 3.7. Mista tahansa yhteydettémasta kieliopista G voidaan valike C, ja sille produktio C, — a. Korvataan kussakin muotoa

m/uodostaa ekvivalentti Chomskyn normaalimuotoinen kielioppi A—>Xy.. X k > 2, olevassa produktiossa ensin kaikki
G. paatemerkit em. uusilla valikkeilld, ja sitten koko produktio
produktiojoukolla

Todistus. Olkoon G = (V,X,P,S). Mikali lahtésymboli S esiintyy A — XA
G:ssa jonkin produktion oikealla puolella, otetaan kayttdon uusi AL — XoA
lahtésymboli S’ ja lisataan G:hen produktio S’ — S. Poistetaan
sitten G:sta e-produktiot ja yksikképroduktiot lemmojen 3.5 ja :
3.6 konstruktioilla. Taman jalkeen kaikki G:n produktiot ovat Accr —  Xe_1Xk,
muotoa A — ataiA— X;... X,k >2 (tai S — €/S’ — ¢).

missa A,... ,Ax_» ovat jalleen uusia valikkeitd.
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Em. konstruktiolla saatu
Chomskyn normaalimuoto:

S — CaSi
st — BS}
. o S; — CCq
Esimerkki. Kielioppi: S — CpS?
S — aBCd | bbb si — GG
B — b B — b
C — ¢ C — ¢
Ca — a
Ch — b
Cc — ¢
Cq — d.
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Joukkojen Nj, laskeminen:
(i) asetetaan aluksi kaikillai =1,... ,n:

Ni1 :={A€V —X | A— a on G:n produktio};

(ii) lasketaan sitten kaikilla k = 2,...,n ja kullakin k kaikilla
i=1,...,n—k+1:

Ni = USS {Aev-x|
A — BC on G:n produktio, missa
B € Njj jace Ni+j,k—j}~ O
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CYK-algoritmi

Olkoon G = (V,X,P,S) yhteydetdn kielioppi. Lauseen 3.7
nojalla voidaan olettaa, ettd G on Chomskyn
normaalimuodossa. Kysymys, kuuluuko annettu merkkijono x
kieleen L(G) voidaan talldin ratkaista seuraavasti:

Jos x =&, niin x € L(G) joss S — € on G:n produktio.

Muussa tapauksessa merkitaan x = a; ... a, ja tarkastellaan x:n
eri osajonojen tuottamista.

Merkitdan Ny:lla niiden valikkeiden A joukkoa, joista voidaan
tuottaa x:n positiosta i alkava, k merkin mittainen osajono:
Nk = {Aev-X| A:G>*ai e Bigk—1),
1<i<i4+k—1<n.
Joukot Nj, voidaan laskea taulukoimalla lyhyista osajonoista

pitempiin seuraavassa esitettavalla tavalla. Selvasti on x € L(G)
JOSS S € Nyp.
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Esimerkki. Chomskyn normaalimuotoinen kielioppi G:

S — AB | BC
A — BA | a
B — CC | b
C — AB | a

CYK-algoritmin laskenta kieliopilla G ja syétteell& x = baaba:

i —
Ni | 1:b | 2:a [3:a|4:b|5:a
1 B AC |AC| B |AC
2 | S,A B |S,C|SA| —
k] 3 0 B B | —
4 0 |s,AC| —
5 |S,AC| -

Koska lahtésymboli S kuuluu joukkoon Nis, paétellddn etta x
kuuluu kieleen L(G).
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Yleisesti ottaen CYK-algoritmissa jotakin joukkoa Nj
maaritettdessa edetadn samanaikaisesti sarakkeessa Nj
joukkoa Nj, “kohti” ja diagonaalia Nj;x—; pitkin siitd “poispain”:
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Maaritelma 3.2 Pinoautomaatti on kuusikko
M= (szv r767q07 F)7

misséa

» Q on tilojen arellinen joukko;
» Y on syoteaakkosto;

» [ on pinoaakkosto;

0:Qx (Xu{e})x(Tu{e}) =2 (Qx(Fu{e})) on
(joukkoarvoinen) siirtymafunktio;

v

v

Jo € Q on alkutila;

v

F C Q on (hyvaksyvien) lopputilojen joukko.
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3.7 Pinoautomaatit

Yhteydettomille kielille saadaan automaattikarakterisointi ns.
pinoautomaattien avulla:

sy6tenauha: [i[n[plult]
nauhap&a: Pinoautomaatti on kuin &arellinen
automaatti, johon on liséatty

, o dp rajoittamattoman suuri pino. Pinon kaytto
ohjausyksikko: . . Lo L
on varsin rajallista: automaatti voi lukea,
0 kirjoittaa, poistaa tai lisétd merkkeja vain
pino pinon paalle.
(tybnauha):
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Siirtymé&funktion arvon

3(q,0,Y) = {(az, Y1) --- > (A Vi) }

tulkinta on, ett& ollessaan tilassa q ja lukiessaan sydtemerkin o
ja pinomerkin y automaatti voi siirtya johonkin tiloista q, ... ,qx
ja korvata vastaavasti pinon paallimmaisen merkin jollakin
merkeista vi, ..., Yk. Pinoautomaatit ovat siis yleisessa
tapauksessa epadeterministisia.

Jos 0 = ¢, automaatti tekee siirtyman sydtemerkkia lukematta.
Jos y = ¢, automaatti ei lue pinomerkkia ja uusi kirjoitettu merkki
tulee pinon paalle vanhaa péaallimmaisté merkkia poistamatta
(“push”-operaatio). Jos pinosta luettu merkki on y# € ja
kirjoitettavana on y, = €, pinosta poistetaan sen paallimmainen
merkki (“pop”-operaatio).
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Automaatin tilanne on kolmikko (g,w,a) € Q x £* x I'*; erityisesti
automaatin alkutilanne syotteella x on kolmikko (qo, X, €).

Intuitio: tilanteessa (q,w,a) automaatti on tilassa q,
syotemerkkijonon kasittelematdn osa on w ja pinossa on
ylhaalta alas lukien merkkijono a.

Tilanne (q,w, ) johtaa suoraan tilanteeseen (q’,w’,a’),
merkitaan

(q,w,a)F(q',w',a’),
M

jos voidaan kirjoittaa w = ow’, a =yB, o’ =Y (o], |y, Y| < 1),
siten etta

(d',Y) € 3(a,0,y).
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Esimerkki. € Pinoautomaatti kielelle {akb* | k > 0}:

M= ({q07q17q27q3}7 {a7b}7 {AaA}767 Jo, {q07q3})7

missa Kaavioesitys: o.6/A
3(go,a,€) = {(a1,A)},
d(ai,a,€) = {(a1,A)},
O(a1,b,A) = {(az,€)}
O(a1,b,A) = {(gs,€)}
O(az,b,A) = {(az,€)},
3(az,b,A) = {(ds,€)},
6(q,0,Y) 0 muilla (q,0,Y).
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Tilanne (q,w,a) johtaa tilanteeseen (q’,w’,a’), merkitaan

(9,w,a)"(d",w',a’),

M
jos on olemassa tilannejono (g, wo, 0o), (g1, W1,01), ...,
(O, Wn, 0y ), N >0, siten etté

(q,W,G) - (q07W07a0)|_(q17Wlaal)|_ e l_ (Qn;anan) - (qlawlva/)'

M M M
Pinoautomaatti M hyvaksyy merkkijonon x € ¥*, jos

(d0,x,€)F"(gr,€,0) joillakin gs € F jaa e ',

M

siis jos se syodtteen loppuessa on jossakin hyvaksyvassa
lopputilassa; muuten M hylkaa x:n.

Automaatin M tunnistama kieli on:
L(M) = {X € Piy | (qO7X78) |_*(qf7€7a)
M

joillakin s € F jaa e I}
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Automaatin toiminta syétteelld aabb:

(q17abb7A)
(Q2,b,A)

(ql7 bvaA)
(q3v g, 8)'

(do,aabb,€)

|_
l,

|_
',

Koska q; € F = {qo,0q3}, on siis aabb € L(M).
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Pinoautomaatit ja yhteydettdmat kielet
Lause 3.8 Kieli on yhteydetotn, jos ja vain jos se voidaan Esimerkki. Kielioppia
tunnistaa jollakin (epadeterministiselld) pinoautomaatilla. {S — aSbsS | bSas | £} vastaava
Em. lauseen todistus sivuutetaan tassa, mutta periaatteena pinoautomaatti:
esim. annettua kielioppia G vastaavan pinoautomaatin Mg €,#/¢€
toiminnassa on, ettd Mg:n pinon kayttaytyminen syétteelld x
noudattelee G:n mukaisen vasemman lausejohdon S =*x
Im
etenemista: jos pinon paallimmaisena on valikemerkki, Q O N
sovelletaan jotain G:n produktiota ja lisétdan pinon pinnalle Automaatin kuvauksessa @B/xy X
vastaavat merkit; jos pinon paallimmaisena on paatemerkki, se on kaytetty seuraavaa
sovitetaan yhteen seuraavan syotemerkin kanssa. luonnollista
lyhennemerkintaa: W
o, B/Xy /Ui‘i/xk,l o £,€/X1

Esimerkiksi sy6tteelld abab on em. automaatilla seuraava

. ) Pinoautomaatti M on deterministinen, jos jokaisella tilanteella
hyvaksyva laskenta:

(g,w,a) on enintdén yksi mahdollinen seuraaja (q’,w’,a’), jolla

(qgo,abab,g) F (q,abab,S#) F* (q,abab,aSbS#) P
- (g,bab,SbS#) +* (q,bab,bSaShS#) (a,w, ) (a,w', o)
- (g,ab,SaSbS#) F (q,ab,aSbS#)
- (9,b,SbS#) - (a,b,bS#) Toisin kuin aarellisten automaattien tapauksessa,
- (9,8,S#) Foo(a,8#) epadeterministiset pinoautomaatit ovat aidosti vahvempia kuin
- (&, €). deterministiset. Esimerkiksi kieli {ww® |w € {a,b}*} voidaan
tunnistaa epadeterministisella, mutta ei deterministisella
Tama vastaa annetun kieliopin mukaista lauseen abab vasenta pinoautomaatilla. (Tod. siv.)
johtoa: Yhteydeton kieli on deterministinen, jos se voidaan tunnistaa

jollakin deterministiselld pinoautomaatilla. Deterministiset kielet
voidaan jasentéa ajassa O(n); yleiset yhteydettomat kielet
vaativat tunnetuilla menetelmilla lahes ajan O(n®).

S = aSbhS = abSaSbS = abaSbS
= ababS = abab.
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