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2.8 Saanndllisten kielten rajoituksista

Kardinaliteettisyista on oltava olemassa (paljon) ei-saanndllisia
kielia: kielid on ylinumeroituva maara, sdannollisia lausekkeita
vain numeroituvasti.

Voidaanko 16ytaa konkreettinen, mielenkiintoinen esimerkki
kielestd, joka ei olisi saanndllinen? Helposti.

Saanndllisten kielten perusrajoitus: aarellisilla automaateilla on
vain rajallinen “muisti”. Siten ne eivat pysty ratkaisemaan
ongelmia, joissa vaaditaan mielivaltaisen suurten lukujen
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Lemma 2.6 (Pumppauslemma) Olkoon A sdanndllinen kieli.
Talléin on olemassa sellainen n > 1, ettd mik&a tahansa x € A,
Ix| > n, voidaan jakaa osiin x = uvw siten, etta juv| <n, |v| > 1,
jauv'w € A kaikillai =0,1,2,...

Todistus. Olkoon M jokin A:n tunnistava deterministinen
aarellinen automaatti, ja olkoon n M:n tilojen mééara.
Tarkastellaan M:n lapikaymia tiloja syotteella x € A, |x| > n.
Koska M jokaisella x:n merkilla siirtyy tilasta toiseen, sen taytyy
kulkea jonkin tilan kautta (ainakin) kaksi kertaa — itse asiassa
jo x:n n:n ensimmaisen merkin aikana. Olkoon g ensimmainen

tarkkaa muistamista. toistettu tila.

Esimerkki: sulkulausekekieli Olkoon u M:n kasittelema x:n alkuosa sen

tullessa ensimmaisen kerran tilaan q, v se osa
v x:Sté jonka M kasittelee ennen ensimmaista
@ u >@ W>© paluutaan g:hun, ja w loput x:sta. Talléin on
luv| <n, |v|] > 1, jauvw € A kaikilla
i=0,1,2,...
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Lmatch = {(k)k ‘ k > 0}.

Formalisointi: “pumppauslemma”.
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Esimerkki. Tarkastellaan em. sulkulausekekielta (merk. ‘(' = a, ‘)’
= h):

L = Linawch = {ab* | k > 0}.

Oletetaan, etta L olisi sdanndllinen. Tallgin pitéisi
pumppauslemman mukaan olla jokin n > 1, jota pitempia L:n
merkkijonoja voidaan pumpata. Valitaan x = a"b", jolloin

Ix| = 2n > n. Lemman mukaan x voidaan jakaa pumpattavaksi
osiin x = uvw, |uv| <n, |v| > 1; siis on oltava

u=a,v=a,w=a"tp" ji<n-1j>1.
Mutta esimerkiksi “0O-kertaisesti” pumpattaessa:

v uvow = a'a" (Hp" = a"Ip" ¢ L.

< > u ’@ W>© Siten L ei voi olla saannollinen.
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3. KIELIOPIT JA MERKKIJONOJEN TUOTTAMINEN

Kielioppi = muunnossysteemi merkkijonojen (kielen “sanojen”)
tuottamiseen tietysta lahtdjonosta alkaen, osajonoja toistuvasti
annettujen saantéjen mukaan uudelleenkirjoittamalla.

Kielioppi on yhteydeton, jos kussakin
uudelleenkirjoitusaskelessa korvataan yksi erityinen muuttuja-
t. valikesymboli jollakin siihen liitetylla korvausjonolla, ja korvaus
voidaan aina tehdéa symbolia ymparéivan merkkijonon
rakenteesta riippumatta.

Sovelluksia: rakenteisten tekstien kuvaaminen (esim.
ohjelmointikielten BNF-syntaksikuvaukset, XML:n
DTD/Schema-maarittelyt), yleisemmin rakenteisten “olioiden”
kuvaaminen (esim. syntaktinen hahmontunnistus).
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Toinen esimerkki: kielioppi C-tyyppisen ohjelmointikielen
aritmeettisille lausekkeille (yksinkertaistettu).

E — T | E+T
T — F | TxF
F — a | (E)

Esimerkiksi lausekkeen (a+a) * a tuottaminen:

E = T = TxF = FEx*F
= (E)*F = (E+4T)*F = (T+T)*F
= (E+T)xF = (a+T)*F = (a+F)*F
= (a+a)*FE = (ata)*a
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Yhteydettomilla kieliopeilla voidaan kuvata (tuottaa) myos
ei-saanndllisia kielia.

Esimerkki: yhteydeton kielioppi kielelle Liyaen (I&htdsymboli S):
() S — &,

(i) S — (S).

Esimerkiksi merkkijonon ((())) tuottaminen:

S=(S)=((s) = (((5)) = ((())) = ((0)):
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Maaritelma 3.1 Yhteydeton kielioppi on nelikko
G = (V7Z7P7S)ﬂ

misséa

» V on kieliopin aakkosto;

» Y CV on kieliopin paatemerkkien joukko; sen komplementti
N =V — X on kieliopin valikemerkkien t. -symbolien joukko;

» P C N x V* on kieliopin saantojen t. produktioiden joukko;
» S € N on kieliopin lahtdsymboli.

Produktiota (A, w) € P merkitaan tavallisesti A — .
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Merkkijono y € V* tuottaa t. johtaa suoraan merkkijonony € v*
kieliopissa G, merkitaan

y=v
jos voidaan kirjoittaa y = aAB, Y = awp (a,B,we V*, AcN), ja
kieliopissa G on produktio A — .

Jos kielioppi G on yhteydesta selva, voidaan merkita y=-y.
Merkkijono y € V* tuottaa t. johtaa merkkijonon y € V* kieliopissa

G, merkitaéan
=%
vy
jos on olemassa jono V:n merkkijonoja Yo, Vi, ... ,Yn (n > 0),
siten ettd

v=vO§>v1?..-§vn=V.

Erikoistapauksena n = 0 saadaan y?*y milla tahansa ye v*.
Jalleen, jos G on yhteydestéa selva, voidaan merkita y=*y.
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Esimerkiksi tasapainoisten sulkujonojen muodostaman kielen
Lmatch = {(%)¥ | k > 0} tuottaa kielioppi

Grmatch = ({S,(.)},{(,)},{S — &5 — (S)},8).

Yksinkertaisten aritmeettisten lausekkeiden muodostaman
kielen Leyr tuottaa kielioppi

Gexpr = (V,Z,P,E),

missa
V = {E7T7F7a7+7*7(7)}7
- {a7+7*7(7)}7
P = {E-T,E—E+T,T—F, T—TxF,

F—a, F—(E)}.
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Merkkijono y € V* on kieliopin G lausejohdos, jos on S ?*y.

Pelkastaan paatemerkeista koostuva G:n lausejohdos x € £* on
G:n lause.

Kieliopin G tuottama t. kuvaama kieli koostuu G:n lauseista:

L(6) = {x e T | s="x}.

Formaali kieli L C X* on yhteydeton, jos se voidaan tuottaa
jollakin yhteydettémalla kieliopilla.
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Toinen kielioppi kielen Le,p, tuottamiseen on

Géxpr = (szava)y

missa
V - {E7a7+7*7(7)}7
Z — {a7+7*7(7)}7
P = {E—-E+E,E—ExE,E—a E— (E)}.

Huom: Vaikka kielioppi Gg,,, néyttaa yksinkertaisemmalta kuin
kielioppi Gexpr, S€N ONgelmana on ns. rakenteellinen

moniselitteisyys, mika on monesti ei-toivottu ominaisuus.
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Vakiintuneita merkintatapoja

Valikesymboleita: A,B,C,...,S,T.

Paatemerkkeja: kirjaimet a,b,c,...,s.t;

numerot 0,1,...,9;

erikoismerkit; lihavoidut tai alleviivatut varatut sanat (if, for, end,
).

Mielivaltaisia merkkeja (kun valikkeita ja paatteita ei erotella):

X,Y,Z.

Paatemerkkijonoja: u,v,w,x,y,z.

Sekamerkkijonoja: a,B,Y, ...,
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Eraita konstruktioita

Olkoon L(T) vélikkeestd T johdettavissa olevien paatejonojen
joukko. Olkoon annettu produktiokokoelma P, jossa ei esiinny
valiketté A, ja jolla B:sté voidaan johtaa L(B) ja vastaavasti
C:staL(C).

Lisdaamalla P:hen jokin seuraavista produktioista saadaan uusia
kielia:

produktio | kieli

A—B|C yhdiste L(A) =L(B) UL(C)

A — BC katenaatio L(A) = L(B)L(C), ja

A — AB | € (vasen rekursio) tai | Kleenen sulkeuma L(A) =L(B)*
A — BA | € (oikea rekursio)
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Produktiot, joilla on yhteinen vasen puoli A, voidaan kirjoittaa
yhteen: joukon

A—0, A— 0y, ...A— 0
sijaan kirjoitetaan
A—w |y ...|ox.

Kielioppi esitetdén usein pelkk&na saantdjoukkona:

AL — W1 | e | Q)lkl
A2 — W1 | e | Q)Zkz
An — Omn1 | ..o | Ok,

Talloin paatellaan valikesymbolit edellisten merkintdsopimusten
mukaan tai siita, etta ne esiintyvat saantdjen vasempina
puolina; muut esiintyvat merkit ovat paatemerkkeja.
Lahtosymboli on talldin ensimmaisen saannén vasempana puolena
esiintyva valike; tassa siis A;.
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Valikkeiden keskeisupotus on yhteydettémille kieliopeille
ominainen konstruktio, joka tekee usein (muttei aina) kielesta
epasaannollisen: lisddmalla produktio

A — BAC | € saadaan
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3.2 Sadanndlliset kielet ja yhteydettomat kieliopit

Yhteydettomilla kieliopeilla voidaan siis kuvata joitakin
ei-saanndllisia kielia (esimerkiksi kielet Lyaich ja Lexpr)-
Osoitetaan, ettd myos kaikki sédanndlliset kielet voidaan kuvata
yhteydettomilla kieliopeilla. Yhteydettémat kielet ovat siten
saannollisten kielten aito yliluokka.

Yhteydeton kielioppi on oikealle lineaarinen, jos sen kaikki
produktiot ovat muotoa A — aB tai A — €, ja vasemmalle
lineaarinen, jos sen kaikki produktiot ovat muotoa A — Ba tai
A—E.

Osoittautuu, etta seka vasemmalle etta oikealle lineaarisilla
kieliopeilla voidaan tuottaa tasmalleen sdanndolliset kielet,
minka takia naita kielioppeja nimitetaan myds yhteisesti
saannollisiksi. Todistetaan tassa vaite vain oikealle lineaarisille
kieliopeille.
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Esimerkki. Automaatti:

Vastaava kielioppi:

A, — aA;|bA; | bA
A, — €|bA2.
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Lause 3.1 Jokainen saanndllinen kieli voidaan tuottaa oikealle
lineaarisella kieliopilla.

Todistus. Olkoon L aakkoston x sadanndéllinen kieli, ja olkoon

M = (Q,X,d,qo,F) sen tunnistava (deterministinen tai
epadeterministinen) aarellinen automaatti. Muodostetaan
kielioppi Gy, jolla on L(Gy) =L(M) =L.

Kieliopin Gy paateaakkosto on sama kuin M:n sydteaakkosto
Y, ja sen vélikeaakkostoon otetaan yksi valike Aq kutakin M:n
tilaa g kohden. Kieliopin lahtésymboli on A, ja sen produktiot
vastaavat M:n siirtymia:

(i) kutakin M:n lopputilaa g € F kohden kielioppiin otetaan
produktio Ay — €;

(ii) kutakin M:n siirtymaa q = g’ (so. g’ € 8(q,a)) kohden
kielioppiin otetaan produktio A; — aA.
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Konstruktion oikeellisuuden tarkastamiseksi merkitadan
valikkeesta A, tuotettavien paatejonojen joukkoa

L(Aq) = {x € T Ag="x).

Induktiolla merkkijonon x pituuden suhteen voidaan osoittaa,
etta kaikilla g on

x € L(Aq) joss (a,x)+"(ar,€) jollakin g; € F.

Erityisesti on siis

L(Gm) =L(Ae) = {x X" |(do.x)E"(ar.¢)

M

jollakin g € F}
= L(M)=L
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Lause 3.2 Jokainen oikealle lineaarisella kieliopilla tuotettava
kieli on sdanndllinen.

Todistus. Olkoon G = (V,X,P,S) oikealle lineaarinen kielioppi.
Muodostetaan kielen L(G) tunnistava epadeterministinen
aarellinen automaatti Mg = (Q, X, 8,qs,F) seuraavasti:

Mg:n tilat vastaavat G:n valikkeita:
Q={ga|AeVv—-X}.

Mg:n alkutila on lahtésymbolia S vastaava tila gs.
Mg:n sydteaakkosto on G:n paéateaakkosto .

Mg:n siirtymafunktio o jaljittelee G:n produktioita siten, etta
kutakin produktiota A — aB kohden automaatissa on siirtyma
ga > Gs (so. gg € 8(qa,a)).
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Mg:n lopputiloja ovat ne tilat, joita vastaaviin valikkeisiin liittyy
G:ssa e-produktio:

F={a€Q|A—ecP}

Konstruktion oikeellisuus voidaan jalleen tarkastaa induktiolla
G:n tuottamien ja Mg:n hyvaksymien merkkijonojen pituuden
suhteen.
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