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Demonstraatiotehtéivien ratkaisut

4. Tehtavassa halutaan todistaa seuraava ongelma ratkeamattomaksi:
Hyviiksyyko annettu Turingin kone M syotteen €7

Madritellddn aluksi kieli L = {M | M pysihtyy syotteelld e}. Nyt L on rekursiivinen jos
ja vain jos tehtdvdnannon ongelma on ratkeava. Seuraavaksi osoitetaan, ettd kieli H =
{Mw | M pyséhtyy syotteelld w} voidaan palauttaa rekursiivisesti (recursively reduce)
kieleen L (merkitdén H <,, L), joten L on vihintdén yhtéd vaikea kuin H. Koska H ei
ole rekursiivinen (monisteen lause 6.9), ei L voi my6skéén olla rekursiivinen.

Rekursiivinen palautus mééritelldan seuraavasti: Olkoon A C ¥* ja B C I'* kielid. Nyt
A <,, B jos ja vain jos on olemassa rekursiivinen funktio f : ¥* — I'* siten, etté

YweXr:weAs flw)eB .

Téssd tapauksessa halutaan 16ytdd funktio f siten, ettd f(Mw) € L jos ja vain jos
Mw € H. Kéaytannosséd tdmé tarkoittaa sitéd, ettd halutaan 16ytda systemaattinen tapa
rakentaa Turingin kone M’, joka pysihtyy tyhjilld syottelli tidsmiélleen silloin, kun kone
M pyséhtyy syotteelld w = wiws - - - wy,.

Onneksi timé on helppo tehtivi. Kone M’ kirjoittaa ensin nauhalle sanan w, siirtyy
takaisin nauhan alkuun, ja alkaa simuloida konetta M tekemilld samat siirtymit kuin
M :kin tekisi. Nyt M’ pysidhtyy jos ja vain jos M pysihtyy.

Formaalisti f voidaan mééritelld seuraavasti:

f(<Q7 271—‘7 6a q07QaCC7Qrej>aw1w2 e wn) = <Ql7 Zy F,(S/JIE), Qacc; Qrej>>

missé

Q' =QU{g|0<i<n}

&' =0U{{g}, e g1 wiv1, R) [0 <d <n}
U{{gn, 2, qp, 2, L) | € TU{<}}
U{(¢),,>,q0,> R)}

Koska koneeseen M lisdtédén vain dérellinen midrd uusia tiloja ja siirtymié (n ei voi olla
déiretoén), on f selvistikin rekursiivinen funktio.

5. Tehtava: Todista monisteen Lause 6.15:

(i) Kieli A C ¥* on rekursiivinen, jos ja vain jos sen karakteristinen funktio

N 1, josx € A
XA:Z _>{O71}7 XA(x):{ 0 .;OSIE¢A

on rekursiivinen funktio.

(ii) Kieli A C X* on rekursiivisesti numeroituva, jos ja vain jos on A = () tai on olemassa
rekursiivinen funktio g : {0,1}* — X*, jolla

A= {g(a) |z € {0,1)).

Vastaus: Mééritellddn aluksi viisi yksinkertaista apukonetta:



1 kirjoittaa nauhalle merkin 1, siirtda lukupééitd askeleen oikealle ja pyséhtyy.

0 kirjoittaa nauhalle merkin 0, siirtdd lukupditd askeleen oikealle ja pysdhtyy ja
pysédhtyy.
C tyhjentéé koneen syotenauhan, palauttaa lukupdéin nauhan alkuun ja pyséhtyy.

NEXT lukee nauhalla olevan merkkijonon = € >* ja korvaa sen leksikografisesti
seuraavalla merkkijonolla (tehtdvén 9.2 tapaan).

e C'mp"J vertailee moninauhaisen Turingin koneen nauhoja i ja j keskeniin ja hyviksyy
sy6tteen mikali niiden siséltd on sama.

Koneet ovat yksinkertaisia, joten niitd ei esiteté téssé.
(i) [=] Olkoon kieli A C ¥* rekursiivinen. T&ll6in on olemassa Turingin kone
Ma =(Q,%,T, 0,90, Gacc, Grej)
siten, etta:

Ywe X :w e L& (qo,w) Fiy, (Gace; @) ja
w ¢ L< <QO7w) '_*]\/[A (qrejvoé)

Muodostetaan Turingin kone M yhdistdmalld kone M 4 koneisiin 1, 0 ja C' seuraavaan
tapaan:

" O—00—00

do ® 9@ (())@

Mikali w € L, niin kone M 4 péaatyy hyvéksyvaén tilaan, minké jédlkeen M tyhjentés
nauhan ja kirjoittaa nauhalle luvun 1. Muussa tapauksessa nauhalle kirjoitetaan 0.
Koska A on rekursiivinen, M4 pysdhtyy aina, joten myts M pyséhtyy aina, joten M
_JLweA

0,wé¢ A
[«<] Seuraavaksi oletetaan, ettd funktio x(w) on rekursiivinen. T&ll6in on olemassa
Turingin kone M, , joka laskee sen arvon. Méa#ritelmén mukaan M, pysidhtyy aina, ja
laskennan tulos kirjoitetaan nauhalle lukupdén vasemmalle puolelle. Muodostetaan
Turingin kone M seuraavaan tapaan:

laskee funktion y(w) , joka on kielen A karakteristinen funktio.

Nyt kone M hyviksyy sanan w aina, kun y(w) = 1, ja hylkd& sen, kun x(w) = 0.
Néin ollen M tunnistaa kielen A totaalisesti, joten A on rekursiivinen.

(ii) Halutaan todistaa viite:

Kieli A C 3* on rekursiivisesti numeroituva (A € RE), jos ja vain jos A = ()
tai on olemassa rekursiivinen funktio g : {0,1}* — X*, jolla

A={g(x)|ze{0,1}"}



Mikéli A = @, niin triviaalisti A € RE ja g(z) = 0 vastaava rekursiivinen funktio.
Jos annetut ehdot tayttava funktio g on olemassa, niin on olemassa Turingin kone
My, joka laskee g:n. Tésté voidaan triviaalisti muodostaa kaksinauhainen kone M, ;’2,
joka laskee g:n mutta tallettaa tuloksen toiselle nauhalle ensimméisen asemasta.
Muodostetaan 3-nauhainen Turingin kone My seuraavasti:

—— Mg273 Cmp!3 @ :
Q0 O—0 O O
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Kone saa syGtteensid ensimméiselld nauhalla, ja sitd ei endd missdéan vaiheessa muute-
ta. Varsinaisessa laskentasilmukassa kone M4 korvaa 2. nauhalla olevan bittijonon x
leksikografisesti seuraavalla bittijonolla y, mink4 jilkeen lasketaan g(y) ja talletetaan
tulos 3. nauhalle. Lopuksi vertaillaan 1. ja 3. nauhojen sisdlto kesken#dén. Mikéli
nauhojen siséltd on sama, sana hyvéiksytdin, muuten palataan alkuun.

[«<] Tarkastellaan sanaa w € A. Oletetaan, ettd annetut ehdot tayttava rekursiivi-
nen funktio g on olemassa. Télloin w = g(x) jollain * = zq1x2 - -z, missd n on
adrellinen. Koska milld tahansa &déirellisen mittaisella merkkijonolla on vain &érelli-
nen méiadri edeltéjid leksikografisessa jérjestyksessé, generoi NEXT lopulta z:n, jol-
loin M3»? laskee kolmannelle nauhalle sanan w, ja kone hyviksyy sanan. Niin ollen
M 4 tunnistaa kielen A, joten A € RE.

[=] Seuraavaksi oletetaan, ettd A € RE — {(}. Tilldin on olemassa Turingin kone
My, joka tunnistaa A:n. Mééritelldéin apukone My ;, joka simuloi koneen M4 toim-
intaa i askeleen ajan. Kone M, ; hyviksyy sydtteen x mikéli M4 hyviksyy sen
kéyttéden korkeintaan ¢ askelta, muuten se hylkééd sen. Huomataan, ettéd kone My ;
on totaalinen, eli se pysédhtyy aina.

Funktio g rakennetaan koneen M4 ; avulla. Kaikki sydtteet = ja rajat ¢ koodataan
funktion c(z,y) = 0710¥ avulla bittijonoiksi pareittain', ja g(c(z,y)) = x, mikéli M4 ,
hyviksyy sanan . Funktiota g méiriteltdessd valitaan jokin kiinnitetty sana zg € A,
joka palautetaan aina kun M4 4 ei pysdhdy tai jos g:n sydte on védrdad muotoa.
Konstruktion perusajatuksena on kéyda lépi kaikki mahdolliset M 4:n syotteet lomitet-
tuina: ensin ajetaan M 4:ta yhden askeleen verran ensimmaéiselld syotteelld, sitten
kaksi askelta ensimméiselld syotteelld, yksi askel toisella syotteelld, jne. Alla olevassa
kuvassa on tdmé havainnollistettu aakkostolle ¥ = {a,b} (huomaa samankaltaisuus
tehtévin 2.5 kanssa):
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1T#ssd samaistetaan $*:n sanat luonnollisten lukujen kanssa tavanomaiseen tapaan kiyttden leksikografista
jarjestysta.



Esitetdén vield lopuksi todistus formaalimmin: M&é&ritelldan funktio ¢’ : {0,1}* —
{0,1}* seuraavasti:

, x, w=0710Y ja My ,(z) pyséhtyy
g (w) = .
g, muulloin ,

misséd 9 € A. Lopuksi médritelldén funktio g(z) = d(¢'(z)), missé d on funktio,
joka kuvaa bittijonon 0% joukon ¥* x:nteen alkioon leksikografisessa jérjestyksessé.
Funktion ¢'(x) arvo voidaan laskea &&rellisessé ajassa, koska My ,(x) ei voi jaada
ikuiseen silmukkaan. Niin ollen ¢’ on rekursiivinen, joten myos g:kin on.

Téssd vaiheessa on huomattava, ettd vaikka g on aina olemassa, niin sitd ei ole
valttdméattd mahdollista 16yté4, silld sopivan alkion zg € A etsiminen on yleisesséi
tapauksessa ratkeamaton ongelma.



