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Demonstraatiotehtéivien ratkaisut

Lemma (Sdinnollisten kielten pumppauslemma). Olkoon A sdénnollinen kieli. Téllsin
on olemassa n > 1 siten, ettéi kaikki A:n merkkijonot x , joiden pituus |x| > n ovat ilmaistavissa
muodossa = wvw, missd |uv| < n, [v] > 1 ja merkkijonot muotoa uviw kuuluvat kieleen A
kaikilla 7 > 0.

Kompaktimmin, painottaen pumppauslemman asettamia vaatimuksia, voimme kirjoittaa seu-
raavasti:

V saannollisille kielille A

dn >1s.e.
VeeA:|z|>n
3 osiinjako z = wvw, missé |uv| < n ja |v| > 1
Vi > 0 uwv'w € A.

Pumppauslemmaa voidaan kayttad hyvéksi, kun halutaan osoittaa kieli L ei-sddnnolliseksi.
Tehd&dén ensin vastaoletus, eli oletetaan L sddnnolliseksi kieleksi. Tavoitteena on pédsta ristirii-
taan tdmén oletuksen kanssa seuraten pumppauslemman asettamia vaatimuksia sdannollisille
kielille.

Pumppauslemmaa kiytettiessé tdytyy aina muistaa, etté silld voi osoittaa vain kielen epésaéin-
néllisyyden, ja sitd e: voi kayttdd toiseen suuntaan. Esimerkiksi kieli

I={ca"b" |i>0An>0}UL(a*b")

ei ole sddannollinen, mutta kaikki sithen kuuluvat sanat (tyhjid sanaa lukuunottamatta) voidaan
osittaa pumppauslemman ehtojen mukaisesti. Ndin ollen kieltd I ei voida suoraan todistaa epé-
sdannolliseksi, vaan todistuksessa tdytyy kayttda apuna sdannollisten kielten sulkeumaominai-
suuksia.

Jos halutaan osoittaa kieli sdannolliseksi, voidaan muodostaa sen hyvaksyvé &dérellinen auto-
maatti, silla pétee: Kieli L on sdédnnollinen < on olemassa dérellinen automaatti M, joka hy-
viksyy kielen L (merkitdan L(M) = L).

4. Tehtava: Osoita, ettd yhteydettomien kielten luokka on suljettu yhdiste-, katenaatio-
ja sulkeumaoperaatioiden suhteen, so. jos kielet Lq, Ly C 3* ovat yhteydettomi&, niin
samoin ovat myos kielet Ly U Lg, L1Ly ja L.

Vastaus: Olkoon L; ja Ly yhteydettomia kielid. Talloin on olemassa kieliopit G; =
(Vl,El, Rl,Sl) ja G2 = (‘/Q,EQ,RQ,SQ), Siten, etta L(Gl) = L1 ja L(Gg) = LQ. Vaadi-
taan lisdksi, ettd (V4 — 21) N (Vo — Xa) = 0, eli kieliopeissa ei esiinny samoja vilikkeita.
Koska kieliopin vilikkeet voidaan tarvittaessa nimetd uudelleen, ei tdméa aseta oleellista
rajoitusta.

Unioni: Olkoon S uusi viilike ja G = (V1 UV, U{S}, 31 UXs, RiUR; U{S — S |
Sa}, S} Nyt L(G) = L(G1) UL(G2) = L1 U L. Néin on, koska S:sté voidaan johtaa
vain S7 tai Ss, joista voidaan edelleen johtaa vain sanoja jotka kuuluvat jompaan
kumpaan aiemmista kielistd (sdéntojen sekaannukselta viltytiin, koska vilikejoukot
ovat pistevieraita).

Katenaatio: Talld kertaa uusi kielioppi G = (Vi UV, U{S},31U%5, RiUR U{S —
5152},5}. Nyt L(G) = L1Ls.

Kleenen tihti: Télld kertaa uusi kielioppi G = (V1 U{S} X1, Ry U{S — €| SS1},S}.
Nyt L(G) = L*



5. Tehtava: Osoita, ettd yhteydettomien kielten luokka ei ole suljettu leikkausten eiké
komplementtien suhteen. (Vihje: Esitd kieli {a*b*c* | k > 0} kahden yhteydettémin
kielen leikkauksena.)

Vastaus: Olkoon kieli L = {a*b¥c* | k > 0}. Opetusmonisteessa (s.75) on todistettu, etti
tdma kieli ei ole yhteydeton. Osoitetaan, ettd yhteydettomét kielet eivét ole suljettuja
leikkauksen suhteen esittdmélla L:n kahden yhteydettomén kielen leikkauksena.

Olkoon L; = {a’b*ck | i,k > 0} ja Ly = {a*b*c’ | i,k > 0}. Nyt sekd L; ettd Lo
ovat yhteydettomié, mutta L = L; N Ly, joten yhteydettomét kielet eivét ole suljettuja
leikkauksen suhteen.

Tuloksesta seuraa suoraan se, ettd yhteydettomat kielet eivét voi olla suljettuja komple-
mentin suhteen, silld ne ovat suljettuja unionin suhteen ja DeMorganin sidéintojen perus-

teella L1 N Ly = Ly U Lo.

Osoitetaan vieléd lopuksi, ettd Ly ja Ly ovat todellakin yhteydettomisd muodostamalla niité
vastaavat kieliopit. Kielen L, generoi yhteydeton kielioppi G1 = ({S, 4, B, a, b, ¢}, {a, b, c},
Py, S), missi P, ={S — AB,A — aA|e,B — bBc|¢}.

Kielen Lo generoiva kielioppi Go = ({S, 4, B, a, b, c},{a,b,c}, P2, S), P, ={S — AB, A —
aAb|e, B — cB | e}

6. Tehtidvi: Osoita, ettd karteesinen tulo N x N on numeroituvasti déiretén. (Vihje: Ajat-
tele parit (m,n) € N x N sijoitetuiksi euklidiseen (z,y)-tasoon R2. Numeroi parit suoran
y = —x suuntaisin vinorivein.) Paittele timén tuloksen perusteella, etti myos rationaa-
lilukujen joukko @Q on numeroituvasti aéreton.

Vastaus: Joukko S on numeroituvasti dareton, mikéli voidaan muodostaa bijektio f :
N — S. Intuitiivisesti tdma tarkoittaa sité, ettd kaikille joukon S alkioille voidaan asettaa
yksikésitteinen jéarjestysnumero.

Joukon N x N alkiot (z,y) € N x N voidaan numeroida seuraavan kuvan mukaisesti:

Ajatuksena on siis jarjestdd kaikki lukuparit suoran y = —x suuntaisiin jonoihin, ja nu-
meroida ndmé jonot alkioittain yksi kerrallaan lyhyimmésté alkaen. Téssd numerointia ei
voida suorittaa z-akselin suuntaisesti, silld silloin kaikki indeksit kuluisivat jo y-akselin
lapikdyntiin eikd yhtddn lukuparia (z,y),y > 0 saavutettaisi koskaan.

Yllaoleva numerointi voidaan mééritelld seuraavasti:
T4y

(z+y)(z+y+1)
flz,y) =x+ k=x+

2




Esimerkiksi f(3,1) = 13, eli lukuparin (3, 1) jirjestysnumero on 13. Todettakoon vieli,
ettd funktio f(x,y) on todellakin bijektio, eli kutakin jirjestysnumeroa vastaa yksikisit-
teinen lukupari. Koordinaattiparin laskeminen annetusta indeksistd on kuitenkin hanka-
lampaa, ja se jatetddnkin vastausten lopussa olevaan liitteeseen tiedoksi asiasta kiinnos-
tuneille.

Positiiviset rationaaliluvut Q1 voidaan esittdd N x N -lukuparina s.e.

(z,y)=—  y#0

< |8

T&m& on numeroituvasti déirettémén joukon N x N aito osajoukko, joten Q1 on joko &dérel-
linen tai numeroituvasti ddreton. Jos QT olisi ddrellinen, olisi olemassa joku rationaaliluku
%, x € N,y € N,y # 0, jolla olisi suurin jérjestysluku n < oo (Q:n numeroinnissa). Kui-
tenkin voidaan aina 16ytédéd yo. kuvan perusteella rationaaliluku, jolla olisi jérjestysluku
n' > n, joten tdméi on ristiriita oletuksen Q% on #irellinen kanssa. Niin ollen QT on
numeroituvasti déreton.

Joukko Q% voidaan laajentaa kaikkien rationaalilukujen joukoksi médrittelemélld joukko:

Q = {(—myy) | (l‘,y) € Q+} :

Koska joukko @ = QT U Q™ on kahden numeroituvasti dfirettémén joukon yhdiste, on
my06s se numeroituvasti déreton.



