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T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y

Introduction to Theoretical Computer Science T/Y Course versions

What can one do with a computer? ) ) ) )
T-79.1001 Introduction to Theoretical Computer Science T is a

two-period course compulsory in the computer science
curriculum. It replaces the old course T-79.148, which is
compulsory in many specialisations of the pre-2005

This course divides roughly into three parts. We examine three models
of a computer, their power and limitations, i.e., the classes of
languages that they can decide.

It turns out that each class of automata corresponds to a class of telecommunications engineering curriculum. It is also
grammars. The classes of automata and grammars are: obligatory for students wishing to study theoretical
- , computer science as a minor subject.
1. Finite state automata & @Jregular expressions _ ] _ )
T-79.1002 Introduction to Theoretical Computer Science Y is a
2. Pushdown automata & €< context-free grammars .
one-period course that covers the most broadly useful
3. &@Turing machines & @Sunrestricted grammars tools in the area. It is a compulsory basic (P) course in
The first teaching period of the course (=Y version) covers finite state the 2005 data and communications engineering
program.

automata, regular expressions and context-free grammars. The
second period covers the rest.
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Practical arrangements

) _ ) To pass the course
Registration: obligatory, by TOPI

Lectures: Thu 14—16 T1, in Finnish by Harri Haanpaa 1. Pass the computer exercises before taking the exam.

2. After passing the computer exercises take the exam (exams
typically in May, Aug, Oct, Dec, Mar). Maximum score in exam is
60 for T course, 40 for Y course.

Tutorials: once a week, register by TOPI
> Mon 12-14 (period | only)

» Mon 14-16 (period | only) . .

> Tue 12-14 3. There are 3 homework problems a week; you gain bonus points

> Tue 16-18 (in English) for exam according to table:

> Wed 12-14 #solved: 0-4 59 10-14 15-19 20-24 25-29 30-

€ ) T79.1001 -2 -1 +0 +1 +2 +3 +4

> Wed 14-16 T79.1002 -1 40  +1 +2 N/A
Computer exercises: obligatory, using WWW system “Regis” 4. By completing the computer assignments by 26 Oct 13:00, one
Course home page: can earn a bonus of 2 points for the exam.

http://www.tcs.hut.fi/Studies/T-79.1001/ 5. Minimum score for various grades may vary. However, with 30

Course newsgroup: opinnot.tik.tkt on news.tky.hut.fi points (T) or 20 points (Y) passing is guaranteed.

» Please ask (and answer!) your questions there!

Material

Honour code
Lecture notes (in Finnish) and solutions of demonstration exercises

> Solve your computer assignments yourself (in Finnish) are distributed through Edita.

» Solve tutorial problems yourself or in small groups

> ...but do not tolerate free riders.
» An honest try is better than a copied model solution.

Recommended textbook Michael Sipser, Introduction to the Theory of
Computation, PWS Publishing 1997. (Supplementary
for Finnish-speaking students; likely necessary for

» |f someone asks for your help, do not give away the problem L .
y P g y P non-Finnish-speaking students.)

> ...give a little hint to point him/her in the right direction.
Some additional material on the course WWW page.
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Tietojenkasittelyteorian osa-aloja

Laskettavuusteoria
Mita tietokoneella voi tehd& periaatteessa?
TIETOJENKASITTELYTEORIA » Turing, Godel, Church, Post (1930-luku); Kleene,
Markov (1950-luku).

Laskennan vaativuusteoria
Mita tietokoneella voi tehda kaytannossa?

» Matemaattinen oppi siitd, mité tietokoneella on mahdollista tehda
ja kuinka tehokkaasti.

» Tarjoaa matemaattisia kasitteita ja menetelmia

tietojenkasittelyjarjestelmien mallintamiseen ja analysointiin seka
selkeiden ja tehokkaiden ratkaisujen laatimiseen.

» Hartmanis, Stearns (1960-luku); Cook, Levin, Karp
(1970-luku); Papadimitriou, Sipser, Hastad,
Razborov ym. (1980-).
Automaatti- ja kielioppiteoria
Tietojenkasittelyjarjestelmien perustyyppien
ominaisuudet ja kuvausformalismit.
» Chomsky (1950-luku); Ginsburg, Greibach, Rabin,
Salomaa, Schitzenberger ym. (1960-luku)
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Tietojenkasittelyteorian osa-aloja

Ohjelmien oikeellisuus 1. Matemaattisia peruskasitteita
Tietojenkasittelyjarjestelmien matemaattisesti eksakti 1.1 Joukot
maarittely ja oikean toiminnan verifiointi.
» Dijkstra, Hoare (1960-luku); Manna, Pnueli, Scott
ym. (1970-).
Muuta S ={2,3,5,7,11,13,17,19}
» algoritmien suunnittelu ja analyysi (Knuth,
Hopcroft, Tarjan ym.)
» kryptologia (Rivest, Shamir, Adleman ym.)
» rinnakkaisten ja hajautettujen jarjestelmien teoria

Joukko (engl. set) on kokoelma alkioita. Alkiot voidaan ilmoittaa joko
luettelemalla, esim.

tai jonkin sdannon avulla, esim.

S = {p | p on alkuluku, 2 < p < 20}.

(Lamport, Lynch, Milner, Valiant ym.) Jos alkio a kuuluu joukkoon A, merkitadn a € A, painvastaisessa
> koneoppimisteoria (Valiant ym.) tapauksessaa ¢ A. (Esim. 3 € S,8¢ S))
> jne.

Téarkea erikoistapaus on tyhja joukko (engl. empty set) @, johon ei
Talla kurssilla kasitellaan lahinna automaatteja ja kielioppeja seka kuulu yhtaan alkiota.

hieman laskettavuusteorian alkeita. Muita aiheita kasitellaan

Tietojenkasittelyteorian laboratorion muilla kursseilla.
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Jos joukon A kaikki alkiot kuuluvat my6s joukkoon B, sanotaan etta A
on B:n osajoukko (engl. subset) ja merkitadn A C B. [Kirjallisuudessa
esiintyy myos merkintd A C B.] Jos A ei ole B:n osajoukko merkitdan

A ¢ B. Siis esim. X ={0,{1},{2},{1,2}}.

Joukon alkioina voi olla my@s toisia joukkoja (talléin puhutaan usein
“joukkoperheesta”), esim.

{2,3tCs,  {1,2,3}¢s. Jonkin perusjoukon A kaikkien osajoukkojen muodostamaa
joukkoperhetta sanotaan A:n potenssijoukoksi (engl. powerset) ja
merkita&n P(A):lla; esim. edella on X = P({1,2}). [Koska n-alkioisen
Joukot A ja B ovat samat, jos niissa on samat alkiot, so. joson A C B perusjoukon A potenssijoukossa on 2" alkiota (HT), kéytetaan

jaB C A JosonAC B, mutta A # B, sanotaan etta A on B:n aito kirjallisuudessa potenssijoukolle myds merkintaa 2]

osajoukko (engl. proper subset) ja merkitaédn A C B. Edella olisi siis
voitu myds kirjoittaa {2,3} C Sja0® C Ajos A# 0.

Triviaalisti on voimassa 0 C A kaikilla A.

Huomaa, ettd A C B jos ja vain jos A € P(B).
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Joukkoja voidaan kombinoida joukko-operaatioilla, joista tarkeimmat
ovat:

Joukko-operaatioita koskevat tietyt laskulait, joista tarkeimmat ovat
yhdisteen ja leikkauksen liitdnnaisyys:

yhdiste (engl. union)

AUB={x[x €Ataix €B}, AU(BUC)=(AUB)UC, AN(BNC)=(ANB)NC

esim. {1,2,3} U{1,4} ={1,2,3,4}.
leikkaus (engl. intersection)

ja vaihdannaisuus:
AUB=BUA, ANB=BNA

ANB={x|x €Ajax € B},

seka naiden osittelulait:
esim. {1,2,3} N{1,4} = {1}.

erotus (engl. difference) AN(BUC) = (ANB)U(ANC),
A-B={x|x€Ajax ¢B}, AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

esim. {1,2,3} —{1,4} = {2,3}.
[Erotukselle kaytetaan myds merkintaa A \ B.]
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Jos joukkoperheen A4 jasenet on indeksoitu, esim.

Jos kaikki tarkasteltavat joukot ovat jonkin yhteisen “universaalijoukon”
U osajoukkoja, sanotaan erotusta U — A joukon A komplementiksi A ={A1,A2,As,...},

(U:n suhteen) ja merkitaan A:lla.

Yhdiste-, leikkaus- ja komplementointioperaatioita yhdistavat tarkeét niin yhdisteelle ja leikkaukselle voidaan kayttaa lyhennemerkintoja

ns. de Morganin kaavat: UAi — ALUA,UA;--- ja ﬂAi — A N A NA; -
o i>1 i>1
AUB =ANB,
- - = Indeksien ei tarvitse olla edes luonnollisia lukuja, vaan indeksijoukkona
ANB=AUB.

voi olla mik& tahansa joukko I. Tall6in kaytetaan merkintoja

Liséksi joukkojen erotus voidaan esittaa leikkauksen ja

komplementoinnin avulla seuraavasti: A={Aliel}
_ R ja
A—B =ANB.
Ua, NA.
i€l il
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1.2 Relaatiot ja funktiot
Olkoot A ja B joukkoja. Alkioiden a € A ja b € B jarjestettya paria Relaatio R joukolta A joukolle B on karteesisen tulon A x B osajoukko:
(engl. ordered pair) merkitaan (a,b). Huomaa, etta joukkoina on aina
{a,b} = {b,a}, mutta jos a # b, niin jarjestettyina pareina on RCAXB.
(a,b) # (b,a). ) o . L
] . ) ) Jos (a,b) € R, niin merkitaan myos aRb ja sanotaan etta alkio a on
‘JOHII(KOJe?.A ja B karteesinen tulo (engl. Cartesian product) relaatiossa (suhteessa) R alkioon b. Taté infix-merkintaé kaytetaan
maaritellaan . varsinkin silloin, kun relaation nimenéa on jokin erikoismerkki, esim. <,
AxB={(a,b)|acAjabeB}, <= ~
esim. Jos relaation R lahtdjoukko (engl. domain) A ja maalijoukko (engl.
range) B ovat samat, so. R C A X A, sanotaan etta R on relaatio
{1,2,3} x {1,4} joukossa A.

= {($,2),(2,4),(2,2),(2,4),(3,1),(3,4)}-
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Varsinkin jos joukot A ja B ovat aarellisia, relaatiota R C A x B voi olla
havainnollista tarkastella suunnattuna verkkona t. graafina, jonka

solmuina ovat joukkojen A ja B alkiot ja solmusta a € A on kaari
Relaation R C A x B k&anteisrelaatio (engl. inverse relation) on (“nuoli”) solmuun b € B, jos ja vain jos (a,b) € R.

relaatio R C B x A,

Olkoon esimerkiksi joukossa A = {a, b, c,d } méaaritelty relaatio
R ={(b,a) | (a,b) €R}. RCAXA,

R =1{(a,b),(a,c),(b,d),(c,d),(d,d)}.
Jos R C AxBjaS C B x C ovat relaatioita, niin niiden yhdistetty {(@b).(a.c).(b.d).(c,a).( )}

relaatio (engl. composite relation) Ro S C A x C maéaritellaan: . . Relaation R o R graafiesitys
Relaation R graafiesitys on
puolestaan on

RoS ={(a,c)|dbeBs.e. (ab)eR,(b,c) €S}

Harri Haanpaa 21 Harri Haanpaa 22
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Relaatio f C A x B on funktio, jos kukin a € A on relaatiossa f
tdsmalleen yhden b € B kanssa. Talldin kaytetaan yleisten Olkoon f : A — B funktio.
relaatiomerkint6jen sijaan tavallisesti merkintgja f : A — B jaf(a) =b.

» f on surjektio (engl. onto map), jos jokainen b € B on jonkina € A
Funktioita koskee kaikki mita edellé yleisesti on todettu relaatioista, kuva, so. jos f(A) =B.

mutta historiallisista syista funktioiden yhdistaminen merkitaan toisin
pain kuin yleisten relaatioiden: josf : A— Bjag: B — C ovat
funktioita, niin niiden yhdistetty funktio maaritellaan kaavalla
(gof)(a) =g(f(a)), so. relaatioina

» f on injektio (engl. one-to-one map), jos kaikki a € A kuvautuvat
eri alkioille, so. jos a # a’' = f(a) # f(a).

» f on bijektio, jos se on sek& injektio etta surjektio, so. jos jokainen
b € B on yhden ja vain yhden a € A kuva.

gof ={(a,c) | Ib eBs.e.f(a)=b,g(b) =c}.
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Osoittautuu, etta yleinen “samankaltaisuusrelaation” idea voidaan
kiteyttéda seuraaviin kolmeen ominaisuuteen.

1.3 Ekvivalenssirelaatiot Madaritelma 1.1 Relaatio R C A X A on
Ekvivalenssirelaatiot ovat matemaattisesti tasmallinen muotoilu sille

) ) . s L 1. refleksiivinen, jos aRa Va € A;
yleiselle idealle, etté oliot ovat keskendén samankaltaisia jonkin

kiinnostavan ominaisuuden X suhteen. Ominaisuuteen X perustuva
ekvivalenssirelaatio osittaa tarkasteltavien olioiden joukon 3. transitiivinen, jos aRb,bRc = aRc Va,b,c € A.
ekvivalenssiluokkiin, jotka vastaavat ominaisuuden X eri arvoja.

2. symmetrinen, jos aRb = bRa Va,b € A;

Maaritelma 1.2 Relaatio R C A X A, joka toteuttaa edelliset ehdot 1-3

(Kéénté_en mleI|vaIta|n.en oI|0|d_en .Joukon OS'FUS M maaraa _tletyn on ekvivalenssirelaatio. Alkion a € A ekvivalenssiluokka (relaation R
abstraktin samankaltaisuusominaisuuden, nim. sen etta oliot ovat suhteen) on

samankaltaisia jos ne sijoittuvat samaan osituksen I luokkaan.) R[a] = {x € A| aRx}

Ekvivalenssirelaatioita merkitaan usein R:n sijaan alkioiden
samankaltaisuutta korostavilla symboleilla ~, =, ~ tms.
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Lemma 1.3 Olkoon R C A X A ekvivalenssi. Talléin on kaikilla a,b € A
voimassa:

R[a] =R[b] joss aRb.
Esim. Olkoon Tod. Helppo; sivuutetaan. O
Lemma 1.4 Olkoon R C A x A ekvivalenssi. Talldin R:n
A = {kaikki 1900-luvulla syntyneet ihmiset} ekvivalenssiluokat muodostavat A:n osituksen erillisiin epatyhjiin

osajoukkoihin, so.:
ja aRb voimassa, jos henkiléilla a ja b on sama syntyméavuosi. Talléin

R on selvasti ekvivalenssi, jonka ekvivalenssiluokat koostuvat > R[a] # Okaikilla a € A;

kesken&dn samana vuonna syntyneista henkiloista. Luokkia on 100 » A=U.caR[a];
kappaletta, ja “abstraktisti” ne vastaavat 1900-luvun vuosia » jos R[a] # R[b], niin R[a] "R [b] = 0, kaikilla a,b € A.
1900....,1999.

Tod. Helppo; sivuutetaan. O

Kaantaen jokainen perusjoukon A ositus erillisiin epatyhjiin luokkiin A;,
i € |, maaraa vastaavan ekvivalenssirelaation:

a~b <& ajab kuuluvat samaan luokkaan A;.
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Esimerkki.

1.5 Induktiopaattel
P y Vaite. Kaikilla n € N on voimassa kaava

Olkoon P (k) jokin luonnollisten lukujen ominaisuus. Jos on voimassa:
P(n): (1+2+---+n)?=21342%+...4n

1. P(0)ja
2. kaikilla k > 0: Todistus.
P(k)=P(k+1),
) o 1. Perustapaus: P(0): 0%=0.
niin P(n) on tosi kaikillan € N. O
(jatkuu)
Harri Haanpaa 29 Harri Haanpaa 30

2. Induktioaskel: Oletetaan, ettd annetulla k > 0 kaava

1.6 Aakkostot, merkkijonot ja kielet

P(k): (1+2+--+k)P2Z=2134+2%+...4k3 Automaattiteoria ~ diskreetin signaalinkasittelyn perusmallit ja
-menetelméat

on voimassa. Tallbin on myds: . . . .
y (~ diskreettien 1/0-kuvausten yleinen teoria)

(1+2+-+k+(k+1))
= (14 +k)P+2(24--k)(k+1)+ (k +1)?

(k)™ (k(—ik_—i—l))( 1)+ (k+1) Input Output

= 13+...+k3+2.T,(k_|_1)+(k+1)2 1011 ——— Automaton

«g”

= P4 k3 Hk(k+1)2+ (k+1)?
= %44 Kk3 4+ (k+1)%
Automaatin kasite on matemaattinen abstraktio. Yleisella tasolla

On siis todettu, ettd kaavan P (k) fotuudesta seuraa kaavan P(k+ _1) suunniteltu automaatti voidaan toteuttaa eri tavoin: esim. sahkopiirina,
totuus, so. etté P (k) = P(k + 1), kaikilla k > 0. Luonnollisten lukujen mekaanisena laitteena tai (tavallisimmin) tietokoneohjelmana.
induktioperiaatteen 1.9 nojalla voidaan nyt paatella, etta kaava P(n)

on voimassa kaikilla n € N. O

Harri Haanpaa 31 Harri Haanpaa 32



T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Syksy 2006 T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Syksy 2006

Peruskasitteita ja merkintdja

Aakkosto (engl. alphabet, vocabulary): aarellinen, epatyhja joukko

Talla kurssilla keskitytdan paaosin automaatteihin, joiden: alkeismerkkeja t. symboleita. Esim.:
1. syotteet ovat aarellisia, diskreetteja merkkijonoja » binaariaakkosto {0,1};
2. tulokset ovat muotoa “hyvaksy”/"hylkaa” (~ “sydte OK’/’syote ei > latinalainen aakkosto {AB,...,Z}.
kelpaa”)

Merkkijono (engl. string): aarellinen jarjestetty jono jonkin aakkoston

Yleistyksia: merkkeja. Esim.:

» “01001", “0000": binaariaakkoston merkkijonoja;

> “TKTP”, “XYZZY": latinalaisen aakkoston
merkkijonoja.

» tyhja merkkijono (engl. empty string). Tyhjassa

> aarettdmat syottejonot (— “reaktiiviset” jarjestelmat,
Biichi-automaatit)

» funktioautomaatit (— Moore- ja Mealy-tilakoneet, Turingin

funktiokoneet) merkkijonossa ei ole yhtaan merkki&; sita voidaan
merkita €:114.
Merkkijonon x pituus |x| on sen merkkien maara. Esim.:
|01001| =5, [TKTP| =4, |¢g| = 0.
Harri Haanpaa 33 Harri Haanpaa 34
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Merkkijonojen valinen perusoperaatio on katenaatio eli jonojen

perakkain kirjoittaminen. Katenaation operaatiomerkkind kaytetaan
joskus selkeyden lisaamiseksi symbolia ™. Esim. Aakkoston X kaikkien merkkijonojen joukkoa merkitaan X *:lla.

N Esimerkiksi jos ¥ = {0,1}, niin ¥* = {¢,0,1,00,01, 10,...}.
» KALA KUKKO = KALAKUKKO;

» josx =00jay =11, niin xy = 0011 ja yx = 1100; Mielivaltaista merkkijonojoukkoa A C ¥* sanotaan aakkoston -
> kaikilla x on x& = &x = X; (formaaliksi) kieleksi (engl. formal language).
» kaikilla x,y, z on (xy)z = x(yz);

> kaikilla x, y on |xy| = |x| +|y|.
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Automaatit ja formaalit kielet
Olkoon M automaatti, jonka syotteet ovat jonkin aakkoston ¥
merkkijonoja, ja tulos on yksinkertaisesti muotoa “syéte
hyvaksytaan®/“syote hylataan”. (Merk. lyhyesti 1,/0.)
Merkita&dn M:n syétteella x antamaa tulosta M(x):lla ja M:n
hyvaksymien syttteiden joukkoa Ay :ll&, so.

Ay ={x € " |M(x) =1}.
Sanotaan, etta automaatti M tunnistaa (engl. recognises) kielen
Ay CX*.
Automaattiteorian (yksi) idea: automaatin M rakenne heijastuu kielen
Ay ominaisuuksissa.

Kaantaen: olkoon annettuna jokin toivottu I/O-kuvaus f : ¥* — {0,1}.
Tarkastelemalla kielta

Ar={xeX*|f(x)=1}

saadaan vihjeita siitd, millainen automaatti tarvitaan kuvauksen f
toteuttamiseen.
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Vakiintuneita merkintdja

Em. matemaattisille kasitteille kaytetyt merkinnat ovat periaatteessa
vapaasti valittavissa, mutta esityksen ymmarrettavyyden
parantamiseksi on tapana pitaytya tietyissa kaytannoissa. Seuraavat
merkintatavat ovat vakiintuneet:

Aakkostot: X, T, ... (isoja kreikkalaisia kirjaimia). Esim.
binaariaakkosto ¥ = {0,1}.
Aakkoston koko (tai yleisemmin joukon mahtavuus): |X|.

Alkeismerkit: a, b, c, ... (pienid alkupaén latinalaisia kirjaimia). Esim.:
Olkoon X = {ay,...,an } aakkosto; talloin |X| = n.

Merkkijonot: u, v, w, X, Y, ... (pienia loppupaan latinalaisia kirjaimia).

Syksy 2006
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Merkkijonojen katenaatio: X"y tai vain xy.
Merkkijonon pituus: |x|. Esimerkkeja:
> |abc| =3;
» olkoonx =a;...am,y =bi...by;
talloin |xy| = m+n.
Tyhja merkkijono: €.
Merkkijono, jossa on n kappaletta merkkia a: a". Esimerkkeja:
» a" =aa...q;
N——
. nkpl
> |alblck| =i+j+k.
Merkkijonon x toisto k kertaa: xX. Esimerkkeja:
» (ab)? = abab;
> |xK| =k|x|.
Aakkoston X kaikkien merkkijonojen joukko: ¥ *. Esim.:
» {a,b}* ={g,a,b,aa,ab,ba,bb,aaa,aab,...}.

Harri Haanpaa
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Merkkijonoinduktio

Automaattiteoriassa tehdéén usein konstruktioita “induktiolla
merkkijonon pituuden suhteen.” Tama tarkoittaa, ettd maaritellaan
ensin toiminto tyhjan merkkijonon € (tai joskus yksittaisen
aakkosmerkin) tapauksessa. Sitten oletetaan, etta toiminto on
maaritelty kaikilla annetun pituisilla merkkijonoilla u ja esitetdén, miten
se talloin maaritellaan yhta merkkia pitemmilla merkkijonoilla w = ua.

Esimerkki. Olkoon X mielivaltainen aakkosto. Merkkijonon w € >*

kaanteisjono (engl. reversal) wR maaritellaan induktiivisesti saannéilla:

1. R =¢;

2. josw=ua,uc X, acy, ninwR=auR,

Harri Haanpaa
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Vaite. Olkoon ¥ aakkosto. Kaikilla x,y € ¥* on voimassa
()R = Y5
Induktiivista (“rekursiivista”) maaritelmaa voidaan tietenkin kayttaa Todistus. Induktio merkkijonon y pituuden suhteen.

laskujen perustana; esim.:
jenp 1. Perustapaus y = €: (xg)R = xR = gRxR.

(011)R = 17(01)R = 17(170R) 2. Induktioaskel: Olkoon'y muotoay =ua,u € £*,a € X.
= 117(07eR) = 1107€R Oletetaan, ettd vaite on voimassa merkkijonoilla x, u. Tallgin on:
= 110¢ = 110.
(xy)R = (xua)rf
= a (xu)R [R:n maaritelma]

Tarkeampaa on kuitenkin konstruktioiden ominaisuuksien

! . e v . ) . ) _ ~1RyR . -
todistaminen maéaritelmaa noudattelevalla induktiolla. Esimerkki: = a(u®x [induktio-oletus]
= (a"uR)xR [":n liitannaisyys]
= (ua)RxR [R:n madaritelma]
= yRxR. O
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AARELLISET AUTOMAATIT JA SAANNOLLISET KIELET Esimerkki 1: Kahviautomaatti.
20c 20c
@e 10c¢ @ 10c 0.2 10¢ e"
i iot ia ti 10¢c
2.1 Tilakaaviot ja tilataulut 50C 33 &

Tarkastellaan aluksi tietojenkasittelyjarjestelmia, joilla on vain
aarellisen monta mahdollista tilaa. Téallaisen jarjestelmén toiminta 4 %8C
voidaan kuvata aarellisen& automaattina t. &arellisena tilakoneena ¢
(engl. finite automaton, finite state machine).
Aérellisilla automaateilla on useita vaihtoehtoisia esitystapoja: Em. tilakaavion esittama automaatti ratkaisee paatésongelman
tilakaaviot, tilataulut, . . . “riittdvatko annetut rahat kahvin ostamiseen?”
Adrellisia automaatteja voidaan yleensakin kayttaa yksinkertaisten
paatdsongelmien ratkaisujen mallintamiseen. Automaattimallista on
muitakin kuin bin&arivasteisten jarjestelmien kuvaamiseen tarkoitettuja
versioita (ns. Moore- ja Mealy-automaatit), mutta niita ei kasitella talla
kurssilla.
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Tilakaavioiden merkinnét:
Esimerkki 2: C-kielen etumerkittdmat reaaliluvut.

@ Automaatin tila nimelta

‘ Alkutila

Lopputila: automaatti “hyvaksyy” syotejonon,
joss se jonon loppuessa on téllaisessa tilassa

a Syodtemerkira aikaansaama siirtyma
tilastaq, tilaang,

Kaytetyt lyhenteet: digit = {0,1,...,9}, exp = {E,e}.
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Aérellisen automaatin esitys tilatauluna: automaatin uusi tila vanhan
tilan ja sydtemerkin funktiona.

Esim. reaalilukuautomaatin tilataulu:
K: Mita tilataulun tyhjat paikat tarkoittavat?

digit | . |exp |+ | — V: Tilataulun tyhjat paikat, tai vastaavasti tilakaavion “puuttuvat” kaaret,
kuvaavat automaatin virhetilanteita. Jos automaatti ohjautuu tallaiseen
= Q| W & paikkaan, sy6tejono ei kuulu automaatin hyvaksymaan joukkoon.
- 3; g; a2 gj Muodollisesti automaatissa ajatellaan olevan erityinen virhetila, jota ei
vain selkeyden vuoksi merkita nakyviin.
<~ Q3| Q3 Q4
Qs | Je Qs | Os
Qs | Qe
< Qs | Qs
Q7 | O3
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Esim. reaalilukuautomaatin taydellinen kaavioesitys olisi:

ja reaalilukuautomaatin taydellinen tauluesitys olisi:

digit . exp + _
— (o a1 qz error | error | error
a1 di1 az (o error | error
— Os Oe | error | error | error | error
error | error | error | error | error | error

digit,
exp ., +, -
Harri Haanpaa 49 Harri Haanpaa 50
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#include <stdio.h>
#include <ctype.h>
main() {
int q, c;
q=20;
2.2 Aarellisiin automaatteihin perustuva ohjelmointi while ( (i =( ?GEChar() ) = 7"\n")
) ) ) ) ) switc q
Annetun &arellisen automaatin pohjalta on helppo laatia automaatin case 0:
t0|m|r?taa vastaava .ohjelma. Esim. reaalilukuautomaattiin perustuva if (isdigit(c)) q = 1;
sy6tejonon syntaksitestaus: else if (c == "'.") q=1;
else g = 99;
break;
case 1:
if (isdigit(c)) g = 1;
else if (c==".") q = 2;
else if (c == "E' || c =="e") q = 4;
else g = 99;
break;
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Semanttisten toimintojen liittAminen aarellisiin automaatteihin

L Esimerkki. Kahdeksanjarjestelméan lukuja tunnistava automaatti ja
case 99: siihen perustuva sy6teluvun arvonmaaritys (“muuttaminen
break; kymmenijarjestelmaan”).

}
N

if (@==2 1] q== q==6) SNt N d @
printf ("SYOTE ON REAALILUKU.\n"); @ @ d
else \\\\\\\\\‘—¥—##///////7

printf ("SYOTE EI OLE REAALILUKU.\n");

Lyhennysmerkinta d = {0,1,...,7}.
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Pelkén syntaksitestin toteutus: case 1:
if (0" <=c && c<="7") q = 2;
#include <stdio.h> else q = 99;
#include <ctype.h> break;
case 2:
main () if (0" <=c && c<="7") q = 2;
{ else g = 99;
int g, c; break;
q = 0; case 99:
while ((c = getchar()) !'= "\n’") { break;
switch (q) { }
case 0: }
if (c="'"4" || c="-") qg=1; if (q == 2)
else if (0’ <=c &k c <="'7") q = 2; printf ("SYOTE OK.\n");
else q = 99; else
break; printf ("VIRHEELLINEN LUKU.\n");
}
55 Harri Haanpaa 56
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while ((c = getchar()) != '"\n’) {
Taydennys sy6teluvun arvon laskevilla operaatioilla (“luvun switch (qg) {
muuttaminen kymmenjarjestelmaan”): case 0:
if (c=="4+") g =1;
#include <stdio.h> else if (c == "-") {
sgn = -1; /* SEM */
int main(void) { q=1
int g, c; }
int sgn, val; /* SEM: sgn = etumerkki */ else if (Y0’ <=c && c <= "7") |
sgn = 1; val = 0; /* SEM: val = itseisarvo */ val = c - '0"; /* SEM */
q=0; q=2;
}
else g = 99;
break;
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case 1:
if (0" <=c¢c && c <="7") {
val = ¢ - '0'; /* SEM */
q=2;
} }
else q = 99; if (q == 2)
break; { printf ("LUVUN ARVO ON %d.\n", sgn*val);/*SEM*/
case 2: exit (0); }
if (107 <= c &k c <= '7") { else )
val = 8 * val + (c - "07); /% SEM */ { printf ("VIRHEELLINEN SYOTE.\n"); /* SEM */
q = 2; exit(1); 1}
} }
else g = 99;
break;
case 99:
break;
}
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2.3 Aarellisen automaatin kasitteen formalisointi Automaatin “toiminta”:
Mekanistinen malli:
syotenauha: ‘ [ ‘ n ‘ p ‘ u ‘ t ‘ Automaatti kaynnistetaan erityisessa alkutilassa qp, siten etta
tarkasteltava sy6te on kirjoitettuna syétenauhalle ja nauhapaa osoittaa
nauhapaa: sen ensimmaista merkkia.

Yhdessa toiminta-askelessa automaatti lukee nauhapéan kohdalla
olevan sydtemerkin, paattaa ohjausyksikon tilan ja luetun merkin

a1 =02 perusteella siirtymafunktion mukaisesti ohjausyksikon uudesta tilasta,
ja siirtdd nauhapaata yhden merkin eteenpain.

ohjausyksikko:
Jausyksi %

Automaatti pysahtyy, kun viimeinen sydtemerkki on kasitelty. Jos
% ohjausyksikdn tila talldin kuuluu erityiseen (hyvéaksyvien) lopputilojen
joukkoon, automaatti hyvaksyy syotteen, muuten hylkaa sen.

Aarellinen automaatti M koostuu &arellistilaisesta ohjausyksikdsta,

. o i - N , N Automaatin tunnistama kieli on sen hyvaksymien merkkijonojen
jonka toimintaa saatelee automaatin siirtymafunktio 9, seka

o . o joukko.
merkkipaikkoihin jaetusta sydtenauhasta ja nama yhdistavasta
nauhapéaasta, joka kullakin hetkella osoittaa yhta syétenauhan
merkkia.
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Esimerkki.

Tasmallinen muotoilu:

Asrellinen automaatti on viisikko Reaalilukuautomaatin formaali esitys:

M =(Q,%,d,dqo,F), M = ({do,...,q7,error},{0,1,...,9,.,E,e,+,-},
67 qO’{anq37q6})a
misséa
o . missa O on kuten aiemmin taulukossa; esim.
» Q on automaatin tilojen aarellinen joukko;
> 2 on automaatin syoteaakkosto; 8(do,0) = 8(qo, 1) = --- = 8(qo, 9) = a1,
> &:Q x X — Q on automaatin siirtyméafunktio; 0(do,.) =q7, 06(qo,E) = d(do,e) = error,
> (o € Q on automaatin alkutila; 3(q1,.) = a2, 9(q1,E) =9d(q1,e) = qa,
» F C Q on automaatin (hyvaksyvien) lopputilojen joukko.

jne.
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Tilanne (g, w) johtaa suoraan tilanteeseen (q’,w’), merkitaan

(a.w)r (a’,w'),
Automaatin tilanne on pari (q,w) € Q x ¥*; erityisesti automaatin josonw =aw’ (a € X)jaq = 8(q,a). Talldin sanotaan myds, etta
alkutilanne syétteella x on pari (go, X ). tilanne (g’,w’) on tilanteen (q,w) valitén seuraaja.
Intuitio: g on automaatin tila ja w on sydtemerkkijonon jaljella oleva, Intuitio: automaatti ollessaan tilassa q ja lukiessaan nauhalla olevan
s0. nauhapaasta oikealle sijaitseva osa. merkkijonon w = aw’ ensimmaisen merkin a siirtyy tilaan g’ ja siirtaa
nauhapéaétd yhden askelen eteenpadin, jolloin nauhalle jaa merkkijono

w'.

Jos automaatti M on yhteydesta selva, relaatiota voidaan merkita
yksinkertaisesti

(q,w) F(q',w).
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Tilanne (g, w) johtaa tilanteeseen (q’,w’) t. tilanne (g’,w’) on
tilanteen (q,w) seuraaja, merkitaan

Automaatti M hyvaksyy merkkijonon x € >*, jos on voimassa

w * / W,
(a. )'J (o). (go,x)F*(ar,€)  jollakin gs € F;
M
jos on olemassa valitilannejono (do,Wo), (d1,W1), ..., (Gn,Wn), n >0,

. . muuten M hylk&a x:n.
siten etta

Toisin sanoen: automaatti hyvaksyy x:n, jos sen alkutilanne syétteella
- 0 X johtaa, syt6tteen loppuessa, johonkin hyvaksyvaan
(g, w) = (do, wo) '; (ql’wl): l;(qn,wn) =(@.w) lopputilanteeseen.

Erikoistapauksena n = 0 saadaan (q,w) I—*(q,W) mill4 tahansa Automaatin M tunnistama kieli maaritellaan:
M

tilanteella (q,w). L(M) = {x € £* | (qo,x) *(ar,€) jollakin q; € F}.
Jalleen, jos automaatti M on yhteydesta selva, merkitaan .
yksinkertaisesti

(a,w) F (a',w').
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Esimerkki: merkkijonon “0.25E2” kasittely reaalilukuautomaatilla:

(d0,0.2582) + (q1,.25E2) + (qa,25E2)
F (Q3,5E2) = (C]3,E2)
}_ (q4)2) l_ (q678)'

Koska ge € F = {02,03,0s}, On siis 0.25E2 € L(M).

Olkoon
aarellinen automaatti.
Laajennetaan M:n siirtymafunktio yksittaisista syétemerkeista
merkkijonoihin: jos g € Q, x € X*, merkitdan

d*(q,x) = seq’ €Q, jolla (q,x)-*(d',€).

M:n tilat g ja q’ ovat ekvivalentit, merkitaan

jos kaikilla x € X* on
d*(gq,x) €F josjavainjos &*(q’,x) €F;

toisin sanoen, jos automaatti g:sta ja q’:sta lahtien hyvaksyy

tasmalleen samat merkkijonot.

Harri Haanpaa
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2.4 Aarellisten automaattien minimointi

Voidaan osoittaa, etta jokaisella darellisella automaatilla on
yksikasitteinen ekvivalentti (so. saman kielen tunnistava)
tilamaaraltaan minimaalinen automaatti.
Annetun aarellisen automaatin kanssa minimointi (ekvivalentin
minimiautomaatin maarittdminen) on seka kaytannossa etta
teoreettiselta kannalta tarkea tehtava: siten voidaan esimerkiksi
selvittad, tunnistavatko kaksi annettua automaattia saman kielen.
Tehtava voidaan ratkaista seuraavassa esitettéavalla tehokkaalla
menetelmalla. Menetelman perusideana on pyrkia samaistamaan
kesken&én sellaiset sydtteend annetun automaatin tilat, joista léhtien

automaatti toimii tasmalleen samoin kaikilla merkkijonoilla.

Syksy 2006
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Lievempi ekvivalenssiehto: tilat g ja g’ ovat k-ekvivalentit, merkitaan

Harri Haanpaa
M= (Q,Z,67QO7F) K
a=q,
jos kaikilla x € X*, |x| <k, on
d*(q,x) €F josjavainjos &*(q’,x) €F;

toisin sanoen, jos mikédan enintéaan k:n pituinen merkkijono ei pysty

erottamaan tiloja toisistaan.
seké g etta g’ ovat lopputiloja

limeisesti on:
tai kumpikaan ei ole; ja

) a=q joss

(i) q=q joss q=q kaikilak=0,1,2,...

1)

Esitettdva minimointialgoritmi perustuu syétteend annetun automaatin

tilojen k-ekvivalenssiluokkien hienontamiseen

(k 4 1)-ekvivalenssiluokiksi kunnes saavutetaan taysi ekvivalenssi.
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Algoritmi MIN-FA

3. [k-ekvivalenssi — (k + 1)-ekvivalenssi.] Tarkasta, siirrytaanko
samaan ekvivalenssiluokkaan kuuluvista tiloista samoilla merkeilla
aina samanluokkaisiin tiloihin. Jos kylla, algoritmi paattyy ja
minimiautomaatin M tilat vastaavat M:n tilojen luokkia.

[Aarellisen automaatin minimointi]
Syéte: Aarellinen automaatti M = (Q, X, 8,qo, F).
Tulos: M:n kanssa ekvivalentti aarellinen automaatti I\A/I, jossa on

minimimaara tiloja. . . . o
Muussa tapauksessa hienonna ositusta jakamalla kunkin askeista

Menetelma: ehtoa rikkovan ekvivalenssiluokan tilat uusiin, pienempiin
1. [Turhien tilojen poisto.] Poista M:sté kaikki tilat, joita ei voida ekvivalenssiluokkiin sen mukaan, mihin luokkaan kustakin tilasta
saavuttaa tilasta go millaan syotemerkkijonolla. siirrytaén millakin aakkosella, ja toista kohta 3 uudella osituksella.

2. [0-ekvivalenssi.] Osita M:n jéljelle jaaneet tilat kahteen luokkaan:
ei-lopputiloihin ja lopputiloihin.

Harri Haanpaa 73 Harri Haanpaa 74

T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Syksy 2006 T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Syksy 2006

Esimerkki. Tarkastellaan seuraavan automaatin minimointia:
On helppo osoittaa, etta askelen 3 (k 4 1):nnen suorituskerran Vaiheessa 1 automaatista poistetaan tila 6, johon ei paasta millaan
(k =0,1,...) alussa kaksi tilaa kuuluu samaan muodostetun osituksen merkkijonolla.
luokkaan, jos ja vain jos ne ovat k-ekvivalentteja.

Vaiheessa 2 ositetaan automaatin tilat 1-5 ei-lopputiloihin (luokka I) ja

Tasta seuraa, etta algoritmin suorituksen paattyessa, kun ositus ei lopputiloihin (luokka 1), ja tarkastetaan siirtymien kayttaytyminen
endda hienone, muodostuneet tilaluokat ovat tdsmalleen M:n tilojen osituksen suhteen:

=-ekvivalenssiluokat (vrt. ominaisuus (1.ii)).

Algoritmin suoritus paattyy valttamatta aina, silla kullakin askelen 3
suorituskerralla, viimeista lukuunottamatta, vahintaan yksi tilaluokka
ositetaan pienemmaksi.

24| 2,

)

3| 2,13,

Lause 2.1 Algoritmi MIN-FA muodostaa annetun aarellisen
automaatin M kanssa ekvivalentin aarellisen automaatin I\A/I, jossa on
minimimaara tiloja. Tamé& automaatti on tilojen nimeamista paitsi
yksikésitteinen. O

l: «— 43,1 |5,
11| 4,

1
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Luokassa | on nyt kahdentyyppisia tiloja ({1,3} ja {2}), joten ositusta
taytyy hienontaa ja tarkastaa siirtymat uuden osituksen suhteen:
a b Saadun minimiautomaatin tilakaavio on seuraava:
b b
. — 1|21 | 31 m mb
e e i)
e 24 20 \Q/
: — 4| 3,1 |51 a
— 5| 1,1 |41

Nyt kunkin luokan sisaltamat tilat ovat keskenaan samanlaisia, joten
minimointialgoritmi paattyy.

Harri Haanpaa 7 Harri Haanpaa
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Esimerkki. Epadeterministinen automaatti, joka tutkii siséltéako
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2.5 Epadeterministiset darelliset automaatit - : _
syf6tejono osajonoa aba:

a a
I : o a b a
Epédeterministiset automaatit ovat muuten samanlaisia kuin Yo 01 02
M L

deterministiset, mutta niiden siirtyméafunktio 0 ei liita automaatin
vanhan tilan ja syétemerkin muodostamiin pareihin yksikasitteista
uutta tilaa, vaan joukon mahdollisia seuraavia tiloja.
Epédeterministinen automaatti hyvaksyy syotteensa, jos jokin
mahdollisten tilojen jono johtaa hyvaksyvéaéan lopputilaan.

Vaikka epadeterministisia automaatteja ei voi sellaisinaan toteuttaa (0o, aaba) - (qo,aba) F (q1,ba) - (g2,a) - (g3, €).
tietokoneohjelmina, ne ovat tarkea paatésongelmien
kuvausformalismi.

Automaatti hyvaksyy esim. sydtejonon aaba, koska sen on mahdollista
edetd seuraavasti:

Automaatti voisi paatya myos hylkaavaan tilaan:
(q07aaba) }_ (quaba) l_ (q07ba) l_ (q07a) I_ (qus))

mutta talla ei ole merkitysté— voidaan ajatella, ettd automaatti osaa
“ennustaa” ja valita aina parhaan mahdollisen vaihtoehdon.
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Maaritelma 2.2
a a
; N - . . Yo a1 02
Epédeterministinen aarellinen automaatti on viisikko
; WL

M= (Qazaéaqm':)’

missa Esimerkiksi aba-automaatin siirtymafunktio:
» Q on aarellinen tilojen joukko; a b
> 2 on sytteaakkosto;
» 0:Q X X —|?P(Q) |on automaatin joukkoarvoinen — 0o | {do,d1} | {do}
siirtymafunktio; °f1 0 {QZ}
> go € Q on alkutila; a2 | {as} 0

«— Q3 {as} {as}

v

F C Q on (hyvéksyvien) lopputilojen joukko.

Taulukosta nahdaan, etta esimerkiksi 8(go,a) = {do, a1} ja

o(qy,a) = 0.
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Lause 2.2 Olkoon A = L(M) jonkin epadeterministisen &arellisen
automaatin M tunnistama kieli. Talléin on olemassa myos

x I _— . deterministinen aarellinen automaatti M, jolla A = L(I\A/I)
Epadeterministisen automaatin tilanne (g, w) voi johtaa suoraan

tilanteeseen (g',w’), merkitaan Todistus. Olkoon A =L(M), M = (Q,X,3,qo,F). Todistuksen ideana
on laatia deterministinen aarellinen automaatti M, joka simuloi M:n
(gq,w)+(q',w'), toimintaa kaikissa sen kullakin hetkella mahdollisissa tiloissa
M rinnakkain.
josonw =aw’ (a€ X)jaq’ € 8(q,a). Sanotaan mygs, etta tilanne Formaalisti: automaatin M tilat vastaavat M:n tilojen joukkoja:

g’,w’) on tilanteen (q,w) mahdollinen valitén seuraaja. . ~ $ A =
(a.w) (aw) mandolin ey Ui = (0..8,0.F).
Useamman askelen mittaiset tilannejohdot, merkkijonojen

hyvaksyminen ja hylkaaminen ym. kasitteet maaritellaan samoin missa

;anom ku.l.l’.ll Qeter@m?twlllla automaatgllla. K9ska therj askelen Q = P(Q)={S|SCQ},
johdon madritelmé kuitenkin nyt on toinen, niiden sisaltdé muovautuu Go = {d0}
hieman erilaiseksi. o = oy
F = {SCQ]Ssisaltaajonkin gr € F},
8s.a) = (Jd(a.a).

gqes
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oo

Esimerkiksi aba-automaattiin sovellettuna em. konstruktio tuottaa
seuraavan deterministisen automaatin (vain alkutilasta saavutettavat
tilat esitetty): Minimoimalla ja nimeamalla tilat uudelleen taméa yksinkertaistuu

muotoon:
o, L
q a @1 b @ a
b

\Oj\/\/‘
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[Todistus jatkuu.] Tarkastetaan, ettd automaatti M todella on

~

ekvivalentti M:n kanssa, so. etta L(M) = L(M). Viite (2):

Maaritelmien mukaan on:
. . o (90,x)F"(a,€) joss ({ao},x)-"(S,€) jag € S.
x € L(M) joss (do,x)+"(qr,€) jollakin g € F M fi

M

Vaitteen (2) todistus tehdaan induktiolla merkkijonon x pituuden

12 suhteen.
x € L(M) joss ({90}, x) F*(S,€), miss& S sis. jonkin g; € F. (i) Tapaus |x| = 0:
" (do.€)1-"(9,€) joss @ = q;
Osoitetaan siis, etta kaikillax € ¥* jaq € Q on: samoin ({qo}, €) I;*(S,E) joss S = {qol.

M

(do,x)F"(a.€) Joss ({ao}.x)E7(S,€)jaq €S. @
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Vite (2): (qo,X)l;*(q,S) joss ({go},x)-"(S,€)jag€S. €-automaatit
M
(i) Induktioaskel: Jatkossa tarvitaan vielé yksi aarellisten automaattien mallin laajennus:
Olkoon x = ya: oletetaan, etta vite (2) patee y:lle. Talloin: epadeterministinen aarellinen automaatti, jossa sallitaan €-siirtymat.
Tallaisella siirtymalla automaatti tekee epadeterministisen valinnan eri
(do,x) = (qo,ya) F"(q,€) joss jatkovaihtoehtojen vélilla lukematta yhtaan sydtemerkkia.
M
dg’ € Q se. (QO;ya) l—*(q’,a) ja (q’,a) - (q,g) joss Esimerkiksi kieli {aa,ab} voitaisiin tunnistaa seuraavalla
" . M . . €-automaatilla:
J9’ € Q s.e. (q0,y)-"(d',€) ja (d',2) - (q,€) joss (ind.ol.)
M M
39" € Qse ({do},y) 'j*(slﬁ) jaq' €S'jaq e d(q’,a) joss a f\ a @
. M . /U
({a0},y)="(s",€) jada’ € S’ s.e. q € 3(q',a) joss .
M
({ao}.y)E'(S',€) jaa € Uyes (a’,a) = 3(S', a) joss
M
({a0}.ya)="(S',a) jaq € &(S’,a) = S joss
M
,ya)-*(S’,a)ja(S’,a)-(S,€) jag € S joss €
({a0},ya)-"(Sa) ja (S'.a) (S, €)jaq €S N @
X)) = ,ya)-*(S,€)jaq € S. O
({a0}.) = ({a0}.ya) " (S.€) g a ) b
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Lemma 2.4

Formaalisti: e-automaatti on viisikko

M= (QazaéaqovF)a

missa siirtyméafunktio & on kuvaus
Olkoon A = L(M) jollakin g-automaatilla M. T&llgin on olemassa myos
3:Q x (X U{e}) — 2(Q). e-siirtymatdn epadeterministinen automaatti M, jolla A = L(I\A/I)
Todistus. Olkoon M = (Q, X, d,qo, F) jokin €-automaatti. Automaatti
M toimii muuten aivan samoin kuin M, mutta se “harppaa” €-siirtymien
yli suorittamalla kustakin tilasta lahtien vain ne “aidot” siirtymat, jotka
ovat siita kasin jotakin g-siirtymajonoa pitkin saavutettavissa.

Muut maaritelméat ovat kuten tavallisilla epadeterministisilla aarellisilla
automaateilla, paitsi suoran tilannejohdon méaritelma: e-automaattien
tapauksessa relaatio

(a.w)I-(d'.w)
on voimassa, jos on

w=aw'(aceX)jaq €d(q,a);tai
(iyw=w’"jaq" € 9(q,€).
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Formaalisti maaritellaan annetun tilan g € Q €-sulkeuma £*(q)

automaatissa M kaavalla Poistamalla edellisen konstruktion mukaisesti €-siirtymét

€-automaatista saadaan tavallinen epadeterministinen automaatti,

(@) ={d' eQ|(a.e)-"(d" &)}, esim.-

so. joukkoon €*(q) kuuluvat kaikki ne automaatin M tilat, jotka ovat
saavutettavissa tilasta g pelkilla €-siirtymilla.

Automaatin M siirtymasaannot voidaan nyt kuvata seuraavasti:

M — (szasa q07|/:\)7

missa
5a,a)= |J 9(d,a);
q’ee*(a)
F={aeQle(a)nF #0}.
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2.6 SAANNOLLISET LAUSEKKEET Maaritelma 2.3

Automaattimalleista poikkeava tapa kuvata yksinkertaisia kielia.

Olkoot A ja B aakkoston X kielia. Perusoperaatioita:

> Yhdiste: AUB = {x € ¥* | x € Ataix € B}; Aakkoston > saanndlliset lausekkeet méaritellaén induktiivisesti
: saannoilla:
> Katenaatio: AB = {xy € X*|x € A,y € B};
» Potenssit: 1. Qja € ovat X:n saanndllisia lausekkeita;
A0 — (e}, 2. aon X:n saannollinen lauseke kaikilla a € X;
{ A = AAKTI = Ix x| x €A Vi=1,...k} (k>1); 3. josr ja's ovat X:n saannollisia lausekkeita, niin (rus), (rs) jar™

ovat > :n saannollisia lausekkeita;
» Sulkeumat. “Kleenen tahti”:

A* — U Ak

k>0
= {x1.. % |k>0,x€A Vi=1,... k}.

4. muita 2:n saannollisia lausekkeita ei ole.

Harri Haanpaa 95 Harri Haanpaa 96



T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Syksy 2006 T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Syksy 2006

Aakkoston {a,b} saanndllisia lausekkeita:

ri=((ab)b), rp=(ab)*,

Kukin ¥:n saannollinen lauseke r kuvaa kielen L(r), joka maaritellaan: r3 = (ab®), rs=(a(bU(bb)))*.
> L(0) =0 Lausekkeiden kuvaamat kielet:
> L(e) = {eh L(r) = ({a}{b}){b} = {ab}{b} = {abb};
> L(a) = {a} kaikilaa € X; L(r;) = {ab}* = {,ab,abab,ababab,...}
> L((rUs)) =L(r)UL(s): = {(ab) |i>o0};
> L((rs)) =L(r)L(s); L(rs) = {a}({b})* = {a,ab,abb,abbb,...}
> L(r*) = (L(r))" = {ab'|i >0}
L(rs) = ({a}{b,bb})" = {ab,abb}’
= {g,ab,abb,abab,ababb,...}
= {x €{a,b}"| kutakin a-kirjainta x:ss&
seuraa 1 tai 2 b-kirjainta }.
Harri Haanpaa 97 Harri Haanpaa 98

Sulkumerkkien vahentamissaantoja:

Esimerkki: C-kielen etumerkittdmaét reaaliluvut

Operaattoreiden prioriteetti:

o o number = (dd*.d*U.dd™)(e(+U—Ug)dd* Ug)U(dd e(+U—Ug)dd "),

. . - o missd d on lyhennemerkinta lausekkeelle
Yhdiste- ja tulo-operaatioiden assosiatiivisuus:

L(((rus)ut)) = L((ru(sut)))

L(((rs)t)) = L((r(st))) ja e on lyhennemerkinta lausekkeelle

d=(0UlU20U3U4U5U6UTUBUYI)

= perédkkaisia yhdisteita ja tuloja ei tarvitse suluttaa. e=(EUe).

Kéaytetaan tavallisia kirjasimia, mikéli sekaannuksen vaaraa
merkkijonoihin ei ole. Usein merkitdan myés lyhyesti rr* = r . Esim.:

Yksinkertaisemmin siis: (d*d* U.dT)(e(+U—Ug)d™ Ug)U(dTe(+U—Ug)d™).

rp =abb, r,=(ab)*, rz=ab", r;=(a(bUbb))".
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Maaritelma 2.4 Saannollisten lausekkeiden sieventaminen

Saanndllisilla kielilla on yleensa useita vaihtoehtoisia kuvauksia, esim.:

T = L((aub)Y)

= L((a"p%)")
Kieli on saannéllinen, jos se voidaan kuvata saannéllisella = L(a'b*U(aUb)*ba(aUb)).
lausekkeella.
Maaritelma. Saannolliset lausekkeet r ja s ovat ekvivalentit, merk.
r=s,jos L(r) =L(s).
Lausekkeen sieventaminen = “yksinkertaisimman” ekvivalentin
lausekkeen maarittaminen.
Saanndllisten lausekkeiden ekvivalenssitestaus on epatriviaali, mutta
periaatteessa mekaanisesti ratkeava ongelma.
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Sievennyssaantoja:

Kahden lausekkeen ekvivalenssin toteamiseksi kannattaa usein

ru(sut) = (rus)ut paatella erikseen kummankin kuvaaman kielen siséltyminen toiseen.
r(st) = (rs)t rud = r
_ Merkitaan lyhyesti: r C s, jos L(r) C L(s).
rus = suUr eao=r s . .
Talldin siisr =sjossr CsjasCr.
r(sut) = rsuUrt or = 0
(rUs)t = rtUst P —  eUr'r Esimerkki: todetaan, etta (a*b*)* = (aUb)*.
rr = r r* = (eur)” 1. Selvasti (a*b*)* C (aUb)*, koska (aUb)* kuvaa kaikkia
aakkoston {a,b} merkkijonoja.
Mika tahansa séanndllisten lausekkeiden tosi ekvivalenssi voidaan 2. Koska selvasti (aUb) C a*b*, niin myds (aUb)* C (a*b*)*.

johtaa ndista laskulaeista, kun lisataan paattelysaanto:
josr =rsUt, niin r = ts*, edellyttaen etta € ¢ L(s).
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2.7 AARELLISET AUTOMAATIT JA SAANNOLLISET
KIELET

Lause 2.3 Jokainen saanndllinen kieli voidaan tunnistaa aarellisella
automaatilla.

Todistus. Seuraavan kalvon induktiivisen konstruktion avulla voidaan
mielivaltaisen sdanndllisen lausekkeen r rakennetta seuraten
muodostaa €-automaatti My, jolla L(M,) = L(r). Tast4 automaatista
voidaan poistaa €-siirtyméat Lemman 2.4 mukaisesti, ja tarvittaessa
voidaan syntyva epadeterministinen automaatti determinisoida
Lauseen 2.2 konstruktiolla.

Esitettavasta konstruktiosta on syytd huomata, ettd muodostettaviin
€-automaatteihin tulee aina yksikasitteiset alku- ja lopputila, eika
mink&an osa-automaatin lopputilasta lahde eikéa alkutilaan tule yhtaan

ko. osa-automaatin sisaista siirtymaa. O
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Esimerkiksi lausekkeesta r = (a(b Ubb))* saadaan naiden saantojen

mukaan seuraava €-automaatti: Esim. lausekkeen r = (a(bUbb))* perusteella on helppo muodostaa
seuraava yksinkertainen epadeterministinen tunnistaja-automaatti:

GO0

b

Automaatti on selvasti hyvin redundantti. Kasin automaatteja
suunniteltaessa ne kannattaakin usein muodostaa suoraan.
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Jokainen aarellisella automaatilla tunnistettava kieli on saannoéllinen.

Todistus. Tarvitaan viela yksi darellisten automaattien laajennus: Yhden askelen tilannejohto maaritellaan:

lausekeautomaatissa voidaan siirtymien ehtoina kayttaa mielivaltaisia

saannollisia lausekkeita. (a,w)i-(a’,w’)
M

Formalisointi: Merk. REy = aakkoston ¥ saanndllisten lausekkeiden
joukko. Lausekeautomaatti on viisikko josonq’ € 8(q,r) jollakin sellaisellar € REy, ettaw = zw’, z € L(r).
Muut méaaritelméat samat kuin aiemmin.

M =(Q,%,9,d0,F), Todistetaan: jokainen lausekeautomaatilla tunnistettava kieli on

N . . i saannollinen.
missa siirtyméafunktio & on aarellinen kuvaus

5:Q x REy — P(Q)

(so. 8(q,r) # 0 vain &arellisen monella parilla (q,r) € Q X REx).
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(ii) Poistetaan M:n muut kuin alku- ja lopputila yksi kerrallaan
seuraavasti. Olk. g jokin M:n tila, joka ei ole alku- eik& lopputila;
tarkastellaan kaikkia “reitteja”, jotka M:ssé kulkevat q:n kautta. Olk. g;
ja g; g:n valittomat edeltaja- ja seuraajatila jollakin tallaisella reitilla.

Olkoon M jokin lausekeautomaatti. Saannéllinen lauseke, joka kuvaa
M:n tunnistaman kielen, muodostetaan kahdessa vaiheessa:

1. Tiivistetddn M ekvivalentiksi enintdan 2-tilaiseksi Poistetaan q reitiltd g; — q; oheisen kuvan (i) muunnoksella, jos tilasta
lausekeautomaatiksi seuraavilla muunnoksilla: g ei ole siirtymaa itseensa, ja kuvan (ii) muunnoksella, jos tilasta q on
(i) Jos M:lla on useita lopputiloja, yhdistetdan ne seuraavasti. siirtyma itseensa:

(@):

(@-(w) = @9

(ii): t
@@ -
Samalla yhdistetaén rinnakkaiset siirtymét seuraavasti:

r
@ Ta - @
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2. Tiivistyksen paattyessa jaljella olevaa 2-tilaista automaattia Esimerkki:
vastaava sdanndllinen lauseke muodostetaan seuraavan kuvan
esittamalla tavalla:

(@i): r

(i): " rs aalb CZ >
2 = =
- ) Ca/b (aaUb)(ba)*(bbUa)

R = ri12(r3Urar{ra)*
o @abu = (abU (aaUb)(ba)*(bb Ua))*
(aaUb)(ba)*(bbUa)
O
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2.8 Saannollisten kielten rajoituksista Lemma 2.6 (Pumppauslemma)

Olkoon A saanndllinen kieli. Talldin on olemassa sellainen n > 1, etta
mika tahansa x € A, |x| > n, voidaan jakaa osiin x = uvw siten, etta
luv| <n, |v|>1,jauv'w € Akaikillai =0,1,2,...

Todistus. Olkoon M jokin A:n tunnistava deterministinen aarellinen
automaatti, ja olkoon n M:n tilojen maara. Tarkastellaan M:n
lapikaymia tiloja syotteella x € A, [x| > n. Koska M jokaisella x:n
merkilla siirtyy tilasta toiseen, sen taytyy kulkea jonkin tilan kautta
(ainakin) kaksi kertaa — itse asiassa jo x:n n:n ensimmaisen merkin

i ) o aikana. Olkoon g ensimmainen toistettu tila.
Esimerkki: sulkulausekekieli Olkoon u M:n kasittelema x:n alkuosa sen tullessa

ensimmaisen kerran tilaan q, v se osa x:sta jonka
M kasittelee ennen ensimmaista paluutaan g:hun,
HQ u @ W>© jaw loput x:sta. Talléin on |uv| <n, [v| > 1, ja

Formalisointi: “pumppauslemma”. uviw € A kaikillai = 0.1.2 0
bl ) )t

Kardinaliteettisyista on oltava olemassa (paljon) ei-saanndéllisia kielia:
kielida on ylinumeroituva maara, saanndllisia lausekkeita vain
numeroituvasti.

Voidaanko |6ytaa konkreettinen, mielenkiintoinen esimerkki kielesta,
joka ei olisi sdannéllinen? Helposti.

Saanndllisten kielten perusrajoitus: aarellisilla automaateilla on vain
rajallinen “muisti”. Siten ne eivat pysty ratkaisemaan ongelmia, joissa
vaaditaan mielivaltaisen suurten lukujen tarkkaa muistamista.

Liatch = {(k)k | k > O}-
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— O w0

Esimerkki. Tarkastellaan em. sulkulausekekieltéa (merk. ‘(' = a, *)’ = b):

3. KIELIOPIT JA MERKKIJONOJEN TUOTTAMINEN

Kielioppi = muunnossysteemi merkkijonojen (kielen “sanojen”)
tuottamiseen tietysta lahtdjonosta alkaen, osajonoja toistuvasti

L = Lmatch = {a*b* | k > 0}. annettujen saantojen mukaan uudelleenkirjoittamalla.
Oletetaan, etta L olisi saannéllinen. Tallsin pitaisi pumppauslemman Kielioppi on yhteydetdn, jos kussakin uudelleenkirjoitusaskelessa
mukaan olla jokin n > 1, jota pitempia& L:n merkkijonoja voidaan korvataan yksi erityinen muuttuja- t. valikesymboli jollakin siihen
pumpata. Valitaan x = a"b", jolloin |x| = 2n > n. Lemman mukaan x liitetyll& korvausjonolla, ja korvaus voidaan aina tehd&a symbolia
voidaan jakaa pumpattavaksi osiin x = uvw, |uv| < n, |v| > 1; siis on ympérdivan merkkijonon rakenteesta riippumatta.
oltava Sovelluksia: rakenteisten tekstien kuvaaminen (esim.

ohjelmointikielten BNF-syntaksikuvaukset, XML:n
DTD/Schema-maérittelyt), yleisemmin rakenteisten “olioiden”
Mutta esimerkiksi “0O-kertaisesti” pumpattaessa: kuvaaminen (esim. syntaktinen hahmontunnistus).

u=a,v=a,w=a"tp" j<n-1j>1

uvow = a'a" (H)p" = a"ipn & L.

Siten L ei voi olla saanndllinen.
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Toinen esimerkki: kielioppi C-tyyppisen ohjelmointikielen aritmeettisille
lausekkeille (yksinkertaistettu).

Yhteydettomilla kieliopeilla voidaan kuvata (tuottaa) myos
ei-saanndllisia kielia.

E — T | E4T
Esimerkki: yhteydeton kielioppi kielelle Lmaich (Iahtésymboli S): T — F | TxF
(i)S — ¢, F — a | (E).
(i) S — (8S). o ,
. L . ) Esimerkiksi lausekkeen (a+a) * a tuottaminen:
Esimerkiksi merkkijonon ((())) tuottaminen:
E = T = TxF = FExF
S=(S)=((S))=(((s))) = (((g))) = . = - 4 e
(8)= () = () = (((£)) = (0)) D G
= (F+T)*xF = (a+T)*F = (a+F)xF
= (a+a)xF = (a+a)xa.

Harri Haanpaa 119 Harri Haanpaa 120



T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Syksy 2006 T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Syksy 2006

MaAaaritelma 3.1 Merkkijono y € V* tuottaa t. johtaa suoraan merkkijonon y € V*
kieliopissa G, merkitaan

y=y
Yhteydeton kielioppi on nelikko
jos voidaan kirjoittaa y = aAB, Y = awB (a,B,we V*, A€ N), ja

G=(V,%,P,S), kieliopissa G on produktio A — .
Jos kielioppi G on yhteydesta selva, voidaan merkita y =Y.

missa
Merkkijono y € V* tuottaa t. johtaa merkkijonon y € V* kieliopissa G,
» V on kieliopin aakkosto; merkitaan
> > CV on kieliopin paatemerkkien joukko; sen komplementti V:G>*V'

N =V — X on kieliopin valikemerkkien t. -symbolien joukko; ] ) o )
o o ] jos on olemassa jono V:n merkkijonoja Yo, Y1, - - -, Yn (n > 0), siten etta
» P C N x V* on kieliopin séaanttjen t. produktioiden joukko;

> S € N on kieliopin lahtosymboli. Y=Yo :G>V1 ? ?Vn =Y.

Produktiota (A, w) € P merkitaén tavallisesti A — .
Erikoistapauksena n = 0 saadaan y?*y milla tahansay € V*.

Jalleen, jos G on yhteydesta selva, voidaan merkita y =* Y.
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Esimerkiksi tasapainoisten sulkujonojen muodostaman kielen
Lmatch = {(¥)¥ | k > 0} tuottaa kielioppi

Grmareh = ({S,(;)},{(,)},{S — &S = (S)},S).

Merkkijono y € V* on kieliopin G lausejohdos, jos on S :G>*y.

Pelkastaan paatemerkeista koostuva G:n lausejohdos x € £* on G:n
lause. Yksinkertaisten aritmeettisten lausekkeiden muodostaman kielen Leyyr
Kieliopin G tuottama t. kuvaama kieli koostuu G:n lauseista: tuottaa kielioppi
Gexpr = (V,Z,P,E),
L(G)={xeX"| S:G>*x}.

missé
Formaali kieli L C X* on yhteydetén, jos se voidaan tuottaa jollakin v = {E,T,F,a,+,%(,)},
yhteydettomalla kieliopilla. Y = {a+,%()},
P = {E-T,E—-E+T, T—F, T—TxF,

F—a F—(E)}
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Vakiintuneita merkintatapoja

Toinen kielioppi kielen Leyp, tuottamiseen on

Glpr = (V. X.P.E),
Valikesymboleita: A,B,C,...,S,T.
Paatemerkkeja: kirjaimet a,b,c,...,s,t;

vV = {E,a,+,%(,)}, numerot 0,1,...,9;
erikoismerkit; lihavoidut tai alleviivatut varatut sanat (if, for, end, ...).

missa

= {a+.%()}
e Mielivaltaisia merkkeja (kun valikkeité ja paatteita ei erotella): X, Y ,Z.
P = {E-E+E,E—>E+E, E—a E— (E).
Paatemerkkijonoja: u,v,w,x,y,z.
Huom: Vaikka kielioppi G, ,,, naytta yksinkertaisemmalta kuin Sekamerkkijonoja: o, B, Y, .. . ,

kielioppi Geypr, s€n ongelmana on ns. rakenteellinen moniselitteisyys,
mik& on monesti ei-toivottu ominaisuus.
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Produktiot, joilla on yhteinen vasen puoli A, voidaan kirjoittaa yhteen: ey ..
joukon : y P joltaa y Eraita konstruktioita

A—w, A=Wy, ...A— Wy

sijaan kirjoitetaan

Olkoon L(T) valikkeesta T johdettavissa olevien paatejonojen joukko.

A || o Olkoon annettu produktiokokoelma P, jossa ei esiinny valiketta A, ja
Kielioppi esitetaan usein pelkkéna saantéjoukkona: jolla B:sta voidaan johtaa L(B) ja vastaavasti C:sta L(C).
Lisaamalla P:hen jokin seuraavista produktioista saadaan uusia kielia:
AL = o | | g produktio | kel
e A—B|C yhdiste L(A) = L(B) UL(C)
: A —BC katenaatio L(A) = L(B)L(C), ja
An = Omi | oo | Ok A — AB | € (vasen rekursio) tai | Kleenen sulkeuma L(A) = L(B)*
A — BA | € (oikea rekursio)

Talloin paatelldén vélikesymbolit edellisten merkintdsopimusten
mukaan tai siitd, etté ne esiintyvat sdantdjen vasempina puolina; muut
esiintyvat merkit ovat paatemerkkeja. Lahtosymboli on tallgin
ensimmaisen saannén vasempana puolena esiintyva valike; tassa siis
A]_.
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3.2 Saanndlliset kielet ja yhteydettomat kieliopit

valikkeiden keskeisupotus on yhteydettomille kieliopeille ominainen Yhteydettomilla kieliopeilla voidaan siis kuvata joitakin ei-saannéllisia
konstruktio, joka tekee usein (muttei aina) kielesta epasaanndllisen: kielia (esimerkiksi kielet Lmatch ja Lexpr). Osoitetaan, etta myos kaikki
lisaamalla produktio saanndlliset kielet voidaan kuvata yhteydettomilla kieliopeilla.

Yhteydettomat kielet ovat siten sdannollisten kielten aito yliluokka.
A — BAC | € saadaan

Yhteydeton kielioppi on oikealle lineaarinen, jos sen kaikki produktiot
® ) ) ovat muotoa A — aB tai A — €, ja vasemmalle lineaarinen, jos sen
L(A) = JL(B)L(C)" kaikki produktiot ovat muotoa A — Ba tai A — €.

- Osoittautuu, ettd seké vasemmalle etté oikealle lineaarisilla kieliopeilla
voidaan tuottaa tdsmalleen sdanndlliset kielet, minka takia naita
kielioppeja nimitetdédn myods yhteisesti séanndllisiksi. Todistetaan tassa
vaite vain oikealle lineaarisille kieliopeille.
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Lause 3.1 Esimerkki.

Jokainen saannollinen kieli voidaan tuottaa oikealle lineaarisella
kieliopilla. Automaatti:
Todistus. Olkoon L aakkoston ¥ saanndéllinen kieli, ja olkoon

M = (Q,X,d,qo,F) sen tunnistava (deterministinen tai a,b b

epadeterministinen) aarellinen automaatti. Muodostetaan kielioppi Gy, @
b

jollaon L(Gy) =L(M) =L. w @
Kieliopin Gy, paateaakkosto on sama kuin M:n syoteaakkosto ¥, ja

sen vélikeaakkostoon otetaan yksi vélike Ag kutakin M:n tilaa g
kohden. Kieliopin lahtésymboli on A4, ja sen produktiot vastaavat M:n Vastaava kielioppi:
siirtymia:

(i) kutakin M:n lopputilaa q € F kohden kielioppiin otetaan produktio A = 1| bAL | bA;
A, — & A, — € ‘ bA,.
q 1

(ii) kutakin M:n siirtymaa q = g’ (so. g’ € 8(q,a)) kohden kielioppiin
otetaan produktio Aq — aAy.
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Konstruktion oikeellisuuden tarkastamiseksi merkitaén vélikkeesta A Lause 3.2

tuotettavien paatejonojen joukkoa . . . . S -
P jonojen J Jokainen oikealle lineaarisella kieliopilla tuotettava kieli on

L(Aq) = {x € T* | A;="x}. saanndllinen.
G Todistus. Olkoon G = (V, X, P, S) oikealle lineaarinen kielioppi.
Induktiolla merkkijonon x pituuden suhteen voidaan osoittaa, etta Muodostetaan kielen L(G) tunnistava epadeterministinen aarellinen
kaikilla g on automaatti Mg = (Q, X, d,qs, F ) seuraavasti:

Mg:n tilat vastaavat G:n valikkeita:
x € L(Aq) joss (g,x)+"(ar,€) jollakin g; € F.
M

Q={ga|AeV -X}.
Erityisesti on siis

Mg:n alkutila on lahtésymbolia S vastaava tila gs.

L(Gu) =L(Ag) = {x€X[(q0:x) C*(qf’s) Mg :n syoteaakkosto on G:n paateaakkosto .
jollakin gr € F } Mg:n siirtymafunktio d jaljittelee G:n produktioita siten, etta kutakin
= L(M)=L. O produktiota A — aB kohden automaatissa on siirtyma ga N gs (so.
ds € 9(da,a)).
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3.3 KIELIOPPIEN JASENNYSONGELMA

Mg:n lopputiloja ovat ne tilat, joita vastaaviin valikkeisiin liittyy G:ssa

€-produktio: Ratkaistava tehtava:

F={dn€Q|A—ecP} “Annettu yhteydeton kielioppi G ja merkkijono x. Onko x € L(G)?”
Konstruktion oikeellisuus voidaan jalleen tarkastaa induktiolla G:n Ratkaisumenetelma = jasennysalgoritmi.
tuottamien ja Mg:n hyvéksymien merkkijonojen pituuden suhteen. [ Useita vaihtoehtoisia menetelmia, erityisesti kun G on jotain rajoitettua

(kaytannodssa esiintyvad) muotoa.
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Johdot ja jAsennyspuut
Olkoon y € V* kieliopin G = (V, X,P,S) lausejohdos.

Lahtdsymbolista S merkkijonoon Y johtavaa suorien johtojen jonoa Johto y ="y on vasen johto, merkitaan

S=Yo=Vi=-=Va=Y o,

jos kussakin johtoaskelessa on produktiota sovellettu merkkijonon
vasemmanpuoleisimpaan valikkeeseen (edella johto (i)).

sanotaan y:n johdoksi G:ssa.
Johdon pituus on siihen kuuluvien suorien johtojen méara (edella n).

Esimerkki: lauseen a + a johtoja kieliopissa Gexpr:

*

() E = E4+4T = T+T = F+T y="y
= a+T = a+F = a+a

i) E = E4T = E+F = T+F Suoria vasempia ja oikeita johtoaskelia merkitaan y=-y jay="Y.

Im m

= F+F = F+a = a+a

(i) E = E+T = E+F = E-+a
= T+a = F+a = a+a.
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Esimerkki.
Lauseen a + a jasennyspuu kieliopissa Geypr:

Olkoon G = (V, X, P,S) yhteydeton kielioppi.

Kieliopin G mukainen jasennyspuu on jarjestetty puu, jolla on E
seuraavat ominaisuudet: M

. . . o ; + T
(i) puun solmut on nimetty joukon V U {€e} alkioilla siten, etta

sisdsolmujen nimet ovat valikkeita (so. joukostaN =V — ¥) ja L
juurisolmun nimena on lahtésymboli S; ‘
(ii) jos A on puun jonkin sisdsolmun nimi, ja X1,..., Xy ovat sen a
jalkelaisten nimet jarjestyksessa, niin
A — Xj ... Xk on G:n produktio.

o —T—

Jasennyspuun T tuotos on merkkijono, joka saadaan liittamalla yhteen
sen lehtisolmujen nimet esijarjestyksessa (“vasemmalta oikealle”). Lauseen johto:

E = E4+T = T4+T = F+T
= a+T = a+F = a+a
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Johtoa
S=Yo= = =W =Y Olkoon T kieliopin G mukainen jasennyspuu, jonka tuotos on

vastaavan jasennyspuun muodostaminen: paatemerkkijono x.

() puun juuren nimeksi tulee S; jos n = 0, niin puussa ei ole muita Talloin T:sta saadaan vasen johto x:lle kdymalla puun solmut 1&pi
solmuja; muuten esijarjestyksessa (“ylhaalta alas, vasemmalta oikealle”) ja laventamalla
(ii) jos ensimmaisess4 johtoaskelessa on sovellettu produktiota vastaan tulevat valikkeet jarjestyksessa puun osoittamalla tavalla.

S — X1 X5 ... Xk, niin juurelle tulee k jalkelaissolmua, joiden nimet Oikea johto saadaan kadymalla puu lapi kdanteisessa esijarjestyksessa
vasemmalta oikealle ovat (“ylhaalta alas, oikealta vasemmalle”).

X1, X250 Xk Muodostamalla annetusta vasemmasta johdosta S =*x ensin

ceey s . Im

(iii) jos seuraavassa askelessa on sovellettu produktiota jasennyspuu edell4 esitetyll4 tavalla, ja sitten jasennyspuusta vasen

Xi = Y1Y2...Y), niin juuren i:nnelle jalkelaissolmulle tulee | jalkelaista, johto, saadaan takaisin alkuperéinen johto; vastaava tulos patee myos
joiden nimet vasemmalta oikealle ovat Y1,Y5,...,Y|; ja niin edelleen. oikeille johdoille.

Konstruktiosta huomataan, etté jos T on jotakin johtoa S =* y
vastaava jasennyspuu, niin T:n tuotos on Y.
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Lauseen a+ a vasemman johdon muodostaminen jasennyspuusta. Olkoon G = (V,X,P,S) yhteydetn kielioppi. Tallgin:

Jasennyspuu: Solmut esijarjestyksessa: (i) jokaisella G:n lausejohdoksella y on G:n mukainen jasennyspuu T,
jonka tuotos on y;,

R =5 E1ExToFa; + TiFoaz L N .
(ii) jokaista G:n mukaista jasennyspuuta T, jonka tuotos on
: \ paatemerkkijono x, vastaavat yksikasitteiset vasen ja oikea johto
Ez +  Ti S="x jaS="x.
; 3 Im m

.. .A
: Seuraus 3.4 Jokaisella G:n lauseella on vasen ja oikea johto.

Vasen johto:

STZ f F25 Siis: yhteydettdman kieliopin tuottamien lauseiden jasennyspuut,
g , : ESE+T=T+T=F+T vasemmat ja oikeat johdot vastaavat yksikasitteisesti toisiaan.
; =a+T=a+F=a+a . . . .
3 a” Im Im Im Jasennysongelman ratkaisuun katsotaan usein kuuluvan pelkan
paatosongelman “Onko x € L(G)?” ratkaisemisen liséksi jonkin naista
: N jAsennysesityksista tuottaminen.

aj
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Kieliopin moniselitteisyys
Lauseella voi olla kieliopissa useita jasennyksia.

Moniselitteisyys on tietojenkasittelysovelluksissa yleensa ei-toivottu
= . ominaisuus, koska se merkitsee etta annetulla lauseella on kaksi
kielioppia: vaihtoehtoista “tulkintaa.”

