T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Syksy 2006 T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Syksy 2006

Luento O: Aiheen esittely ja kurssin kaytannot

Luento 1: Matemaattisia peruskasitteité; merkkijonot ja kielet
Luento 2: Aéarelliset automaatit
Luento 3: AA:n minimointi; epadeterministiset AA:t
T1-79.1001/1002 Luento 4: Saanndlliset lausekkeet ja aarelliset automaatit
Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Luento 5: Yhteydettsmat kieliopit; saannélliset kieliopit
Luento 6: Jasennyspuut; LL(1)-kielioppien jdsennys
Luento 7: Saanndllisten kielten pumppauslemma; Chomskyn

Harri Haanpaa i T
normaalimuoto; CYK-algoritmi

Luento 8: Pinoautomaatit, yhteydettémien kielten pumppauslemma;
Turingin kone

Tietojenkasittelyteorian laboratorio, TKK

Syksy 2006 Luento 9: Turingin koneen laajennuksia; joukkojen numeroituvuus
Luento 10: Kieliluokat R ja RE; universaalinen Turingin kone
Luento 11: Pysahtymisongelma; ratkeamattomuus; Ricen lause
Luento 12: Rajoittamattomat ja yhteysherkat kieliopit; Chomskyn

hierarkia

T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Syksy 2006 T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Syksy 2006

T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y

Introduction to Theoretical Computer Science T/Y Course versions

What can one do with a computer? ) ) ) )
T-79.1001 Introduction to Theoretical Computer Science T is a

two-period course compulsory in the computer science
curriculum. It replaces the old course T-79.148, which is
compulsory in many specialisations of the pre-2005

This course divides roughly into three parts. We examine three models
of a computer, their power and limitations, i.e., the classes of
languages that they can decide.

It turns out that each class of automata corresponds to a class of telecommunications engineering curriculum. It is also
grammars. The classes of automata and grammars are: obligatory for students wishing to study theoretical
- , computer science as a minor subject.
1. Finite state automata & @Jregular expressions _ ] _ )
T-79.1002 Introduction to Theoretical Computer Science Y is a
2. Pushdown automata & €< context-free grammars .
one-period course that covers the most broadly useful
3. &@Turing machines & @Sunrestricted grammars tools in the area. It is a compulsory basic (P) course in
The first teaching period of the course (=Y version) covers finite state the 2005 data and communications engineering
program.

automata, regular expressions and context-free grammars. The
second period covers the rest.

Harri Haanpaa 3 Harri Haanpaa 4



T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Syksy 2006 T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Syksy 2006

Practical arrangements

) _ ) To pass the course
Registration: obligatory, by TOPI

Lectures: Thu 14—16 T1, in Finnish by Harri Haanpaa 1. Pass the computer exercises before taking the exam.

2. After passing the computer exercises take the exam (exams
typically in May, Aug, Oct, Dec, Mar). Maximum score in exam is
60 for T course, 40 for Y course.

Tutorials: once a week, register by TOPI
> Mon 12-14 (period | only)

» Mon 14-16 (period | only) . .

> Tue 12-14 3. There are 3 homework problems a week; you gain bonus points

> Tue 16-18 (in English) for exam according to table:

> Wed 12-14 #solved: 0-4 59 10-14 15-19 20-24 25-29 30-

€ ) T79.1001 -2 -1 +0 +1 +2 +3 +4

> Wed 14-16 T79.1002 -1 40  +1 +2 N/A
Computer exercises: obligatory, using WWW system “Regis” 4. By completing the computer assignments by 26 Oct 13:00, one
Course home page: can earn a bonus of 2 points for the exam.

http://www.tcs.hut.fi/Studies/T-79.1001/ 5. Minimum score for various grades may vary. However, with 30

Course newsgroup: opinnot.tik.tkt on news.tky.hut.fi points (T) or 20 points (Y) passing is guaranteed.

» Please ask (and answer!) your questions there!

Material

Honour code
Lecture notes (in Finnish) and solutions of demonstration exercises

> Solve your computer assignments yourself (in Finnish) are distributed through Edita.

» Solve tutorial problems yourself or in small groups

> ...but do not tolerate free riders.
» An honest try is better than a copied model solution.

Recommended textbook Michael Sipser, Introduction to the Theory of
Computation, PWS Publishing 1997. (Supplementary
for Finnish-speaking students; likely necessary for

» |f someone asks for your help, do not give away the problem L .
y P g y P non-Finnish-speaking students.)

> ...give a little hint to point him/her in the right direction.
Some additional material on the course WWW page.
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Tietojenkasittelyteorian osa-aloja

Laskettavuusteoria
Mita tietokoneella voi tehd& periaatteessa?
TIETOJENKASITTELYTEORIA » Turing, Godel, Church, Post (1930-luku); Kleene,
Markov (1950-luku).

Laskennan vaativuusteoria
Mita tietokoneella voi tehda kaytannossa?

» Matemaattinen oppi siitd, mité tietokoneella on mahdollista tehda
ja kuinka tehokkaasti.

» Tarjoaa matemaattisia kasitteita ja menetelmia

tietojenkasittelyjarjestelmien mallintamiseen ja analysointiin seka
selkeiden ja tehokkaiden ratkaisujen laatimiseen.

» Hartmanis, Stearns (1960-luku); Cook, Levin, Karp
(1970-luku); Papadimitriou, Sipser, Hastad,
Razborov ym. (1980-).
Automaatti- ja kielioppiteoria
Tietojenkasittelyjarjestelmien perustyyppien
ominaisuudet ja kuvausformalismit.
» Chomsky (1950-luku); Ginsburg, Greibach, Rabin,
Salomaa, Schitzenberger ym. (1960-luku)

T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Syksy 2006 T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Syksy 2006

Tietojenkasittelyteorian osa-aloja

Ohjelmien oikeellisuus 1. Matemaattisia peruskasitteita
Tietojenkasittelyjarjestelmien matemaattisesti eksakti 1.1 Joukot
maarittely ja oikean toiminnan verifiointi.
» Dijkstra, Hoare (1960-luku); Manna, Pnueli, Scott
ym. (1970-).
Muuta S ={2,3,5,7,11,13,17,19}
» algoritmien suunnittelu ja analyysi (Knuth,
Hopcroft, Tarjan ym.)
» kryptologia (Rivest, Shamir, Adleman ym.)
» rinnakkaisten ja hajautettujen jarjestelmien teoria

Joukko (engl. set) on kokoelma alkioita. Alkiot voidaan ilmoittaa joko
luettelemalla, esim.

tai jonkin sdannon avulla, esim.

S = {p | p on alkuluku, 2 < p < 20}.

(Lamport, Lynch, Milner, Valiant ym.) Jos alkio a kuuluu joukkoon A, merkitadn a € A, painvastaisessa
> koneoppimisteoria (Valiant ym.) tapauksessaa ¢ A. (Esim. 3 € S,8¢ S))
> jne.

Téarkea erikoistapaus on tyhja joukko (engl. empty set) @, johon ei
Talla kurssilla kasitellaan lahinna automaatteja ja kielioppeja seka kuulu yhtaan alkiota.

hieman laskettavuusteorian alkeita. Muita aiheita kasitellaan

Tietojenkasittelyteorian laboratorion muilla kursseilla.
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Jos joukon A kaikki alkiot kuuluvat my6s joukkoon B, sanotaan etta A
on B:n osajoukko (engl. subset) ja merkitadn A C B. [Kirjallisuudessa
esiintyy myos merkintd A C B.] Jos A ei ole B:n osajoukko merkitdan

A ¢ B. Siis esim. X ={0,{1},{2},{1,2}}.

Joukon alkioina voi olla my@s toisia joukkoja (talléin puhutaan usein
“joukkoperheesta”), esim.

{2,3tCs,  {1,2,3}¢s. Jonkin perusjoukon A kaikkien osajoukkojen muodostamaa
joukkoperhetta sanotaan A:n potenssijoukoksi (engl. powerset) ja
merkita&n P(A):lla; esim. edella on X = P({1,2}). [Koska n-alkioisen
Joukot A ja B ovat samat, jos niissa on samat alkiot, so. joson A C B perusjoukon A potenssijoukossa on 2" alkiota (HT), kéytetaan

jaB C A JosonAC B, mutta A # B, sanotaan etta A on B:n aito kirjallisuudessa potenssijoukolle myds merkintaa 2]

osajoukko (engl. proper subset) ja merkitaédn A C B. Edella olisi siis
voitu myds kirjoittaa {2,3} C Sja0® C Ajos A# 0.

Triviaalisti on voimassa 0 C A kaikilla A.

Huomaa, ettd A C B jos ja vain jos A € P(B).
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Joukkoja voidaan kombinoida joukko-operaatioilla, joista tarkeimmat
ovat:

Joukko-operaatioita koskevat tietyt laskulait, joista tarkeimmat ovat
yhdisteen ja leikkauksen liitdnnaisyys:

yhdiste (engl. union)

AUB={x[x €Ataix €B}, AU(BUC)=(AUB)UC, AN(BNC)=(ANB)NC

esim. {1,2,3} U{1,4} ={1,2,3,4}.
leikkaus (engl. intersection)

ja vaihdannaisuus:
AUB=BUA, ANB=BNA

ANB={x|x €Ajax € B},

seka naiden osittelulait:
esim. {1,2,3} N{1,4} = {1}.

erotus (engl. difference) AN(BUC) = (ANB)U(ANC),
A-B={x|x€Ajax ¢B}, AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

esim. {1,2,3} —{1,4} = {2,3}.
[Erotukselle kaytetaan myds merkintaa A \ B.]
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Jos joukkoperheen A4 jasenet on indeksoitu, esim.

Jos kaikki tarkasteltavat joukot ovat jonkin yhteisen “universaalijoukon”
U osajoukkoja, sanotaan erotusta U — A joukon A komplementiksi A ={A1,A2,As,...},

(U:n suhteen) ja merkitaan A:lla.

Yhdiste-, leikkaus- ja komplementointioperaatioita yhdistavat tarkeét niin yhdisteelle ja leikkaukselle voidaan kayttaa lyhennemerkintoja

ns. de Morganin kaavat: UAi — ALUA,UA;--- ja ﬂAi — A N A NA; -
o i>1 i>1
AUB =ANB,
- - = Indeksien ei tarvitse olla edes luonnollisia lukuja, vaan indeksijoukkona
ANB=AUB.

voi olla mik& tahansa joukko I. Tall6in kaytetaan merkintoja

Liséksi joukkojen erotus voidaan esittaa leikkauksen ja

komplementoinnin avulla seuraavasti: A={Aliel}
_ R ja
A—B =ANB.
Ua, NA.
i€l il
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1.2 Relaatiot ja funktiot
Olkoot A ja B joukkoja. Alkioiden a € A ja b € B jarjestettya paria Relaatio R joukolta A joukolle B on karteesisen tulon A x B osajoukko:
(engl. ordered pair) merkitaan (a,b). Huomaa, etta joukkoina on aina
{a,b} = {b,a}, mutta jos a # b, niin jarjestettyina pareina on RCAXB.
(a,b) # (b,a). ) o . L
] . ) ) Jos (a,b) € R, niin merkitaan myos aRb ja sanotaan etta alkio a on
‘JOHII(KOJe?.A ja B karteesinen tulo (engl. Cartesian product) relaatiossa (suhteessa) R alkioon b. Taté infix-merkintaé kaytetaan
maaritellaan . varsinkin silloin, kun relaation nimenéa on jokin erikoismerkki, esim. <,
AxB={(a,b)|acAjabeB}, <= ~
esim. Jos relaation R lahtdjoukko (engl. domain) A ja maalijoukko (engl.
range) B ovat samat, so. R C A X A, sanotaan etta R on relaatio
{1,2,3} x {1,4} joukossa A.

= {($,2),(2,4),(2,2),(2,4),(3,1),(3,4)}-
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Varsinkin jos joukot A ja B ovat aarellisia, relaatiota R C A x B voi olla
havainnollista tarkastella suunnattuna verkkona t. graafina, jonka

solmuina ovat joukkojen A ja B alkiot ja solmusta a € A on kaari
Relaation R C A x B k&anteisrelaatio (engl. inverse relation) on (“nuoli”) solmuun b € B, jos ja vain jos (a,b) € R.

relaatio R C B x A,

Olkoon esimerkiksi joukossa A = {a, b, c,d } méaaritelty relaatio
R ={(b,a) | (a,b) €R}. RCAXA,

R =1{(a,b),(a,c),(b,d),(c,d),(d,d)}.
Jos R C AxBjaS C B x C ovat relaatioita, niin niiden yhdistetty {(@b).(a.c).(b.d).(c,a).( )}

relaatio (engl. composite relation) Ro S C A x C maéaritellaan: . . Relaation R o R graafiesitys
Relaation R graafiesitys on
puolestaan on

RoS ={(a,c)|dbeBs.e. (ab)eR,(b,c) €S}

Harri Haanpaa 21 Harri Haanpaa 22
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Relaatio f C A x B on funktio, jos kukin a € A on relaatiossa f
tdsmalleen yhden b € B kanssa. Talldin kaytetaan yleisten Olkoon f : A — B funktio.
relaatiomerkint6jen sijaan tavallisesti merkintgja f : A — B jaf(a) =b.

» f on surjektio (engl. onto map), jos jokainen b € B on jonkina € A
Funktioita koskee kaikki mita edellé yleisesti on todettu relaatioista, kuva, so. jos f(A) =B.

mutta historiallisista syista funktioiden yhdistaminen merkitaan toisin
pain kuin yleisten relaatioiden: josf : A— Bjag: B — C ovat
funktioita, niin niiden yhdistetty funktio maaritellaan kaavalla
(gof)(a) =g(f(a)), so. relaatioina

» f on injektio (engl. one-to-one map), jos kaikki a € A kuvautuvat
eri alkioille, so. jos a # a’' = f(a) # f(a).

» f on bijektio, jos se on sek& injektio etta surjektio, so. jos jokainen
b € B on yhden ja vain yhden a € A kuva.

gof ={(a,c) | Ib eBs.e.f(a)=b,g(b) =c}.
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Osoittautuu, etta yleinen “samankaltaisuusrelaation” idea voidaan
kiteyttéda seuraaviin kolmeen ominaisuuteen.

1.3 Ekvivalenssirelaatiot Madaritelma 1.1 Relaatio R C A X A on
Ekvivalenssirelaatiot ovat matemaattisesti tasmallinen muotoilu sille

) ) . s L 1. refleksiivinen, jos aRa Va € A;
yleiselle idealle, etté oliot ovat keskendén samankaltaisia jonkin

kiinnostavan ominaisuuden X suhteen. Ominaisuuteen X perustuva
ekvivalenssirelaatio osittaa tarkasteltavien olioiden joukon 3. transitiivinen, jos aRb,bRc = aRc Va,b,c € A.
ekvivalenssiluokkiin, jotka vastaavat ominaisuuden X eri arvoja.

2. symmetrinen, jos aRb = bRa Va,b € A;

Maaritelma 1.2 Relaatio R C A X A, joka toteuttaa edelliset ehdot 1-3

(Kéénté_en mleI|vaIta|n.en oI|0|d_en .Joukon OS'FUS M maaraa _tletyn on ekvivalenssirelaatio. Alkion a € A ekvivalenssiluokka (relaation R
abstraktin samankaltaisuusominaisuuden, nim. sen etta oliot ovat suhteen) on

samankaltaisia jos ne sijoittuvat samaan osituksen I luokkaan.) R[a] = {x € A| aRx}

Ekvivalenssirelaatioita merkitaan usein R:n sijaan alkioiden
samankaltaisuutta korostavilla symboleilla ~, =, ~ tms.
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Lemma 1.3 Olkoon R C A X A ekvivalenssi. Talléin on kaikilla a,b € A
voimassa:

R[a] =R[b] joss aRb.
Esim. Olkoon Tod. Helppo; sivuutetaan. O
Lemma 1.4 Olkoon R C A x A ekvivalenssi. Talldin R:n
A = {kaikki 1900-luvulla syntyneet ihmiset} ekvivalenssiluokat muodostavat A:n osituksen erillisiin epatyhjiin

osajoukkoihin, so.:
ja aRb voimassa, jos henkiléilla a ja b on sama syntyméavuosi. Talléin

R on selvasti ekvivalenssi, jonka ekvivalenssiluokat koostuvat > R[a] # Okaikilla a € A;

kesken&dn samana vuonna syntyneista henkiloista. Luokkia on 100 » A=U.caR[a];
kappaletta, ja “abstraktisti” ne vastaavat 1900-luvun vuosia » jos R[a] # R[b], niin R[a] "R [b] = 0, kaikilla a,b € A.
1900....,1999.

Tod. Helppo; sivuutetaan. O

Kaantaen jokainen perusjoukon A ositus erillisiin epatyhjiin luokkiin A;,
i € |, maaraa vastaavan ekvivalenssirelaation:

a~b <& ajab kuuluvat samaan luokkaan A;.

Harri Haanpaa 27 Harri Haanpaa 28



T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Syksy 2006 T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Syksy 2006

Esimerkki.

1.5 Induktiopaattel
P y Vaite. Kaikilla n € N on voimassa kaava

Olkoon P (k) jokin luonnollisten lukujen ominaisuus. Jos on voimassa:
P(n): (1+2+---+n)?=21342%+...4n

1. P(0)ja
2. kaikilla k > 0: Todistus.
P(k)=P(k+1),
) o 1. Perustapaus: P(0): 0%=0.
niin P(n) on tosi kaikillan € N. O
(jatkuu)
Harri Haanpaa 29 Harri Haanpaa 30

2. Induktioaskel: Oletetaan, ettd annetulla k > 0 kaava

1.6 Aakkostot, merkkijonot ja kielet

P(k): (1+2+--+k)P2Z=2134+2%+...4k3 Automaattiteoria ~ diskreetin signaalinkasittelyn perusmallit ja
-menetelméat

on voimassa. Tallbin on myds: . . . .
y (~ diskreettien 1/0-kuvausten yleinen teoria)

(1+2+-+k+(k+1))
= (14 +k)P+2(24--k)(k+1)+ (k +1)?

(k)™ (k(—ik_—i—l))( 1)+ (k+1) Input Output

= 13+...+k3+2.T,(k_|_1)+(k+1)2 1011 ——— Automaton

«g”

= P4 k3 Hk(k+1)2+ (k+1)?
= %44 Kk3 4+ (k+1)%
Automaatin kasite on matemaattinen abstraktio. Yleisella tasolla

On siis todettu, ettd kaavan P (k) fotuudesta seuraa kaavan P(k+ _1) suunniteltu automaatti voidaan toteuttaa eri tavoin: esim. sahkopiirina,
totuus, so. etté P (k) = P(k + 1), kaikilla k > 0. Luonnollisten lukujen mekaanisena laitteena tai (tavallisimmin) tietokoneohjelmana.
induktioperiaatteen 1.9 nojalla voidaan nyt paatella, etta kaava P(n)

on voimassa kaikilla n € N. O

Harri Haanpaa 31 Harri Haanpaa 32



T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Syksy 2006 T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Syksy 2006

Peruskasitteita ja merkintdja

Aakkosto (engl. alphabet, vocabulary): aarellinen, epatyhja joukko

Talla kurssilla keskitytdan paaosin automaatteihin, joiden: alkeismerkkeja t. symboleita. Esim.:
1. syotteet ovat aarellisia, diskreetteja merkkijonoja » binaariaakkosto {0,1};
2. tulokset ovat muotoa “hyvaksy”/"hylkaa” (~ “sydte OK’/’syote ei > latinalainen aakkosto {AB,...,Z}.
kelpaa”)

Merkkijono (engl. string): aarellinen jarjestetty jono jonkin aakkoston

Yleistyksia: merkkeja. Esim.:

» “01001", “0000": binaariaakkoston merkkijonoja;

> “TKTP”, “XYZZY": latinalaisen aakkoston
merkkijonoja.

» tyhja merkkijono (engl. empty string). Tyhjassa

> aarettdmat syottejonot (— “reaktiiviset” jarjestelmat,
Biichi-automaatit)

» funktioautomaatit (— Moore- ja Mealy-tilakoneet, Turingin

funktiokoneet) merkkijonossa ei ole yhtaan merkki&; sita voidaan
merkita €:114.
Merkkijonon x pituus |x| on sen merkkien maara. Esim.:
|01001| =5, [TKTP| =4, |¢g| = 0.
Harri Haanpaa 33 Harri Haanpaa 34
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Merkkijonojen valinen perusoperaatio on katenaatio eli jonojen

perakkain kirjoittaminen. Katenaation operaatiomerkkind kaytetaan
joskus selkeyden lisaamiseksi symbolia ™. Esim. Aakkoston X kaikkien merkkijonojen joukkoa merkitaan X *:lla.

N Esimerkiksi jos ¥ = {0,1}, niin ¥* = {¢,0,1,00,01, 10,...}.
» KALA KUKKO = KALAKUKKO;

» josx =00jay =11, niin xy = 0011 ja yx = 1100; Mielivaltaista merkkijonojoukkoa A C ¥* sanotaan aakkoston -
> kaikilla x on x& = &x = X; (formaaliksi) kieleksi (engl. formal language).
» kaikilla x,y, z on (xy)z = x(yz);

> kaikilla x, y on |xy| = |x| +|y|.
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Automaatit ja formaalit kielet
Olkoon M automaatti, jonka syotteet ovat jonkin aakkoston ¥
merkkijonoja, ja tulos on yksinkertaisesti muotoa “syéte
hyvaksytaan®/“syote hylataan”. (Merk. lyhyesti 1,/0.)
Merkita&dn M:n syétteella x antamaa tulosta M(x):lla ja M:n
hyvaksymien syttteiden joukkoa Ay :ll&, so.

Ay ={x € " |M(x) =1}.
Sanotaan, etta automaatti M tunnistaa (engl. recognises) kielen
Ay CX*.
Automaattiteorian (yksi) idea: automaatin M rakenne heijastuu kielen
Ay ominaisuuksissa.

Kaantaen: olkoon annettuna jokin toivottu I/O-kuvaus f : ¥* — {0,1}.
Tarkastelemalla kielta

Ar={xeX*|f(x)=1}

saadaan vihjeita siitd, millainen automaatti tarvitaan kuvauksen f
toteuttamiseen.
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Vakiintuneita merkintdja

Em. matemaattisille kasitteille kaytetyt merkinnat ovat periaatteessa
vapaasti valittavissa, mutta esityksen ymmarrettavyyden
parantamiseksi on tapana pitaytya tietyissa kaytannoissa. Seuraavat
merkintatavat ovat vakiintuneet:

Aakkostot: X, T, ... (isoja kreikkalaisia kirjaimia). Esim.
binaariaakkosto ¥ = {0,1}.
Aakkoston koko (tai yleisemmin joukon mahtavuus): |X|.

Alkeismerkit: a, b, c, ... (pienid alkupaén latinalaisia kirjaimia). Esim.:
Olkoon X = {ay,...,an } aakkosto; talloin |X| = n.

Merkkijonot: u, v, w, X, Y, ... (pienia loppupaan latinalaisia kirjaimia).

Syksy 2006
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Merkkijonojen katenaatio: X"y tai vain xy.
Merkkijonon pituus: |x|. Esimerkkeja:
> |abc| =3;
» olkoonx =a;...am,y =bi...by;
talloin |xy| = m+n.
Tyhja merkkijono: €.
Merkkijono, jossa on n kappaletta merkkia a: a". Esimerkkeja:
» a" =aa...q;
N——
. nkpl
> |alblck| =i+j+k.
Merkkijonon x toisto k kertaa: xX. Esimerkkeja:
» (ab)? = abab;
> |xK| =k|x|.
Aakkoston X kaikkien merkkijonojen joukko: ¥ *. Esim.:
» {a,b}* ={g,a,b,aa,ab,ba,bb,aaa,aab,...}.

Harri Haanpaa
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Merkkijonoinduktio

Automaattiteoriassa tehdéén usein konstruktioita “induktiolla
merkkijonon pituuden suhteen.” Tama tarkoittaa, ettd maaritellaan
ensin toiminto tyhjan merkkijonon € (tai joskus yksittaisen
aakkosmerkin) tapauksessa. Sitten oletetaan, etta toiminto on
maaritelty kaikilla annetun pituisilla merkkijonoilla u ja esitetdén, miten
se talloin maaritellaan yhta merkkia pitemmilla merkkijonoilla w = ua.

Esimerkki. Olkoon X mielivaltainen aakkosto. Merkkijonon w € >*

kaanteisjono (engl. reversal) wR maaritellaan induktiivisesti saannéilla:

1. R =¢;

2. josw=ua,uc X, acy, ninwR=auR,

Harri Haanpaa
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Vaite. Olkoon ¥ aakkosto. Kaikilla x,y € ¥* on voimassa
()R = Y5
Induktiivista (“rekursiivista”) maaritelmaa voidaan tietenkin kayttaa Todistus. Induktio merkkijonon y pituuden suhteen.

laskujen perustana; esim.:
jenp 1. Perustapaus y = €: (xg)R = xR = gRxR.

(011)R = 17(01)R = 17(170R) 2. Induktioaskel: Olkoon'y muotoay =ua,u € £*,a € X.
= 117(07eR) = 1107€R Oletetaan, ettd vaite on voimassa merkkijonoilla x, u. Tallgin on:
= 110¢ = 110.
(xy)R = (xua)rf
= a (xu)R [R:n maaritelma]

Tarkeampaa on kuitenkin konstruktioiden ominaisuuksien

! . e v . ) . ) _ ~1RyR . -
todistaminen maéaritelmaa noudattelevalla induktiolla. Esimerkki: = a(u®x [induktio-oletus]
= (a"uR)xR [":n liitannaisyys]
= (ua)RxR [R:n madaritelma]
= yRxR. O
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AARELLISET AUTOMAATIT JA SAANNOLLISET KIELET Esimerkki 1: Kahviautomaatti.
20c 20c
@e 10c¢ @ 10c 0.2 10¢ e"
i iot ia ti 10¢c
2.1 Tilakaaviot ja tilataulut 50C 33 &

Tarkastellaan aluksi tietojenkasittelyjarjestelmia, joilla on vain
aarellisen monta mahdollista tilaa. Téallaisen jarjestelmén toiminta 4 %8C
voidaan kuvata aarellisen& automaattina t. &arellisena tilakoneena ¢
(engl. finite automaton, finite state machine).
Aérellisilla automaateilla on useita vaihtoehtoisia esitystapoja: Em. tilakaavion esittama automaatti ratkaisee paatésongelman
tilakaaviot, tilataulut, . . . “riittdvatko annetut rahat kahvin ostamiseen?”
Adrellisia automaatteja voidaan yleensakin kayttaa yksinkertaisten
paatdsongelmien ratkaisujen mallintamiseen. Automaattimallista on
muitakin kuin bin&arivasteisten jarjestelmien kuvaamiseen tarkoitettuja
versioita (ns. Moore- ja Mealy-automaatit), mutta niita ei kasitella talla
kurssilla.
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Tilakaavioiden merkinnét:
Esimerkki 2: C-kielen etumerkittdmat reaaliluvut.

@ Automaatin tila nimelta

‘ Alkutila

Lopputila: automaatti “hyvaksyy” syotejonon,
joss se jonon loppuessa on téllaisessa tilassa

a Syodtemerkira aikaansaama siirtyma
tilastaq, tilaang,

Kaytetyt lyhenteet: digit = {0,1,...,9}, exp = {E,e}.
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Aérellisen automaatin esitys tilatauluna: automaatin uusi tila vanhan
tilan ja sydtemerkin funktiona.

Esim. reaalilukuautomaatin tilataulu:
K: Mita tilataulun tyhjat paikat tarkoittavat?

digit | . |exp |+ | — V: Tilataulun tyhjat paikat, tai vastaavasti tilakaavion “puuttuvat” kaaret,
kuvaavat automaatin virhetilanteita. Jos automaatti ohjautuu tallaiseen
= Q| W & paikkaan, sy6tejono ei kuulu automaatin hyvaksymaan joukkoon.
- 3; g; a2 gj Muodollisesti automaatissa ajatellaan olevan erityinen virhetila, jota ei
vain selkeyden vuoksi merkita nakyviin.
<~ Q3| Q3 Q4
Qs | Je Qs | Os
Qs | Qe
< Qs | Qs
Q7 | O3
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Esim. reaalilukuautomaatin taydellinen kaavioesitys olisi:

ja reaalilukuautomaatin taydellinen tauluesitys olisi:

digit . exp + _
— (o a1 qz error | error | error
a1 di1 az (o error | error
— Os Oe | error | error | error | error
error | error | error | error | error | error

digit,
exp ., +, -
Harri Haanpaa 49 Harri Haanpaa 50
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#include <stdio.h>
#include <ctype.h>
main() {
int q, c;
q=20;
2.2 Aarellisiin automaatteihin perustuva ohjelmointi while ( (i =( ?GEChar() ) = 7"\n")
) ) ) ) ) switc q
Annetun &arellisen automaatin pohjalta on helppo laatia automaatin case 0:
t0|m|r?taa vastaava .ohjelma. Esim. reaalilukuautomaattiin perustuva if (isdigit(c)) q = 1;
sy6tejonon syntaksitestaus: else if (c == "'.") q=1;
else g = 99;
break;
case 1:
if (isdigit(c)) g = 1;
else if (c==".") q = 2;
else if (c == "E' || c =="e") q = 4;
else g = 99;
break;
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Semanttisten toimintojen liittAminen aarellisiin automaatteihin

L Esimerkki. Kahdeksanjarjestelméan lukuja tunnistava automaatti ja
case 99: siihen perustuva sy6teluvun arvonmaaritys (“muuttaminen
break; kymmenijarjestelmaan”).

}
N

if (@==2 1] q== q==6) SNt N d @
printf ("SYOTE ON REAALILUKU.\n"); @ @ d
else \\\\\\\\\‘—¥—##///////7

printf ("SYOTE EI OLE REAALILUKU.\n");

Lyhennysmerkinta d = {0,1,...,7}.
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T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Syksy 2006 T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Syksy 2006

Pelkén syntaksitestin toteutus: case 1:
if (0" <=c && c<="7") q = 2;
#include <stdio.h> else q = 99;
#include <ctype.h> break;
case 2:
main () if (0" <=c && c<="7") q = 2;
{ else g = 99;
int g, c; break;
q = 0; case 99:
while ((c = getchar()) !'= "\n’") { break;
switch (q) { }
case 0: }
if (c="'"4" || c="-") qg=1; if (q == 2)
else if (0’ <=c &k c <="'7") q = 2; printf ("SYOTE OK.\n");
else q = 99; else
break; printf ("VIRHEELLINEN LUKU.\n");
}
55 Harri Haanpaa 56
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while ((c = getchar()) != '"\n’) {
Taydennys sy6teluvun arvon laskevilla operaatioilla (“luvun switch (qg) {
muuttaminen kymmenjarjestelmaan”): case 0:
if (c=="4+") g =1;
#include <stdio.h> else if (c == "-") {
sgn = -1; /* SEM */
int main(void) { q=1
int g, c; }
int sgn, val; /* SEM: sgn = etumerkki */ else if (Y0’ <=c && c <= "7") |
sgn = 1; val = 0; /* SEM: val = itseisarvo */ val = c - '0"; /* SEM */
q=0; q=2;
}
else g = 99;
break;
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case 1:
if (0" <=c¢c && c <="7") {
val = ¢ - '0'; /* SEM */
q=2;
} }
else q = 99; if (q == 2)
break; { printf ("LUVUN ARVO ON %d.\n", sgn*val);/*SEM*/
case 2: exit (0); }
if (107 <= c &k c <= '7") { else )
val = 8 * val + (c - "07); /% SEM */ { printf ("VIRHEELLINEN SYOTE.\n"); /* SEM */
q = 2; exit(1); 1}
} }
else g = 99;
break;
case 99:
break;
}
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2.3 Aarellisen automaatin kasitteen formalisointi Automaatin “toiminta”:
Mekanistinen malli:
syotenauha: ‘ [ ‘ n ‘ p ‘ u ‘ t ‘ Automaatti kaynnistetaan erityisessa alkutilassa qp, siten etta
tarkasteltava sy6te on kirjoitettuna syétenauhalle ja nauhapaa osoittaa
nauhapaa: sen ensimmaista merkkia.

Yhdessa toiminta-askelessa automaatti lukee nauhapéan kohdalla
olevan sydtemerkin, paattaa ohjausyksikon tilan ja luetun merkin

a1 =02 perusteella siirtymafunktion mukaisesti ohjausyksikon uudesta tilasta,
ja siirtdd nauhapaata yhden merkin eteenpain.

ohjausyksikko:
Jausyksi %

Automaatti pysahtyy, kun viimeinen sydtemerkki on kasitelty. Jos
% ohjausyksikdn tila talldin kuuluu erityiseen (hyvéaksyvien) lopputilojen
joukkoon, automaatti hyvaksyy syotteen, muuten hylkaa sen.

Aarellinen automaatti M koostuu &arellistilaisesta ohjausyksikdsta,

. o i - N , N Automaatin tunnistama kieli on sen hyvaksymien merkkijonojen
jonka toimintaa saatelee automaatin siirtymafunktio 9, seka

o . o joukko.
merkkipaikkoihin jaetusta sydtenauhasta ja nama yhdistavasta
nauhapéaasta, joka kullakin hetkella osoittaa yhta syétenauhan
merkkia.
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Esimerkki.

Tasmallinen muotoilu:

Asrellinen automaatti on viisikko Reaalilukuautomaatin formaali esitys:

M =(Q,%,d,dqo,F), M = ({do,...,q7,error},{0,1,...,9,.,E,e,+,-},
67 qO’{anq37q6})a
misséa
o . missa O on kuten aiemmin taulukossa; esim.
» Q on automaatin tilojen aarellinen joukko;
> 2 on automaatin syoteaakkosto; 8(do,0) = 8(qo, 1) = --- = 8(qo, 9) = a1,
> &:Q x X — Q on automaatin siirtyméafunktio; 0(do,.) =q7, 06(qo,E) = d(do,e) = error,
> (o € Q on automaatin alkutila; 3(q1,.) = a2, 9(q1,E) =9d(q1,e) = qa,
» F C Q on automaatin (hyvaksyvien) lopputilojen joukko.

jne.
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Tilanne (g, w) johtaa suoraan tilanteeseen (q’,w’), merkitaan

(a.w)r (a’,w'),
Automaatin tilanne on pari (q,w) € Q x ¥*; erityisesti automaatin josonw =aw’ (a € X)jaq = 8(q,a). Talldin sanotaan myds, etta
alkutilanne syétteella x on pari (go, X ). tilanne (g’,w’) on tilanteen (q,w) valitén seuraaja.
Intuitio: g on automaatin tila ja w on sydtemerkkijonon jaljella oleva, Intuitio: automaatti ollessaan tilassa q ja lukiessaan nauhalla olevan
s0. nauhapaasta oikealle sijaitseva osa. merkkijonon w = aw’ ensimmaisen merkin a siirtyy tilaan g’ ja siirtaa
nauhapéaétd yhden askelen eteenpadin, jolloin nauhalle jaa merkkijono

w'.

Jos automaatti M on yhteydesta selva, relaatiota voidaan merkita
yksinkertaisesti

(q,w) F(q',w).
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Tilanne (g, w) johtaa tilanteeseen (q’,w’) t. tilanne (g’,w’) on
tilanteen (q,w) seuraaja, merkitaan

Automaatti M hyvaksyy merkkijonon x € >*, jos on voimassa

w * / W,
(a. )'J (o). (go,x)F*(ar,€)  jollakin gs € F;
M
jos on olemassa valitilannejono (do,Wo), (d1,W1), ..., (Gn,Wn), n >0,

. . muuten M hylk&a x:n.
siten etta

Toisin sanoen: automaatti hyvaksyy x:n, jos sen alkutilanne syétteella
- 0 X johtaa, syt6tteen loppuessa, johonkin hyvaksyvaan
(g, w) = (do, wo) '; (ql’wl): l;(qn,wn) =(@.w) lopputilanteeseen.

Erikoistapauksena n = 0 saadaan (q,w) I—*(q,W) mill4 tahansa Automaatin M tunnistama kieli maaritellaan:
M

tilanteella (q,w). L(M) = {x € £* | (qo,x) *(ar,€) jollakin q; € F}.
Jalleen, jos automaatti M on yhteydesta selva, merkitaan .
yksinkertaisesti

(a,w) F (a',w').
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Esimerkki: merkkijonon “0.25E2” kasittely reaalilukuautomaatilla:

(d0,0.2582) + (q1,.25E2) + (qa,25E2)
F (Q3,5E2) = (C]3,E2)
}_ (q4)2) l_ (q678)'

Koska ge € F = {02,03,0s}, On siis 0.25E2 € L(M).

Olkoon
aarellinen automaatti.
Laajennetaan M:n siirtymafunktio yksittaisista syétemerkeista
merkkijonoihin: jos g € Q, x € X*, merkitdan

d*(q,x) = seq’ €Q, jolla (q,x)-*(d',€).

M:n tilat g ja q’ ovat ekvivalentit, merkitaan

jos kaikilla x € X* on
d*(gq,x) €F josjavainjos &*(q’,x) €F;

toisin sanoen, jos automaatti g:sta ja q’:sta lahtien hyvaksyy

tasmalleen samat merkkijonot.

Harri Haanpaa
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2.4 Aarellisten automaattien minimointi

Voidaan osoittaa, etta jokaisella darellisella automaatilla on
yksikasitteinen ekvivalentti (so. saman kielen tunnistava)
tilamaaraltaan minimaalinen automaatti.
Annetun aarellisen automaatin kanssa minimointi (ekvivalentin
minimiautomaatin maarittdminen) on seka kaytannossa etta
teoreettiselta kannalta tarkea tehtava: siten voidaan esimerkiksi
selvittad, tunnistavatko kaksi annettua automaattia saman kielen.
Tehtava voidaan ratkaista seuraavassa esitettéavalla tehokkaalla
menetelmalla. Menetelman perusideana on pyrkia samaistamaan
kesken&én sellaiset sydtteend annetun automaatin tilat, joista léhtien

automaatti toimii tasmalleen samoin kaikilla merkkijonoilla.

Syksy 2006
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Lievempi ekvivalenssiehto: tilat g ja g’ ovat k-ekvivalentit, merkitaan

Harri Haanpaa
M= (Q,Z,67QO7F) K
a=q,
jos kaikilla x € X*, |x| <k, on
d*(q,x) €F josjavainjos &*(q’,x) €F;

toisin sanoen, jos mikédan enintéaan k:n pituinen merkkijono ei pysty

erottamaan tiloja toisistaan.
seké g etta g’ ovat lopputiloja

limeisesti on:
tai kumpikaan ei ole; ja

) a=q joss

(i) q=q joss q=q kaikilak=0,1,2,...

1)

Esitettdva minimointialgoritmi perustuu syétteend annetun automaatin

tilojen k-ekvivalenssiluokkien hienontamiseen

(k 4 1)-ekvivalenssiluokiksi kunnes saavutetaan taysi ekvivalenssi.
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Algoritmi MIN-FA

3. [k-ekvivalenssi — (k + 1)-ekvivalenssi.] Tarkasta, siirrytaanko
samaan ekvivalenssiluokkaan kuuluvista tiloista samoilla merkeilla
aina samanluokkaisiin tiloihin. Jos kylla, algoritmi paattyy ja
minimiautomaatin M tilat vastaavat M:n tilojen luokkia.

[Aarellisen automaatin minimointi]
Syéte: Aarellinen automaatti M = (Q, X, 8,qo, F).
Tulos: M:n kanssa ekvivalentti aarellinen automaatti I\A/I, jossa on

minimimaara tiloja. . . . o
Muussa tapauksessa hienonna ositusta jakamalla kunkin askeista

Menetelma: ehtoa rikkovan ekvivalenssiluokan tilat uusiin, pienempiin
1. [Turhien tilojen poisto.] Poista M:sté kaikki tilat, joita ei voida ekvivalenssiluokkiin sen mukaan, mihin luokkaan kustakin tilasta
saavuttaa tilasta go millaan syotemerkkijonolla. siirrytaén millakin aakkosella, ja toista kohta 3 uudella osituksella.

2. [0-ekvivalenssi.] Osita M:n jéljelle jaaneet tilat kahteen luokkaan:
ei-lopputiloihin ja lopputiloihin.
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Esimerkki. Tarkastellaan seuraavan automaatin minimointia:
On helppo osoittaa, etta askelen 3 (k 4 1):nnen suorituskerran Vaiheessa 1 automaatista poistetaan tila 6, johon ei paasta millaan
(k =0,1,...) alussa kaksi tilaa kuuluu samaan muodostetun osituksen merkkijonolla.
luokkaan, jos ja vain jos ne ovat k-ekvivalentteja.

Vaiheessa 2 ositetaan automaatin tilat 1-5 ei-lopputiloihin (luokka I) ja

Tasta seuraa, etta algoritmin suorituksen paattyessa, kun ositus ei lopputiloihin (luokka 1), ja tarkastetaan siirtymien kayttaytyminen
endda hienone, muodostuneet tilaluokat ovat tdsmalleen M:n tilojen osituksen suhteen:

=-ekvivalenssiluokat (vrt. ominaisuus (1.ii)).

Algoritmin suoritus paattyy valttamatta aina, silla kullakin askelen 3
suorituskerralla, viimeista lukuunottamatta, vahintaan yksi tilaluokka
ositetaan pienemmaksi.

24| 2,

)

3| 2,13,

Lause 2.1 Algoritmi MIN-FA muodostaa annetun aarellisen
automaatin M kanssa ekvivalentin aarellisen automaatin I\A/I, jossa on
minimimaara tiloja. Tamé& automaatti on tilojen nimeamista paitsi
yksikésitteinen. O

l: «— 43,1 |5,
11| 4,

1
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Luokassa | on nyt kahdentyyppisia tiloja ({1,3} ja {2}), joten ositusta
taytyy hienontaa ja tarkastaa siirtymat uuden osituksen suhteen:
a b Saadun minimiautomaatin tilakaavio on seuraava:
b b
. — 1|21 | 31 m mb
e e i)
e 24 20 \Q/
: — 4| 3,1 |51 a
— 5| 1,1 |41

Nyt kunkin luokan sisaltamat tilat ovat keskenaan samanlaisia, joten
minimointialgoritmi paattyy.

Harri Haanpaa 7 Harri Haanpaa

Syksy 2006

T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y

Esimerkki. Epadeterministinen automaatti, joka tutkii siséltéako
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2.5 Epadeterministiset darelliset automaatit - : _
syf6tejono osajonoa aba:

a a
I : o a b a
Epédeterministiset automaatit ovat muuten samanlaisia kuin Yo 01 02
M L

deterministiset, mutta niiden siirtyméafunktio 0 ei liita automaatin
vanhan tilan ja syétemerkin muodostamiin pareihin yksikasitteista
uutta tilaa, vaan joukon mahdollisia seuraavia tiloja.
Epédeterministinen automaatti hyvaksyy syotteensa, jos jokin
mahdollisten tilojen jono johtaa hyvaksyvéaéan lopputilaan.

Vaikka epadeterministisia automaatteja ei voi sellaisinaan toteuttaa (0o, aaba) - (qo,aba) F (q1,ba) - (g2,a) - (g3, €).
tietokoneohjelmina, ne ovat tarkea paatésongelmien
kuvausformalismi.

Automaatti hyvaksyy esim. sydtejonon aaba, koska sen on mahdollista
edetd seuraavasti:

Automaatti voisi paatya myos hylkaavaan tilaan:
(q07aaba) }_ (quaba) l_ (q07ba) l_ (q07a) I_ (qus))

mutta talla ei ole merkitysté— voidaan ajatella, ettd automaatti osaa
“ennustaa” ja valita aina parhaan mahdollisen vaihtoehdon.
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Maaritelma 2.2
a a
; N - . . Yo a1 02
Epédeterministinen aarellinen automaatti on viisikko
; WL

M= (Qazaéaqm':)’

missa Esimerkiksi aba-automaatin siirtymafunktio:
» Q on aarellinen tilojen joukko; a b
> 2 on sytteaakkosto;
» 0:Q X X —|?P(Q) |on automaatin joukkoarvoinen — 0o | {do,d1} | {do}
siirtymafunktio; °f1 0 {QZ}
> go € Q on alkutila; a2 | {as} 0

«— Q3 {as} {as}

v

F C Q on (hyvéksyvien) lopputilojen joukko.

Taulukosta nahdaan, etta esimerkiksi 8(go,a) = {do, a1} ja

o(qy,a) = 0.
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Lause 2.2 Olkoon A = L(M) jonkin epadeterministisen &arellisen
automaatin M tunnistama kieli. Talléin on olemassa myos

x I _— . deterministinen aarellinen automaatti M, jolla A = L(I\A/I)
Epadeterministisen automaatin tilanne (g, w) voi johtaa suoraan

tilanteeseen (g',w’), merkitaan Todistus. Olkoon A =L(M), M = (Q,X,3,qo,F). Todistuksen ideana
on laatia deterministinen aarellinen automaatti M, joka simuloi M:n
(gq,w)+(q',w'), toimintaa kaikissa sen kullakin hetkella mahdollisissa tiloissa
M rinnakkain.
josonw =aw’ (a€ X)jaq’ € 8(q,a). Sanotaan mygs, etta tilanne Formaalisti: automaatin M tilat vastaavat M:n tilojen joukkoja:

g’,w’) on tilanteen (q,w) mahdollinen valitén seuraaja. . ~ $ A =
(a.w) (aw) mandolin ey Ui = (0..8,0.F).
Useamman askelen mittaiset tilannejohdot, merkkijonojen

hyvaksyminen ja hylkaaminen ym. kasitteet maaritellaan samoin missa

;anom ku.l.l’.ll Qeter@m?twlllla automaatgllla. K9ska therj askelen Q = P(Q)={S|SCQ},
johdon madritelmé kuitenkin nyt on toinen, niiden sisaltdé muovautuu Go = {d0}
hieman erilaiseksi. o = oy
F = {SCQ]Ssisaltaajonkin gr € F},
8s.a) = (Jd(a.a).

gqes
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oo

Esimerkiksi aba-automaattiin sovellettuna em. konstruktio tuottaa
seuraavan deterministisen automaatin (vain alkutilasta saavutettavat
tilat esitetty): Minimoimalla ja nimeamalla tilat uudelleen taméa yksinkertaistuu

muotoon:
o, L
q a @1 b @ a
b

\Oj\/\/‘
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[Todistus jatkuu.] Tarkastetaan, ettd automaatti M todella on

~

ekvivalentti M:n kanssa, so. etta L(M) = L(M). Viite (2):

Maaritelmien mukaan on:
. . o (90,x)F"(a,€) joss ({ao},x)-"(S,€) jag € S.
x € L(M) joss (do,x)+"(qr,€) jollakin g € F M fi

M

Vaitteen (2) todistus tehdaan induktiolla merkkijonon x pituuden

12 suhteen.
x € L(M) joss ({90}, x) F*(S,€), miss& S sis. jonkin g; € F. (i) Tapaus |x| = 0:
" (do.€)1-"(9,€) joss @ = q;
Osoitetaan siis, etta kaikillax € ¥* jaq € Q on: samoin ({qo}, €) I;*(S,E) joss S = {qol.

M

(do,x)F"(a.€) Joss ({ao}.x)E7(S,€)jaq €S. @
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Vite (2): (qo,X)l;*(q,S) joss ({go},x)-"(S,€)jag€S. €-automaatit
M
(i) Induktioaskel: Jatkossa tarvitaan vielé yksi aarellisten automaattien mallin laajennus:
Olkoon x = ya: oletetaan, etta vite (2) patee y:lle. Talloin: epadeterministinen aarellinen automaatti, jossa sallitaan €-siirtymat.
Tallaisella siirtymalla automaatti tekee epadeterministisen valinnan eri
(do,x) = (qo,ya) F"(q,€) joss jatkovaihtoehtojen vélilla lukematta yhtaan sydtemerkkia.
M
dg’ € Q se. (QO;ya) l—*(q’,a) ja (q’,a) - (q,g) joss Esimerkiksi kieli {aa,ab} voitaisiin tunnistaa seuraavalla
" . M . . €-automaatilla:
J9’ € Q s.e. (q0,y)-"(d',€) ja (d',2) - (q,€) joss (ind.ol.)
M M
39" € Qse ({do},y) 'j*(slﬁ) jaq' €S'jaq e d(q’,a) joss a f\ a @
. M . /U
({a0},y)="(s",€) jada’ € S’ s.e. q € 3(q',a) joss .
M
({ao}.y)E'(S',€) jaa € Uyes (a’,a) = 3(S', a) joss
M
({a0}.ya)="(S',a) jaq € &(S’,a) = S joss
M
,ya)-*(S’,a)ja(S’,a)-(S,€) jag € S joss €
({a0},ya)-"(Sa) ja (S'.a) (S, €)jaq €S N @
X)) = ,ya)-*(S,€)jaq € S. O
({a0}.) = ({a0}.ya) " (S.€) g a ) b
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Lemma 2.4

Formaalisti: e-automaatti on viisikko

M= (QazaéaqovF)a

missa siirtyméafunktio & on kuvaus
Olkoon A = L(M) jollakin g-automaatilla M. T&llgin on olemassa myos
3:Q x (X U{e}) — 2(Q). e-siirtymatdn epadeterministinen automaatti M, jolla A = L(I\A/I)
Todistus. Olkoon M = (Q, X, d,qo, F) jokin €-automaatti. Automaatti
M toimii muuten aivan samoin kuin M, mutta se “harppaa” €-siirtymien
yli suorittamalla kustakin tilasta lahtien vain ne “aidot” siirtymat, jotka
ovat siita kasin jotakin g-siirtymajonoa pitkin saavutettavissa.

Muut maaritelméat ovat kuten tavallisilla epadeterministisilla aarellisilla
automaateilla, paitsi suoran tilannejohdon méaritelma: e-automaattien
tapauksessa relaatio

(a.w)I-(d'.w)
on voimassa, jos on

w=aw'(aceX)jaq €d(q,a);tai
(iyw=w’"jaq" € 9(q,€).
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Formaalisti maaritellaan annetun tilan g € Q €-sulkeuma £*(q)

automaatissa M kaavalla Poistamalla edellisen konstruktion mukaisesti €-siirtymét

€-automaatista saadaan tavallinen epadeterministinen automaatti,

(@) ={d' eQ|(a.e)-"(d" &)}, esim.-

so. joukkoon €*(q) kuuluvat kaikki ne automaatin M tilat, jotka ovat
saavutettavissa tilasta g pelkilla €-siirtymilla.

Automaatin M siirtymasaannot voidaan nyt kuvata seuraavasti:

M — (szasa q07|/:\)7

missa
5a,a)= |J 9(d,a);
q’ee*(a)
F={aeQle(a)nF #0}.
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2.6 SAANNOLLISET LAUSEKKEET Maaritelma 2.3

Automaattimalleista poikkeava tapa kuvata yksinkertaisia kielia.

Olkoot A ja B aakkoston X kielia. Perusoperaatioita:

> Yhdiste: AUB = {x € ¥* | x € Ataix € B}; Aakkoston > saanndlliset lausekkeet méaritellaén induktiivisesti
: saannoilla:
> Katenaatio: AB = {xy € X*|x € A,y € B};
» Potenssit: 1. Qja € ovat X:n saanndllisia lausekkeita;
A0 — (e}, 2. aon X:n saannollinen lauseke kaikilla a € X;
{ A = AAKTI = Ix x| x €A Vi=1,...k} (k>1); 3. josr ja's ovat X:n saannollisia lausekkeita, niin (rus), (rs) jar™

ovat > :n saannollisia lausekkeita;
» Sulkeumat. “Kleenen tahti”:

A* — U Ak

k>0
= {x1.. % |k>0,x€A Vi=1,... k}.

4. muita 2:n saannollisia lausekkeita ei ole.
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Aakkoston {a,b} saanndllisia lausekkeita:

ri=((ab)b), rp=(ab)*,

Kukin ¥:n saannollinen lauseke r kuvaa kielen L(r), joka maaritellaan: r3 = (ab®), rs=(a(bU(bb)))*.
> L(0) =0 Lausekkeiden kuvaamat kielet:
> L(e) = {eh L(r) = ({a}{b}){b} = {ab}{b} = {abb};
> L(a) = {a} kaikilaa € X; L(r;) = {ab}* = {,ab,abab,ababab,...}
> L((rUs)) =L(r)UL(s): = {(ab) |i>o0};
> L((rs)) =L(r)L(s); L(rs) = {a}({b})* = {a,ab,abb,abbb,...}
> L(r*) = (L(r))" = {ab'|i >0}
L(rs) = ({a}{b,bb})" = {ab,abb}’
= {g,ab,abb,abab,ababb,...}
= {x €{a,b}"| kutakin a-kirjainta x:ss&
seuraa 1 tai 2 b-kirjainta }.
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Sulkumerkkien vahentamissaantoja:

Esimerkki: C-kielen etumerkittdmaét reaaliluvut

Operaattoreiden prioriteetti:

o o number = (dd*.d*U.dd™)(e(+U—Ug)dd* Ug)U(dd e(+U—Ug)dd "),

. . - o missd d on lyhennemerkinta lausekkeelle
Yhdiste- ja tulo-operaatioiden assosiatiivisuus:

L(((rus)ut)) = L((ru(sut)))

L(((rs)t)) = L((r(st))) ja e on lyhennemerkinta lausekkeelle

d=(0UlU20U3U4U5U6UTUBUYI)

= perédkkaisia yhdisteita ja tuloja ei tarvitse suluttaa. e=(EUe).

Kéaytetaan tavallisia kirjasimia, mikéli sekaannuksen vaaraa
merkkijonoihin ei ole. Usein merkitdan myés lyhyesti rr* = r . Esim.:

Yksinkertaisemmin siis: (d*d* U.dT)(e(+U—Ug)d™ Ug)U(dTe(+U—Ug)d™).

rp =abb, r,=(ab)*, rz=ab", r;=(a(bUbb))".
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Maaritelma 2.4 Saannollisten lausekkeiden sieventaminen

Saanndllisilla kielilla on yleensa useita vaihtoehtoisia kuvauksia, esim.:

T = L((aub)Y)

= L((a"p%)")
Kieli on saannéllinen, jos se voidaan kuvata saannéllisella = L(a'b*U(aUb)*ba(aUb)).
lausekkeella.
Maaritelma. Saannolliset lausekkeet r ja s ovat ekvivalentit, merk.
r=s,jos L(r) =L(s).
Lausekkeen sieventaminen = “yksinkertaisimman” ekvivalentin
lausekkeen maarittaminen.
Saanndllisten lausekkeiden ekvivalenssitestaus on epatriviaali, mutta
periaatteessa mekaanisesti ratkeava ongelma.
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Sievennyssaantoja:

Kahden lausekkeen ekvivalenssin toteamiseksi kannattaa usein

ru(sut) = (rus)ut paatella erikseen kummankin kuvaaman kielen siséltyminen toiseen.
r(st) = (rs)t rud = r
_ Merkitaan lyhyesti: r C s, jos L(r) C L(s).
rus = suUr eao=r s . .
Talldin siisr =sjossr CsjasCr.
r(sut) = rsuUrt or = 0
(rUs)t = rtUst P —  eUr'r Esimerkki: todetaan, etta (a*b*)* = (aUb)*.
rr = r r* = (eur)” 1. Selvasti (a*b*)* C (aUb)*, koska (aUb)* kuvaa kaikkia
aakkoston {a,b} merkkijonoja.
Mika tahansa séanndllisten lausekkeiden tosi ekvivalenssi voidaan 2. Koska selvasti (aUb) C a*b*, niin myds (aUb)* C (a*b*)*.

johtaa ndista laskulaeista, kun lisataan paattelysaanto:
josr =rsUt, niin r = ts*, edellyttaen etta € ¢ L(s).
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2.7 AARELLISET AUTOMAATIT JA SAANNOLLISET
KIELET

Lause 2.3 Jokainen saanndllinen kieli voidaan tunnistaa aarellisella
automaatilla.

Todistus. Seuraavan kalvon induktiivisen konstruktion avulla voidaan
mielivaltaisen sdanndllisen lausekkeen r rakennetta seuraten
muodostaa €-automaatti My, jolla L(M,) = L(r). Tast4 automaatista
voidaan poistaa €-siirtyméat Lemman 2.4 mukaisesti, ja tarvittaessa
voidaan syntyva epadeterministinen automaatti determinisoida
Lauseen 2.2 konstruktiolla.

Esitettavasta konstruktiosta on syytd huomata, ettd muodostettaviin
€-automaatteihin tulee aina yksikasitteiset alku- ja lopputila, eika
mink&an osa-automaatin lopputilasta lahde eikéa alkutilaan tule yhtaan

ko. osa-automaatin sisaista siirtymaa. O
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Esimerkiksi lausekkeesta r = (a(b Ubb))* saadaan naiden saantojen

mukaan seuraava €-automaatti: Esim. lausekkeen r = (a(bUbb))* perusteella on helppo muodostaa
seuraava yksinkertainen epadeterministinen tunnistaja-automaatti:

GO0

b

Automaatti on selvasti hyvin redundantti. Kasin automaatteja
suunniteltaessa ne kannattaakin usein muodostaa suoraan.
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Jokainen aarellisella automaatilla tunnistettava kieli on saannoéllinen.

Todistus. Tarvitaan viela yksi darellisten automaattien laajennus: Yhden askelen tilannejohto maaritellaan:

lausekeautomaatissa voidaan siirtymien ehtoina kayttaa mielivaltaisia

saannollisia lausekkeita. (a,w)i-(a’,w’)
M

Formalisointi: Merk. REy = aakkoston ¥ saanndllisten lausekkeiden
joukko. Lausekeautomaatti on viisikko josonq’ € 8(q,r) jollakin sellaisellar € REy, ettaw = zw’, z € L(r).
Muut méaaritelméat samat kuin aiemmin.

M =(Q,%,9,d0,F), Todistetaan: jokainen lausekeautomaatilla tunnistettava kieli on

N . . i saannollinen.
missa siirtyméafunktio & on aarellinen kuvaus

5:Q x REy — P(Q)

(so. 8(q,r) # 0 vain &arellisen monella parilla (q,r) € Q X REx).
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(ii) Poistetaan M:n muut kuin alku- ja lopputila yksi kerrallaan
seuraavasti. Olk. g jokin M:n tila, joka ei ole alku- eik& lopputila;
tarkastellaan kaikkia “reitteja”, jotka M:ssé kulkevat q:n kautta. Olk. g;
ja g; g:n valittomat edeltaja- ja seuraajatila jollakin tallaisella reitilla.

Olkoon M jokin lausekeautomaatti. Saannéllinen lauseke, joka kuvaa
M:n tunnistaman kielen, muodostetaan kahdessa vaiheessa:

1. Tiivistetddn M ekvivalentiksi enintdan 2-tilaiseksi Poistetaan q reitiltd g; — q; oheisen kuvan (i) muunnoksella, jos tilasta
lausekeautomaatiksi seuraavilla muunnoksilla: g ei ole siirtymaa itseensa, ja kuvan (ii) muunnoksella, jos tilasta q on
(i) Jos M:lla on useita lopputiloja, yhdistetdan ne seuraavasti. siirtyma itseensa:

(@):

(@-(w) = @9

(ii): t
@@ -
Samalla yhdistetaén rinnakkaiset siirtymét seuraavasti:

r
@ Ta - @
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2. Tiivistyksen paattyessa jaljella olevaa 2-tilaista automaattia Esimerkki:
vastaava sdanndllinen lauseke muodostetaan seuraavan kuvan
esittamalla tavalla:

(@i): r

(i): " rs aalb CZ >
2 = =
- ) Ca/b (aaUb)(ba)*(bbUa)

R = ri12(r3Urar{ra)*
o @abu = (abU (aaUb)(ba)*(bb Ua))*
(aaUb)(ba)*(bbUa)
O
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2.8 Saannollisten kielten rajoituksista Lemma 2.6 (Pumppauslemma)

Olkoon A saanndllinen kieli. Talldin on olemassa sellainen n > 1, etta
mika tahansa x € A, |x| > n, voidaan jakaa osiin x = uvw siten, etta
luv| <n, |v|>1,jauv'w € Akaikillai =0,1,2,...

Todistus. Olkoon M jokin A:n tunnistava deterministinen aarellinen
automaatti, ja olkoon n M:n tilojen maara. Tarkastellaan M:n
lapikaymia tiloja syotteella x € A, [x| > n. Koska M jokaisella x:n
merkilla siirtyy tilasta toiseen, sen taytyy kulkea jonkin tilan kautta
(ainakin) kaksi kertaa — itse asiassa jo x:n n:n ensimmaisen merkin

i ) o aikana. Olkoon g ensimmainen toistettu tila.
Esimerkki: sulkulausekekieli Olkoon u M:n kasittelema x:n alkuosa sen tullessa

ensimmaisen kerran tilaan q, v se osa x:sta jonka
M kasittelee ennen ensimmaista paluutaan g:hun,
HQ u @ W>© jaw loput x:sta. Talléin on |uv| <n, [v| > 1, ja

Formalisointi: “pumppauslemma”. uviw € A kaikillai = 0.1.2 0
bl ) )t

Kardinaliteettisyista on oltava olemassa (paljon) ei-saanndéllisia kielia:
kielida on ylinumeroituva maara, saanndllisia lausekkeita vain
numeroituvasti.

Voidaanko |6ytaa konkreettinen, mielenkiintoinen esimerkki kielesta,
joka ei olisi sdannéllinen? Helposti.

Saanndllisten kielten perusrajoitus: aarellisilla automaateilla on vain
rajallinen “muisti”. Siten ne eivat pysty ratkaisemaan ongelmia, joissa
vaaditaan mielivaltaisen suurten lukujen tarkkaa muistamista.

Liatch = {(k)k | k > O}-
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— O w0

Esimerkki. Tarkastellaan em. sulkulausekekieltéa (merk. ‘(' = a, *)’ = b):

3. KIELIOPIT JA MERKKIJONOJEN TUOTTAMINEN

Kielioppi = muunnossysteemi merkkijonojen (kielen “sanojen”)
tuottamiseen tietysta lahtdjonosta alkaen, osajonoja toistuvasti

L = Lmatch = {a*b* | k > 0}. annettujen saantojen mukaan uudelleenkirjoittamalla.
Oletetaan, etta L olisi saannéllinen. Tallsin pitaisi pumppauslemman Kielioppi on yhteydetdn, jos kussakin uudelleenkirjoitusaskelessa
mukaan olla jokin n > 1, jota pitempia& L:n merkkijonoja voidaan korvataan yksi erityinen muuttuja- t. valikesymboli jollakin siihen
pumpata. Valitaan x = a"b", jolloin |x| = 2n > n. Lemman mukaan x liitetyll& korvausjonolla, ja korvaus voidaan aina tehd&a symbolia
voidaan jakaa pumpattavaksi osiin x = uvw, |uv| < n, |v| > 1; siis on ympérdivan merkkijonon rakenteesta riippumatta.
oltava Sovelluksia: rakenteisten tekstien kuvaaminen (esim.

ohjelmointikielten BNF-syntaksikuvaukset, XML:n
DTD/Schema-maérittelyt), yleisemmin rakenteisten “olioiden”
Mutta esimerkiksi “0O-kertaisesti” pumpattaessa: kuvaaminen (esim. syntaktinen hahmontunnistus).

u=a,v=a,w=a"tp" j<n-1j>1

uvow = a'a" (H)p" = a"ipn & L.

Siten L ei voi olla saanndllinen.
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Toinen esimerkki: kielioppi C-tyyppisen ohjelmointikielen aritmeettisille
lausekkeille (yksinkertaistettu).

Yhteydettomilla kieliopeilla voidaan kuvata (tuottaa) myos
ei-saanndllisia kielia.

E — T | E4T
Esimerkki: yhteydeton kielioppi kielelle Lmaich (Iahtésymboli S): T — F | TxF
(i)S — ¢, F — a | (E).
(i) S — (8S). o ,
. L . ) Esimerkiksi lausekkeen (a+a) * a tuottaminen:
Esimerkiksi merkkijonon ((())) tuottaminen:
E = T = TxF = FExF
S=(S)=((S))=(((s))) = (((g))) = . = - 4 e
(8)= () = () = (((£)) = (0)) D G
= (F+T)*xF = (a+T)*F = (a+F)xF
= (a+a)xF = (a+a)xa.
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MaAaaritelma 3.1 Merkkijono y € V* tuottaa t. johtaa suoraan merkkijonon y € V*
kieliopissa G, merkitaan

y=y
Yhteydeton kielioppi on nelikko
jos voidaan kirjoittaa y = aAB, Y = awB (a,B,we V*, A€ N), ja

G=(V,%,P,S), kieliopissa G on produktio A — .
Jos kielioppi G on yhteydesta selva, voidaan merkita y =Y.

missa
Merkkijono y € V* tuottaa t. johtaa merkkijonon y € V* kieliopissa G,
» V on kieliopin aakkosto; merkitaan
> > CV on kieliopin paatemerkkien joukko; sen komplementti V:G>*V'

N =V — X on kieliopin valikemerkkien t. -symbolien joukko; ] ) o )
o o ] jos on olemassa jono V:n merkkijonoja Yo, Y1, - - -, Yn (n > 0), siten etta
» P C N x V* on kieliopin séaanttjen t. produktioiden joukko;

> S € N on kieliopin lahtosymboli. Y=Yo :G>V1 ? ?Vn =Y.

Produktiota (A, w) € P merkitaén tavallisesti A — .
Erikoistapauksena n = 0 saadaan y?*y milla tahansay € V*.

Jalleen, jos G on yhteydesta selva, voidaan merkita y =* Y.
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Esimerkiksi tasapainoisten sulkujonojen muodostaman kielen
Lmatch = {(¥)¥ | k > 0} tuottaa kielioppi

Grmareh = ({S,(;)},{(,)},{S — &S = (S)},S).

Merkkijono y € V* on kieliopin G lausejohdos, jos on S :G>*y.

Pelkastaan paatemerkeista koostuva G:n lausejohdos x € £* on G:n
lause. Yksinkertaisten aritmeettisten lausekkeiden muodostaman kielen Leyyr
Kieliopin G tuottama t. kuvaama kieli koostuu G:n lauseista: tuottaa kielioppi
Gexpr = (V,Z,P,E),
L(G)={xeX"| S:G>*x}.

missé
Formaali kieli L C X* on yhteydetén, jos se voidaan tuottaa jollakin v = {E,T,F,a,+,%(,)},
yhteydettomalla kieliopilla. Y = {a+,%()},
P = {E-T,E—-E+T, T—F, T—TxF,

F—a F—(E)}
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Vakiintuneita merkintatapoja

Toinen kielioppi kielen Leyp, tuottamiseen on

Glpr = (V. X.P.E),
Valikesymboleita: A,B,C,...,S,T.
Paatemerkkeja: kirjaimet a,b,c,...,s,t;

vV = {E,a,+,%(,)}, numerot 0,1,...,9;
erikoismerkit; lihavoidut tai alleviivatut varatut sanat (if, for, end, ...).

missa

= {a+.%()}
e Mielivaltaisia merkkeja (kun valikkeité ja paatteita ei erotella): X, Y ,Z.
P = {E-E+E,E—>E+E, E—a E— (E).
Paatemerkkijonoja: u,v,w,x,y,z.
Huom: Vaikka kielioppi G, ,,, naytta yksinkertaisemmalta kuin Sekamerkkijonoja: o, B, Y, .. . ,

kielioppi Geypr, s€n ongelmana on ns. rakenteellinen moniselitteisyys,
mik& on monesti ei-toivottu ominaisuus.

Harri Haanpaa 125 Harri Haanpaa 126
Produktiot, joilla on yhteinen vasen puoli A, voidaan kirjoittaa yhteen: ey ..
joukon : y P joltaa y Eraita konstruktioita

A—w, A=Wy, ...A— Wy

sijaan kirjoitetaan

Olkoon L(T) valikkeesta T johdettavissa olevien paatejonojen joukko.

A || o Olkoon annettu produktiokokoelma P, jossa ei esiinny valiketta A, ja
Kielioppi esitetaan usein pelkkéna saantéjoukkona: jolla B:sta voidaan johtaa L(B) ja vastaavasti C:sta L(C).
Lisaamalla P:hen jokin seuraavista produktioista saadaan uusia kielia:
AL = o | | g produktio | kel
e A—B|C yhdiste L(A) = L(B) UL(C)
: A —BC katenaatio L(A) = L(B)L(C), ja
An = Omi | oo | Ok A — AB | € (vasen rekursio) tai | Kleenen sulkeuma L(A) = L(B)*
A — BA | € (oikea rekursio)

Talloin paatelldén vélikesymbolit edellisten merkintdsopimusten
mukaan tai siitd, etté ne esiintyvat sdantdjen vasempina puolina; muut
esiintyvat merkit ovat paatemerkkeja. Lahtosymboli on tallgin
ensimmaisen saannén vasempana puolena esiintyva valike; tassa siis
A]_.
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3.2 Saanndlliset kielet ja yhteydettomat kieliopit

valikkeiden keskeisupotus on yhteydettomille kieliopeille ominainen Yhteydettomilla kieliopeilla voidaan siis kuvata joitakin ei-saannéllisia
konstruktio, joka tekee usein (muttei aina) kielesta epasaanndllisen: kielia (esimerkiksi kielet Lmatch ja Lexpr). Osoitetaan, etta myos kaikki
lisaamalla produktio saanndlliset kielet voidaan kuvata yhteydettomilla kieliopeilla.

Yhteydettomat kielet ovat siten sdannollisten kielten aito yliluokka.
A — BAC | € saadaan

Yhteydeton kielioppi on oikealle lineaarinen, jos sen kaikki produktiot
® ) ) ovat muotoa A — aB tai A — €, ja vasemmalle lineaarinen, jos sen
L(A) = JL(B)L(C)" kaikki produktiot ovat muotoa A — Ba tai A — €.

- Osoittautuu, ettd seké vasemmalle etté oikealle lineaarisilla kieliopeilla
voidaan tuottaa tdsmalleen sdanndlliset kielet, minka takia naita
kielioppeja nimitetdédn myods yhteisesti séanndllisiksi. Todistetaan tassa
vaite vain oikealle lineaarisille kieliopeille.
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Lause 3.1 Esimerkki.

Jokainen saannollinen kieli voidaan tuottaa oikealle lineaarisella
kieliopilla. Automaatti:
Todistus. Olkoon L aakkoston ¥ saanndéllinen kieli, ja olkoon

M = (Q,X,d,qo,F) sen tunnistava (deterministinen tai a,b b

epadeterministinen) aarellinen automaatti. Muodostetaan kielioppi Gy, @
b

jollaon L(Gy) =L(M) =L. w @
Kieliopin Gy, paateaakkosto on sama kuin M:n syoteaakkosto ¥, ja

sen vélikeaakkostoon otetaan yksi vélike Ag kutakin M:n tilaa g
kohden. Kieliopin lahtésymboli on A4, ja sen produktiot vastaavat M:n Vastaava kielioppi:
siirtymia:

(i) kutakin M:n lopputilaa q € F kohden kielioppiin otetaan produktio A = 1| bAL | bA;
A, — & A, — € ‘ bA,.
q 1

(ii) kutakin M:n siirtymaa q = g’ (so. g’ € 8(q,a)) kohden kielioppiin
otetaan produktio Aq — aAy.
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Konstruktion oikeellisuuden tarkastamiseksi merkitaén vélikkeesta A Lause 3.2

tuotettavien paatejonojen joukkoa . . . . S -
P jonojen J Jokainen oikealle lineaarisella kieliopilla tuotettava kieli on

L(Aq) = {x € T* | A;="x}. saanndllinen.
G Todistus. Olkoon G = (V, X, P, S) oikealle lineaarinen kielioppi.
Induktiolla merkkijonon x pituuden suhteen voidaan osoittaa, etta Muodostetaan kielen L(G) tunnistava epadeterministinen aarellinen
kaikilla g on automaatti Mg = (Q, X, d,qs, F ) seuraavasti:

Mg:n tilat vastaavat G:n valikkeita:
x € L(Aq) joss (g,x)+"(ar,€) jollakin g; € F.
M

Q={ga|AeV -X}.
Erityisesti on siis

Mg:n alkutila on lahtésymbolia S vastaava tila gs.

L(Gu) =L(Ag) = {x€X[(q0:x) C*(qf’s) Mg :n syoteaakkosto on G:n paateaakkosto .
jollakin gr € F } Mg:n siirtymafunktio d jaljittelee G:n produktioita siten, etta kutakin
= L(M)=L. O produktiota A — aB kohden automaatissa on siirtyma ga N gs (so.
ds € 9(da,a)).
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3.3 KIELIOPPIEN JASENNYSONGELMA

Mg:n lopputiloja ovat ne tilat, joita vastaaviin valikkeisiin liittyy G:ssa

€-produktio: Ratkaistava tehtava:

F={dn€Q|A—ecP} “Annettu yhteydeton kielioppi G ja merkkijono x. Onko x € L(G)?”
Konstruktion oikeellisuus voidaan jalleen tarkastaa induktiolla G:n Ratkaisumenetelma = jasennysalgoritmi.
tuottamien ja Mg:n hyvéksymien merkkijonojen pituuden suhteen. [ Useita vaihtoehtoisia menetelmia, erityisesti kun G on jotain rajoitettua

(kaytannodssa esiintyvad) muotoa.
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Johdot ja jAsennyspuut
Olkoon y € V* kieliopin G = (V, X,P,S) lausejohdos.

Lahtdsymbolista S merkkijonoon Y johtavaa suorien johtojen jonoa Johto y ="y on vasen johto, merkitaan

S=Yo=Vi=-=Va=Y o,

jos kussakin johtoaskelessa on produktiota sovellettu merkkijonon
vasemmanpuoleisimpaan valikkeeseen (edella johto (i)).

sanotaan y:n johdoksi G:ssa.
Johdon pituus on siihen kuuluvien suorien johtojen méara (edella n).

Esimerkki: lauseen a + a johtoja kieliopissa Gexpr:

*

() E = E4+4T = T+T = F+T y="y
= a+T = a+F = a+a

i) E = E4T = E+F = T+F Suoria vasempia ja oikeita johtoaskelia merkitaan y=-y jay="Y.

Im m

= F+F = F+a = a+a

(i) E = E+T = E+F = E-+a
= T+a = F+a = a+a.
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Esimerkki.
Lauseen a + a jasennyspuu kieliopissa Geypr:

Olkoon G = (V, X, P,S) yhteydeton kielioppi.

Kieliopin G mukainen jasennyspuu on jarjestetty puu, jolla on E
seuraavat ominaisuudet: M

. . . o ; + T
(i) puun solmut on nimetty joukon V U {€e} alkioilla siten, etta

sisdsolmujen nimet ovat valikkeita (so. joukostaN =V — ¥) ja L
juurisolmun nimena on lahtésymboli S; ‘
(ii) jos A on puun jonkin sisdsolmun nimi, ja X1,..., Xy ovat sen a
jalkelaisten nimet jarjestyksessa, niin
A — Xj ... Xk on G:n produktio.

o —T—

Jasennyspuun T tuotos on merkkijono, joka saadaan liittamalla yhteen
sen lehtisolmujen nimet esijarjestyksessa (“vasemmalta oikealle”). Lauseen johto:

E = E4+T = T4+T = F+T
= a+T = a+F = a+a
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Johtoa
S=Yo= = =W =Y Olkoon T kieliopin G mukainen jasennyspuu, jonka tuotos on

vastaavan jasennyspuun muodostaminen: paatemerkkijono x.

() puun juuren nimeksi tulee S; jos n = 0, niin puussa ei ole muita Talloin T:sta saadaan vasen johto x:lle kdymalla puun solmut 1&pi
solmuja; muuten esijarjestyksessa (“ylhaalta alas, vasemmalta oikealle”) ja laventamalla
(ii) jos ensimmaisess4 johtoaskelessa on sovellettu produktiota vastaan tulevat valikkeet jarjestyksessa puun osoittamalla tavalla.

S — X1 X5 ... Xk, niin juurelle tulee k jalkelaissolmua, joiden nimet Oikea johto saadaan kadymalla puu lapi kdanteisessa esijarjestyksessa
vasemmalta oikealle ovat (“ylhaalta alas, oikealta vasemmalle”).

X1, X250 Xk Muodostamalla annetusta vasemmasta johdosta S =*x ensin

ceey s . Im

(iii) jos seuraavassa askelessa on sovellettu produktiota jasennyspuu edell4 esitetyll4 tavalla, ja sitten jasennyspuusta vasen

Xi = Y1Y2...Y), niin juuren i:nnelle jalkelaissolmulle tulee | jalkelaista, johto, saadaan takaisin alkuperéinen johto; vastaava tulos patee myos
joiden nimet vasemmalta oikealle ovat Y1,Y5,...,Y|; ja niin edelleen. oikeille johdoille.

Konstruktiosta huomataan, etté jos T on jotakin johtoa S =* y
vastaava jasennyspuu, niin T:n tuotos on Y.
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Lauseen a+ a vasemman johdon muodostaminen jasennyspuusta. Olkoon G = (V,X,P,S) yhteydetn kielioppi. Tallgin:

Jasennyspuu: Solmut esijarjestyksessa: (i) jokaisella G:n lausejohdoksella y on G:n mukainen jasennyspuu T,
jonka tuotos on y;,

R =5 E1ExToFa; + TiFoaz L N .
(ii) jokaista G:n mukaista jasennyspuuta T, jonka tuotos on
: \ paatemerkkijono x, vastaavat yksikasitteiset vasen ja oikea johto
Ez +  Ti S="x jaS="x.
; 3 Im m

.. .A
: Seuraus 3.4 Jokaisella G:n lauseella on vasen ja oikea johto.

Vasen johto:

STZ f F25 Siis: yhteydettdman kieliopin tuottamien lauseiden jasennyspuut,
g , : ESE+T=T+T=F+T vasemmat ja oikeat johdot vastaavat yksikasitteisesti toisiaan.
; =a+T=a+F=a+a . . . .
3 a” Im Im Im Jasennysongelman ratkaisuun katsotaan usein kuuluvan pelkan
paatosongelman “Onko x € L(G)?” ratkaisemisen liséksi jonkin naista
: N jAsennysesityksista tuottaminen.

aj
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Kieliopin moniselitteisyys
Lauseella voi olla kieliopissa useita jasennyksia.

Moniselitteisyys on tietojenkasittelysovelluksissa yleensa ei-toivottu
= . ominaisuus, koska se merkitsee etta annetulla lauseella on kaksi
kielioppia: vaihtoehtoista “tulkintaa.”

Esimerkki. Tarkastellaan yksinkertaisten aritmeettisten lausekkeiden

Gexpr = {E = E+E,E —Ex*E,E —a, E— (E)}. Yhteydeton kieli, jonka tuottavat kieliopit ovat kaikki moniselitteisi&, on

Lauseella a+ a*a on tassa kieliopissa kaksi jasennysta: luonnostaan moniselitteinen.
!/

E E Esimerkiksi kielioppi Gexpr ON moniselitteinen, kieliopit Geypr ja Gmatch

A\ A yksiselitteisia. Kieli Lexyr = L(ngpr) ei ole luonnostaan moniselitteinen,

E + E E + E koska silla on my0s yksiselitteinen kielioppi Geypr. Luonnostaan
‘ A\ /N ‘ moniselitteinen on esimerkiksi kieli
a E x E E + E a o

‘ ‘ ‘ ‘ {a'blc* |i=jtaij=k}.

a a a a

(Todistus sivuutetaan.)
Yhteydeton kielioppi G on moniselitteinen, jos jollakin G:n lauseella x
on kaksi erilaista G:n mukaista jasennyspuuta. Muuten kielioppi on
yksiselitteinen.
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Esim. Tarkastellaan kielioppia G:

3.4 Osittava jasentaminen
E — TH+E|T—E|T

Yksi (yleisessd muodossa tehoton!) tapa etsia vasenta johtoa T — al(E).

(jasennyspuuta) annetun kieliopin G mukaiselle lauseelle x on aloittaa

e o ) i R , Lauseen a — a osittava jasennys G:n suhteen:
G:n lahtdésymbolista ja generoida systemaattisesti kaikki mahdolliset

vasemmat johdot (jasennyspuut), samalla sovittaen muodostetun E = T+E = a+T [ristiriita; peruutetaan]
lausejohdoksen paatemerkkeja (puun lehtia) x:n merkkeihin. = (E)+T [ristiriita; peruutetaan]
Ei-yhteensopivuuden ilmetesséa peruutetaan viimeksi tehty = T—-E = a—E = a-T+H+E = a—a+E
produktiovalinta ja kokeillaan jarjestyksesséa seuraavaa vaihtoehtoa. [ristiriita; peruutetaan)
Téllaista lauseenjasennystapaa sanotaan osittavaksi, koska siina = T-E = a-E = a-T+E = a—(E)+E
tarkasteltu lause yritetddn johtaa kieliopin lahtésymbolista osittamalla [ristiriita; peruutetaan]
se valittujen produktioiden mukaisiin rakenneosiin ja yrittamalla nain, = a-T—-E = a—-a-E
tarvittaessa toistuvasti edelleen osittamalla, sovittaa kieliopin [ristiriita; peruutetaan]
tuottamaa rakennetta yhteen lauseen rakenteen kanssa. = a-T—-E = a—(E)-E

[ristiriita; peruutetaan]

= a—T = a-—a [OK1]
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Em. osittava jasennystekniikka saadaan huomattavasti
tehokkaammaksi, jos kieliopilla on sellainen ominaisuus, etta
jasennyksen joka vaiheessa maaraa tavoitteena olevan lauseen
seuraava merkki yksikasitteisesti sen, miké lavennettavana olevaan
valikkeeseen liittyva produktio on valittava. Kielioppia, jolla on tdma
ominaisuus, sanotaan LL(1)-tyyppiseksi.

Muokataan G:sta vélikkeen E produktiot “tekijoimalla” ekvivalentti

kielioppi G’
E — TE
E' — +4E|-E|¢
T — al(E).

Esimerkiksi lauseen a — a jasentaminen G’:n suhteen (kulloisenkin
produktiovalinnan maaraava sydtemerkki on tdssé merkitty vastaavan
johtonuolen paalle):

a — a €
E=TE' = aE' = a—E=a—TE' = a—aE' = a—a.
Im Im Im Im

Im Im
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void Eprime (void)

{
if (next == "+") {
printf ("E’ -> +E\n");
next = getchar();
E();
}
else if (next == "-") {
printf ("E’ -> -E\n");
next = getchar();
E();
}
else
printf ("E’ -> \n");
}
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LL(2)-tyyppiselle kieliopille on helppo kirjoittaa jasennysohjelma
suoraan rekursiivisina proseduureina. Esimerkiksi kieliopin G’ pohjalta
voidaan muodostaa seuraava C-kielinen funktiokokoelma, joka
sydtejonon jasennyksen yhteydessa tulostaa sen tuottavan vasemman
johdon produktiot jarjestyksessa.

#include <stdio.h>

int next;
void E(void); void Eprime (void); void T (void);

void E(void)

{
printf ("E -> TE'\n");
T(); Eprime();
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void T (void)
{
if (next == "a’') {
printf("T -> a\n");
next = getchar();
}
else if (next == " (") {
printf("T -> (E)\n");
next = getchar();
E();
if (next !'=")")
ERROR (") expected.");
next = getchar();
}
else ERROR("T cannot start with this.");
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Esimerkiksi sybtejonoa a- (a+a) kasitellessaan ohjelma tulostaa
seuraavat rivit:

void ERROR (char *msq)

{ E — TE’
printf ("$s\n",msqg); exit(1l); T s a
} B — E Tulostus vastaa vasenta johtoa:
E — TE’' / / /
{ E s TE/ = a—(E)E' =a—(TE)E’
next = getchar(); T — a = a—(aE')E'=a—(a+E)E’
B0 . B/ — +E = a—(a+TEE = a—(a+aE')E’
ex1t( ) ’
' £ = IE = a—(at+a)E'=a—(ata).
} T — a
E' —
E' —
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3.5 Attribuuttikieliopit

Tapa liittaa yhteydettomiin kielioppeihin yksinkertaista kielen
semantiikan kuvausta.

Saannot voivat olla periaatteessa minkalaisia funktioita tahansa,
kunhan niiden argumentteina esiintyy vain paikallisesti saatavissa
olevaa tietoa. Tarkemmin sanoen: produktioon A — Xj ... Xk
liitettavissa sdénndissa saa mainita vain symbolien A, Xy, ..., Xk
attribuutteja.

Kukin kieliopin mukaisen jasennyspuun solmu, jonka nimena on
symboli X, ajatellaan “tietueeksi”, joka on “tyyppia” X. “Tietuetyyppiin”
X kuuluvia “kenttia” sanotaan X:n attribuuteiksi ja merkitaan X.s, X.t
jne. Kussakin X -tyyppisessa jasennyspuun solmussa ajatellaan olevan
X:n attribuuteista eri ilmentymat.

Kieliopin produktioihin A — X7 ... X liitetdan attribuuttien
evaluointisdéantoja, jotka ilmaisevat miten annetun jasennyspuun
solmun attribuutti-ilmentymien arvot maaraytyvat sen isé- ja
jalkelaissolmujen attribuutti-ilmentymien arvoista.
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Esimerkki. Etumerkillisten kokonaislukujen arvojen maarittdminen

(kielioppi + attribuuttien evaluointisaannot). Esimerkiksi naita saantoja kayttaen attributoitu lauseen “-319”
Kuhunkin jasennyspuun X-tyyppiseen valikesolmuun liitetdan jdsennyspuu on seuraava:
attribuutti-ilmentyma X.v, jonka arvoksi tulee X:sté tuotetun
numerojonon lukuarvo; erityisesti juurisolmun v-ilmentymén arvoksi | ¥=-319
tulee koko puun tuotoksena olevan numerojonon luku. /\
Produktiot: Evaluointisdannot:
| — +U l.v = U
| — —=U l.v = —U.v
| — U l.v = U
u — D Uv = D
u — UD U;.v = 10xU,.v+D.v
D — 0 Dv =0
D — 9 Dv = 9 -

Produktioon U — UD liittyvassé evaluointisddnndssa on vélikkeen U
eri esiintymat erotettu indekseilla.
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Esimerkki: kokonaislukujen arvon maarittdminen periytyvaa
Attribuuttikieliopin attribuutti t on synteettinen, jos sen kuhunkin “positiokerroin”-attribuuttia s ja synteettista “arvo™-attribuuttia v
produktioon A — Xj ... X, liittyva evaluointisdantd on muotoa kayttaen:
At :=f(AX1,...,X). Produktiot: Evaluointisaannét:
Tall6in jasennyspuussa kunkin solmun mahdollisen t- ilmentyman arvo |l — 4U Us = 1, lv = U
riippuu vain solmun omien ja sen jalkeldisten attribuutti-ilmentymien | — —U Us = 1, lv = —Uuyv
arvoista. Muunlaiset attribuutit ovat periytyvia. I — U Us = 1, lv = U.v
Attribuuttisemantiikan kuvauksessa pyritaan kayttimaan padasiassa u — D Uv = (D.v)x*(U.s)
synteettisi& attribuutteja, koska ne voidaan evaluoida helposti yhdella U — UD Uzs := 10%(Uy.s),

jasennyspuun lehdista juureen suuntautuvalla [apikaynnilla. Mitdan Up.v = Uzv+(D.v)x*(Uys)

periaatteellista estetta myds perittyjen attribuuttien kayttoon ei D — 0 Dv = 0
kuitenkaan ole — kunhan attribuutti-ilmentymien riippuvuusverkkoihin :
ei tule Sykleja D — 9 Dv = 9
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Attribuutti-ilmentymien arvot voidaan usein laskea suoraan
Em. positiokerrointekniikkaa kayttden saadaan lauseelle “-319” jasennysrutiineissa muodostamatta jasennyspuuta eksplisiittisesti.
seuraava attributoitu jasennyspuu:

Esimerkki. Ohjelma, joka muuntaa sy6tteend annettuja aritmeettisia
lausekkeita postfix-esitykseen.

/\ Tavanomaiseen, yksinkertaisia aritmeettisia lausekkeita tuottavaan

kielioppiin liitetdan yksi synteettinen, merkkijonoarvoinen attribuutti pf;
kuhunkin valikkeeseen X liittyvan attribuutti-ilmentyman X .pf arvo on
X:sta tuotetun alilausekkeen postfix-esitys.

P Produktiot: Evaluointisdannot:
U s= E — T+E Ey.pf = (T.pf) (Ez.pf)" ('+')
| V= E — T E.pf = T.pf
Dwv=3 T — FxT Ti.pf = (F.pf) (T2.pf) (')
| T & F T.pf = F.pf
- 3 1 9 F — a F.pf = &
F — (E) F.pf = E.pf
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Rekursiivisesti eteneva jasentaja, joka evaluoi attribuutti-ilmentymien
arvot suoraan jasennyksen yhteydessa: /* Produktiot: E -> T+E | T */
void E(char *pf)
#include <stdio.h> {
#include <stdlib.h> char *pfl, *pf2;
#include <string.h> pfl = (char *) malloc (MAXLEN+1);
pf2 = (char *) malloc (MAXLEN+1);
#define MAXLEN 80 /* Maks. lausekkeenpituus */ T(pfl); /* pfl = T.pf */
if (next == "+4") {
int next; next = getchar();
char *pf; /* Tuloslauseke  */ E(pf2); /* pf2 = E(2).pf */
void E(char *); void T(char *); void F(char *); strecpy (pf, strcat (pfl, strcat (pf2,"+")));
/* E.pf = pfl pf2"("+") */
void ERROR (char *msg) }
{ else strcpy(pf,pfl); /* E.pf = T.pf */
printf ("$s\n",msqg); exit (1); free(pfl); free(pf2);
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/* Produktiot: T -> F*T | F */ /* Produktiot: F -> a | (E) */
void T (char *pf) void F(char *pf)
{ {
char *pfl, *pf2; if (next == "a’") {
pfl = (char *) malloc (MAXLEN+1); strcpy (pf, "a"); /* F.pf = "a’ */
pf2 = (char *) malloc (MAXLEN+1); next = getchar();
F(pfl); /* pfl = F.pf  */ )
if (next == "*") { else if (next == ' (") {
next = getchar(); next = getchar();
T (pf2); /* pf2 = T(2).pf */ E(pf); /* F.pf = E.pf ¥/
strcpy (pf, strcat (pfl, strcat (pf2,"*"))); if (next !'=")")
/* T.pf = pflrpf2n('*") */ ERROR (") expected.");
} next = getchar();
else strcpy (pf,pfl); /* T.pf = F.pf */ }
free(pfl); free(pf2); else ERROR("F cannot start with this.");
} }
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2.8 Saanndllisten kielten rajoituksista

Kardinaliteettisyista on oltava olemassa (paljon) ei-saénndéllisia kielia:

. , . kielia on ylinumeroituva maara, saénnallisia lausekkeita vain
int main(void)

{ numeroituvasti.
next = getchar(); Voidaanko l6ytéa konkreettinen, mielenkiintoinen esimerkki kielesta,
pf = (char *) malloc (MAXLEN+1); joka ei olisi séénndllinen? Helposti.
E(pf); Saanndllisten kielten perusrajoitus: aarellisilla automaateilla on vain
printf ("$s\n", pf); rajallinen “muisti”. Siten ne eivat pysty ratkaisemaan ongelmia, joissa
free (pf); vaaditaan mielivaltaisen suurten lukujen tarkkaa muistamista.

} Esimerkki: sulkulausekekieli

Limatch = {(k)k ’ k> O}-

Formalisointi: “pumppauslemma”.
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Lemma 2.6 (Pumppauslemma)

—O a0

Olkoon A saannollinen kieli. Talléin on olemassa sellainen n > 1, etta

mika tahansa x € A, |x| > n, voidaan jakaa osiin x = uvw siten, etta Esimerkki. Tarkastellaan em. sulkulausekekielta (merk. ‘(' = &, )" = b):
luv| <n, |v| >1,jauv'w € Akaikillai =0,1,2,...

_ o . o L = Limatch = {a“b* | k >0}
Todistus. Olkoon M jokin A:n tunnistava deterministinen &arellinen match ==

automaatti, ja olkoon n M:n tilojen maara. Tarkastellaan M:n Oletetaan, etté L olisi saannéllinen. Talloin pitaisi pumppauslemman

lapikaymia tiloja syctteella x € A, [x| > n. Koska M jokaisella x:n mukaan olla jokin n > 1, jota pitempia L:n merkkijonoja voidaan
merkilla siirtyy tilasta toiseen, sen taytyy kulkea jonkin tilan kautta pumpata. Valitaan x = a"b", jolloin |x| = 2n > n. Lemman mukaan x

(ainakin) kaksi kertaa — itse asiassa jo x:n n:n ensimmaisen merkin voidaan jakaa pumpattavaksi osiin x = uvw, [uv| < n, |v| > 1; siis on
aikana. Olkoon g ensimmainen toistettu tila. oltava
Olkoon u M:n kasittelema x:n alkuosa sen tullessa
ensimmaisen kerran tilaan g, v se osa x:sté jonka u=a,v=a,w=a"(tp" j<n-1j>1.
M kasittelee ennen ensimmaista paluutaan g:hun, , — N
@ @ >© . o . Mutta esimerkiksi “0O-kertaisesti” pumpattaessa:
u w jaw loput x:sta. Talléin on [uv| <n, |v|>1,ja
uviw € Akaikilai =0,1,2,... O uvow =a'a" (H)p" = a"Ip" ¢ L,
Siten L ei voi olla saanndllinen.
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3.6 Cocke-Younger-Kasami -jasennysalgoritmi

Osittava jasentaminen on selkea ja tehokas jasennysmenetelmé Cocke-Younger-Kasami -algoritmi on yleiseen ns. dynaamisen
LL(1)-kieliopeille: n merkin mittaisen syétemerkkijonon késittely sujuu ohjelmoinnin tekniikkaan (t. osaratkaisujen taulukointiin) perustuva
ajassa O(n). LL(1)-kieliopit ovat kuitenkin melko rajoitettu luokka; menetelma mielivaltaisen yhteydettdman kieliopin tuottamien

yleisen jdsennysongelman ratkaisu ei ole yhta helppoa. merkkijonojen tunnistamiseen. Menetelma toimii ajassa O(n3), missa

Periaatteessa ongelma voidaan ratkaista esim. soveltamalla yleista n on tutkittavan merkkijonon pituus.

(peruuttavaa) osittavaa jasennysta, mutta kaytannosséa vaikeudeksi Algoritmia varten maaritellaén ensin joitakin kielioppimuunnoksia.
muodostuu erilaisten kokeiltavien johtovaihtoehtojen suuri maara.
(Tyypillisesti O(c") kpl jollakin ¢ > 2.)
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1. €-produktioiden poistaminen Todistus.

Olkoon G = (V,X,P,S). Selvitetaan ensin G:n tyhjentyvat valikkeet
seuraavasti:
(i) asetetaan aluksi
Olkoon G = (V, X, P,S) yhteydeton kielioppi. Vélike A€V — X on
tyhjentyva, jos A="€. NULL := {A€V —X | A— €on G:n produktio};
G

Lemma 3.5. Misté tahansa yhteydettomasta kieliopista G voidaan
muodostaa ekvivalentti kielioppi G’, jossa enintaan lahtésymboli on

(ii) toistetaan sitten seuraavaa NULL-joukon laajennusoperaatiota,
kunnes joukko ei enaa kasva:

tyhjentyva.
NULL := NULL U
{AeV—-X|A—B;...BconG:nprod.,
Bi € NULL kaikillai =1,...,k}.
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Esimerkki.
Poistetaan g-produktiot kieliopista:
Taman jalkeen korvataan kukin G:n produktio A — X; ... Xy kaikkien S — A|B
sellaisten produktioiden joukolla, jotka ovat muotoa A — aBale = (NULL={A,B,S})
A—0j...0k, missd B — bAb|e
q - Xi, jos X; ¢ NULL;
"7 X taig, josX; € NULL. S — A|B]|e
o . : A — aBalaalet =
Lopuksi poistetaan kaikki muotoa A — € olevat produktiot. Jos
poistettavana on myds produktio S — €, otetaan muodostettavaan B — bAb[bb|e
kielioppiin G” uusi lahtésymboli S’ ja sille produktiot S’ — S ja S’ — €.
O s’ — S]le

S — A ‘ B

A — aBalaa

B — DbAb|bb.
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2. Yksikkdproduktioiden poistaminen Todistus.

Olkoon G = (V,X,P,S). Selvitetaan ensin G:n kunkin valikkeen
“yksikkdseuraajat” seuraavasti:

(i) asetetaan aluksi kullekin A € V — ¥_:

Produktio muotoa A — B, missa A ja B ovat valikkeit&, on F(A):={B €V —X |A— B on G:n produktio};
yksikkdproduktio.

Lemma 3.6. Mista tahansa yhteydettémasta kieliopista G voidaan (ii) toistetaan sitten seuraavia F -joukkojen laajennusoperaatioita,
muodostaa ekvivalentti kielioppi G’, jossa ei ole yksikkdproduktioita. kunnes joukot eivat enédé kasva:

F(A) :=F(A)U| J{F(B) | A— B on G:n produktio}.

Taman jalkeen poistetaan G:sta kaikki yksikkdproduktiot ja lisataan
niiden sijaan kaikki mahdolliset produktiot muotoa A — 0, miss&a

B — won G:n ei-yksikkoproduktio jollakin B € F(A). O
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Esimerkki. Chomskyn normaalimuoto
Poistetaan yksikkdproduktiot aiemmin muodostetusta kieliopista:

Valikkeiden yksikkdseuraajat ovat:

s’ — s|e F(S')={S,A,B},F(S)={A,B},
S — A|B F(A) = F(B) = 0. Korvaamalla Yhteydeton kielioppi G = (V, X, P,S) on Chomskyn
A — aBalaa yksikkoproduktiot edella esitetylla tavalla normaalimuodossa, jos sen valikkeista enintdan S on tyhjentyva, ja
B — bAb|bb. saadaan kielioppi: mahdollista produktiota S — € lukuunottamatta muut produktiot ovat
muotoa
S’ — aBa|aa|bAb|bb|e A—BC tal A-—a,
S — aBa|aa|bAb|bb missa A, B ja C ovat vélikkeita ja a on paatemerkki.
A — aBalaa Lisaksi vaaditaan yksinkertaisuuden vuoksi, etté Iahtosymboli S ei
B — bAb|bb. esiinny mink&aan produktion oikealla puolella.

(Huomataan, etta valike S on nyt itse asiassa “turha”, so. se ei voi
esiintya minkaan kieliopin lauseen johdossa. My6s turhat valikkeet
voidaan haluttaessa poistaa kieliopista samantapaisella algoritmilla
(HT).)
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Lause 3.7.

Lisataan nyt kielioppiin kutakin paatemerkkia a varten uusi vélike C, ja
sille produktio C; — a. Korvataan kussakin muotoa A — Xz ... X,

k > 2, olevassa produktiossa ensin kaikki paatemerkit em. uusilla
valikkeilld, ja sitten koko produktio produktiojoukolla

Mista tahansa yhteydettdmasta kieliopista G voidaan muodostaa
ekvivalentti Chomskyn normaalimuotoinen kielioppi G'.

A — X]_Al
Todistus. Olkoon G = (V,X,P,S). Mikali lahtdsymboli S esiintyy AL XA
G:ssé jonkin produktion oikealla puolella, otetaan kayttéon uusi
lahtosymboli S’ ja lisataan G:hen produktio S’ — S. Poistetaan sitten :
G:sta e-produktiot ja yksikkdproduktiot lemmojen 3.5 ja 3.6 Ao —  Xe_1Xk,
konstruktioilla. TAman jalkeen kaikki G:n produktiot ovat muotoa
A—ataiA— Xi...Xg, k>2(taiS — €/S’ — ¢). missa Az, ...,Ax_» ovat jalleen uusia valikkeita. |
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Em. konstruktiolla saatu Chomskyn CYK-algoritmi
normaalimuoto:

Olkoon G = (V,X,P,S) yhteydeton kielioppi. Lauseen 3.7 nojalla

S — CaS% voidaan olettaa, ettd G on Chomskyn normaalimuodossa. Kysymys,
st — BS; kuuluuko annettu merkkijono x kieleen L(G) voidaan tallgin ratkaista
S% . cCy seuraavasti:
Esimerkki. Kielioppi: = ii i : i
pp S - Sl Jos x = €, niinx € L(G) joss S — € on G:n produktio.
S — aBCd | bbb Sf GGy Mugssa'tapaukses§a merkitddn x = a; .. .ap ja tarkastellaan x:n eri
osajonojen tuottamista.
B — b B — b . . I . - .
Merkitdan Nix:lla niiden valikkeiden A joukkoa, joista voidaan tuottaa
cC —c c —c x:n positiosta i alkava, k merkin mittainen osajono:
Ca — a
C, — b Nk = {AeV—Z|AE>*ai...ai+k_1},
C. — ¢ 1<i<i4+k—-1<n.
Cd — d.

Joukot Nj voidaan laskea taulukoimalla lyhyistd osajonoista pitempiin
seuraavassa esitettavalla tavalla. Selvasti on x € L(G) joss S € Nyj,.
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Esimerkki.
S — AB | BC
Joukkojen Ni, laskeminen: Chomskyn normaalimuotoinen A — BA | a
. G ] kielioppi G: B — CC | b
(i) asetetaan aluksi kaikillai =1,...,n: C - AB | a
Niz := {A €V — X | A— a; on G:n produktio}; CYK-algoritmin laskenta kieliopilla G ja syétteella x = baaba:
. . - . . - i —
i(|ilall\j,kﬁt?r?rlitfri:kalknla k =2,...,njakullakin k kaikilla Ny | 1:b 2:a 13:al4:b ‘ 5.
Ni 1= Ujk:]l {AcV -1 | 1 B A,C |AC| B |AC
A — BC on G:n produktio, missa 2 S,A B S,C|S,A| —
B € N; jaCeNiH,k_j}. [ k|l 3 0 B B -
4 0 S,A,C| —
5 |S,AC —

Koska lahtésymboli S kuuluu joukkoon N1s, paatellaan etta x kuuluu

kieleen L(G).
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3.7 Pinoautomaatit

Yleisesti ottaen CYK-algoritmissa jotakin joukkoa Njx maaritettaessa
edetadn samanaikaisesti sarakkeessa Nj; joukkoa Njc “kohti” ja
diagonaalia Nj_; x—j pitkin siité “poispain”:

Yhteydettomille kielille saadaan automaattikarakterisointi ns.
pinoautomaattien avulla:

sy6tenauha:
nauhapaa: Pinoautomaatti on kuin &érellinen automaatti,
N johon on lisatty rajoittamattoman suuri pino.
ohjausyksikko: ; K I Pinon kéayttd on varsin rajallista: automaatti
5 c| voilukea, kirjoittaa, poistaa tai lisatéa merkkeja
A | vain pinon paalle.
pino T
(tyénauha): S

Harri Haanpaa 187 Harri Haanpaa 188



T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Syksy 2006 T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Syksy 2006

Siirtyméafunktion arvon

Pinoautomaatti on kuusikko
6(q707y) - {(Q17V1)a ceey (quyk)}
M:(Q7zvr767q07F)7 . . . . . .
tulkinta on, ettad ollessaan tilassa g ja lukiessaan sydtemerkin O ja

missa pinomerkin y automaatti voi siirtya johonkin tiloista qs, . . ., gk ja korvata
vastaavasti pinon paallimmaisen merkin jollakin merkeista yi, .. ., Y.

> Q ontilojen adrellinen joukko; Pinoautomaatit ovat siis yleisesséa tapauksessa epadeterministisia.

> 3 on syoteaakkosto; Jos 0 = €, automaatti tekee siirtymén syotemerkkia lukematta. Jos

> [ on pinoaakkosto; Yy = €, automaatti ei lue pinomerkkia ja uusi kirjoitettu merkki tulee

> 0:Qx (Xu{e})x(FTu{e}) — P(Q x (FU{e}))on pinon paalle vanhaa paallimmaista merkkia poistamatta
(joukkoarvoinen) siirtymafunktio; (“push”-operaatio). Jos pinosta luettu merkki on y # € ja kirjoitettavana

> go € Q on alkutila; on Y, = €, pinosta poistetaan sen paallimmainen merkki

(“pop”-operaatio).

» F C Q on (hyvaksyvien) lopputilojen joukko.
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Tilanne (q,w,a) johtaa tilanteeseen (q’,w’,a’), merkitaan
. . . I . wW. o * ! W/ a/
Automaatin tilanne on kolmikko (g,w,a) € Q x ¥* x I'*; erityisesti (a,w, )b (o, w, ),
automaatin alkutilanne syoétteella x on kolmikko (qo, X, €). jos on olemassa tilannejono (do, Wo, o), (Q1,W1,a1), -, (Gns W, On),
Intuitio: tilanteessa (g, w, ) automaatti on tilassa g, syétemerkkijonon n > 0, siten etta
kasittelematon osa on w ja pinossa on ylhaalta alas lukien merkkijono P
a. (q,w,0) = (QO7W070‘0)|;(Q17W170‘1)|; IJ(CImeO(n) = (q’,w’,a).

- ; ; ! ! g
Tilanne (g,w, a) johtaa suoraan tilanteeseen (q’,w’,a’), merkitaan Pincautomaatti M hyvaksyy merkkijonon x € X*, jos

(9,w, ) b (¢',w',a’), (do,x,€)H*(as,€,0) joillakings € F jaa € ',
M
jos voidaan kirjoittaa w = ow’, a = yB, o’ = YB (|a|, |y, |Y| < 1), siten siis jos se sydtteen loppuessa on jossakin hyvaksyvassa lopputilassa;
etta muuten M hylkaa x:n.
(qd’,Y) € &(q,0,y). Automaatin M tunnistama kieli on:
LM) = {xeX*|(do,x,€)F"(a,¢,0a)
M

joillakings € Fjaa € [*}.
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Esimerkki. € Pinoautomaatti kielelle {akb* | k > 0}:

M= ({q07QI7q27q3}7 {avb}a {Avé}yé) Jo, {q07q3})7

missa Kaavioesitys:

a,e/A
6(q0,a,s) = {(qu)}’
d(ai,a,€) = {(a1,A)},
3(as,b,A) = {(a,€)},
&(ai,b,A) = {(a3,€)}, b,A/e
6(q27b7A) = {(qZ’S)}’ b’A/E
3(az,b,A) = {(as,€)},
6(q,0,y) = 0 muilla(q,0,Yy).

Harri Haanpaa
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Pinoautomaatit ja yhteydettomat kielet

Lause 3.8 Kieli on yhteydetén, jos ja vain jos se voidaan tunnistaa
jollakin (epadeterministiselld) pinoautomaatilla. O

Em. lauseen todistus sivuutetaan tdssa, mutta periaatteena esim.
annettua kielioppia G vastaavan pinoautomaatin Mg toiminnassa on,
ettéd Mg:n pinon kayttaytyminen syétteellda x noudattelee G:n mukaisen
vasemman lausejohdon S =*x etenemista: jos pinon paallimmaisena

Im

on valikemerkki, sovelletaan jotain G:n produktiota ja lisataan pinon
pinnalle vastaavat merkit; jos pinon paallimmaisena on paatemerkki,
se sovitetaan yhteen seuraavan sydtemerkin kanssa.

Harri Haanpaa
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Automaatin toiminta syétteella aabb:

(qo,aabb.€) + (di,abb,A)  (qa,bb,AA)
F o (g2,b,A)  F (gs,&€).

Koska gz € F = {do,ds}, on siis aabb € L(M).
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Esimerkki. Kielioppia
{S — aSbS | bSaS | €} vastaava
pinoautomaatti:

Automaatin kuvauksessa on
kaytetty seuraavaa

luonnollista

lyhennemerkintaa:

o
3
S
N
Ul
o
Z
X
fty
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Esimerkiksi syotteella abab on em. automaatilla seuraava hyvaksyva Pinoautomaatti M on deterministinen, jos jokaisella tilanteella (q,w,a)
laskenta: on enintaén yksi mahdollinen seuraaja (q',w’,a’), jolla

(q07abab78) q,abab,S#) F*
q,bab,SbS#)

( q,abab,aShS#) (a,w,0) - (a',w',a’)
( M
(g,ab,SaShS#)

(

(

(

(

(g,bab,bSaShS#)
(q,ab,aSbS#)
(
(

Toisin kuin aarellisten automaattien tapauksessa, epadeterministiset
pinoautomaatit ovat aidosti vahvempia kuin deterministiset.
Esimerkiksi kieli {wwR | w € {a,b}*} voidaan tunnistaa
epadeterministisella, mutta ei deterministisella pinoautomaatilla. (Tod.
Siv.)

d,b,bS#)

l_
q,b,ShS#) -
o (9,8 #)

l_
l_
|_
l_
F (9,g,S#)
F o (ar,€,¢€).

Tama vastaa annetun kieliopin mukaista lauseen abab vasenta johtoa:

Yhteydeton kieli on deterministinen, jos se voidaan tunnistaa jollakin
S = aSbS = abSaShS = abaSbS deterministisella pinoautomaatilla. Deterministiset kielet voidaan
= ababS = abab. jasentaa ajassa O(n); yleiset yhteydettomat kielet vaativat tunnetuilla
menetelmilla lahes ajan O(n?).
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3.8 Yhteydetttmien kielten rajoituksista Todistus.
Yhteydettomille kielille on voimassa saannéllisten kielten Olkoon G = (V, X, P, S) Chomskyn normaalimuotoinen kielioppi L:lle.
pumppauslemman vastine. Nyt kuitenkin merkkijonoa on pumpattava Talldin missa tahansa G:n jasennyspuussa, jonka korkeus on h, on
samanaikaisesti kahdesta paikasta. enintaan 2" lehted. Toisin sanoen, mink& tahansa z € L jokaisessa

Lemma 3.9 (“uvwxy-lemma”) Olkoon L yhteydeton kieli. Talléin on jasennyspuussa on polku, jonka pituus on vahintaén logs |z|.

olemassa sellainen n > 1, ettd mik4 tahansa z € L, |z| > n, voidaan Olkoon k = |V — X| kieliopin G valikkeiden maara. Asetetaan
jakaa osiin z = uvwxy siten, etta n = 2*1 Tarkastellaan jotakin z € L, |z| > n, ja sen jotakin
(i) lvx| > 1, jasennyspuuta.

Edellisen nojalla puussa on polku, jonka pituus on > k + 1; talla
polulla on siis jonkin vélikkeen toistuttava — itse asiassa jo polun k 42
alimman solmun joukossa. Olkoon A jokin téllainen vélike.

(i) [vwx| <,

(iii) uv'wx'y € L kaikillai =0,1,2,....

Harri Haanpaa 199 Harri Haanpaa 200



T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Syksy 2006

T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Syksy 2006

Merkkijono z voidaan nyt osittaa z = uvwxy, missd w on A:n Koska siis S =* uAy, A =* vAx ja A =" w, osajonoja v ja x voidaan

alimmasta ilmentymasta tuotettu osajono ja vwx seuraavaksi “pumpata” w:n ymparilla:

ylemmasta A:n ilmentymasta tuotettu osajono; osajonot saadaan . o o

johdosta S =" uAy =" uvAxy =" uviAXy =F L =T uv'Ax'ly = uv'wx'y.

S =" uAy =" uvAxy =" uvwxy. . O N
Siten uv'wx'y € L kaikillai =0,1,2,....
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Esimerkki.

Tarkastellaan kielta
. . . L= {a“b“c" [k > 0}.
Koska kielioppi G on Chomskyn normaalimuodossa ja A =* vAXx, on

oltava |vx| > 1. Oletetaan, etta L olisi yhteydeton; valitaan parametri n lemman
Koska edelleen valikkeen A valinnan perusteella sen toiseksi ylin mukaisesti ja tarkastellaan merkkijonoa z = a"b"c" € L.
ilmentyma on enintéaéan korkeudella k 4 1 jasennyspuun lehdista, on Lemman 3.9 mukaan z voidaan jakaa pumpattavaksi osiin
t&han ilmentyma&an juurtuvan alipuun tuotokselle voimassa pituusraja

lvwx| < 2%t =n. O Z = uvwxy, lvx| > 1, [vwx| < n.

Viimeisen ehdon takia merkkijono vx ei voi siséltéda seké a:ta, b:ta etta
c:ta. Merkkijonossa uv®wx®y = uwy on siten ylijaama jotakin merkkia
muihin merkkeihin nédhden, eik& se voi olla kielen L maaritelmésséa
vaadittua muotoa, vaikka lemman mukaan pitéisi olla uwy & L.
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4. TURINGIN KONEET

Alan Turing 1935-36. Turingin kone on kuin aarellinen
automaatti, jolla on kaytossaan nauha. Turingin koneen kanssa ekvivalentteja laskentamalleja:
nauha: > | T/U| R I | N[G|<| [ Kone voi siirtaa nauhapaata » Godelin—Kleenen rekursiivisesti maaritellyt funktiot (1936),

vasemmalle tai oikealle; se voi myds

nauhapai: iy » Churchin A-kalkyyli (1936),
P lukea tai kirjoittaa nauhapaan kohdalla ) ) ) - )
. . » Postin (1936) ja Markovin (1951) merkkijonomuunnossysteemit,
olevan merkin. Nauha on oikealle Kaikki rviyi hielmointikiel
A rajaton. aikki nykyiset ohjelmointikielet.
ohjausyksikkd: o Churchin—Turingin teesi: Mika tahansa Turingin koneet = ohjelmointikieli.
5 mekaanisesti ratkeava ongelma
voidaan ratkaista Turingin koneella.
Harri Haanpaa 205 Harri Haanpaa 206
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Maaritelma 4.1 Turingin kone on seitsikko

Siirtyméafunktion arvon

M= (QaZ,raéaQOaQaccﬂrej), 5(q a) - (q/ b A)
missa:
o _ _ tulkinta:
Q on koneen tilojen aarellinen joukko; Ollessaan tilassa g ja lukiessaan nauhamerkin (tai alku- tai

>

> 2 on koneen syoteaakkosto; loppumerkin) a, kone siirtyy tilaan ', kirjoittaa lukemaansa paikkaan
>

>

[ O X on koneen nauha-aakkosto (ol. etta >, < ¢ I'); merkin b, ja siirtdd nauhapaaté yhden merkkipaikan verran suuntaan

3 (Q — {Gace; Urej}) X (TU{>,<}) — Q x (TU{>,4}) x {L,R} A (L~ "left’, R ~ “right”).

on koneen siirtyméafunktio; Sallittuja kirjoitettavia merkkeja ja siirtosuuntia on rajoitettu, mikali a =
> go € Q on koneen alkutila; ‘>’ tai ‘<, ja siirtyméafunktion arvo on aina maarittelematon, kun

g = Qacc tai g = gyej. Joutuessaan jompaan kumpaan naista tiloista

> € Q on koneen hyvaksyva ja
Geco € Q yvarsyval kone pyséahtyy heti.

v

Orej € Q sen hylkaava lopputila.
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Koneen tilanne on nelikko
(q,u,a,v) €Q x I x (FTu{e}) x I,
Siis: siirtyméafunktion arvoilta missa voi olla a = €, mikali myés u = € taiv = &.
5(a,a) — (q’, b,A) Tulkinta: kone on tilassa ¢, nhauhan siséltd sen alusta nauhapaan

vasemmalle puolelle on u, nauhapdan kohdalla on merkki a ja nauhan

vaaditaan: siséltd nauhapéén oikealta puolelta kaytetyn osan loppuun on v.

Mahdollisesti on a = €, jos nauhapaa sijaitsee aivan nauhan alussa tai
sen kaytetyn osan lopussa. Ensimmaisessa tapauksessa ajatellaan,
etté kone “havaitsee” merkin >’ ja toisessa tapauksessa merkin ‘<.

(i) jos b =1, niin a =p;
(i) josa=r,ninb=>jaA=R;
(ii) jos b = <, niina = <ja A = L. Alkutilanne syotteella x = a;ay...an on nelikko

(qo,s,al,az .. .an).

Tilannetta (g,u,a,v) merkitdan yleensa yksinkertaisemmin (q,uav),
ja alkutilannetta syoétteella x yksinkertaisesti (qo, x ).
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T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Syksy 2006
Tilanne (g, w) johtaa suoraan tilanteeseen (q’,w’), merkitaan Tilanne (g,w) johtaa tilanteeseen (q’,w’), merkitaan
* !/ /
(a:w)E(a’,w'), (a,w)F"(a’w'),
jos jokin seuraavista ehdoista tayttyy: kaikilla q,q’ € Q, u,v € '*, 195 on 0'?”‘&53& tilannejono (qgo,Wo), (d1,W1), ..., (an,Wn), N >0,
a,berljacelu{e} siten etta
. oy . , _
jos 8(q,a) = (q’,b,R), niin (q,uacv) 'J (q’,ubcv); (9,w) = (o, Wo) 'J (Q1,W1)|; ';(Qn,Wn) — (', w").
jos 8(q,a) = (q’,b,L), niin (g,ucav)(q’,ucbv);
M . . . .
Turingin kone M hyvéksyy merkkijonon x € ¥*, jos
jos &(q,>) = (q’,>,R), niin (q,&cv) - (q’,cv); g yvarsyy J ]
M
jos 6(q,<1) _ (q/’ ) niin (q’ug) : (q/7ub§); (qo’l)b (qacc,W) jollakinw € I'*;
jos 8(a,<) = (q', b, L), niin (q,ucg)l;(Q’,ugb): muuten M hylk&a x:n.
jos &(q,<) = (q’,<,L), niin (q,ucg) - (q’,uc). Koneen M tunnistama kieli on:
M
Tilanteet, jotka ovat muotoa (Qacc, W) tai (grej, W) eivét johda L(M) ={x € £* | (do,X) " (dacc, W) jollakin w € [*}.
M

mihink&&n muuhun tilanteeseen. Naissa tilanteissa kone pysahtyy.
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Esimerkki 1. Kaavioesityksesséa kaytetyt merkinnat:
Tilaq
Kieli {a? | k > 0} voidaan tunnistaa Turingin koneella
:({q07q17q g ‘},{a},{a},é,QO,q N ')7 :
accs Urej acc) Yrej e Alkutila
Kaavioesitys:
misséa a /a R @ Hyvaksyva lopputiladaco
6(q0)a) — (qlaa R)
o(q1,a) = (go,a,R), QoL a/a,R oaL @ Hylkaava lopputila drej)
8(do,<) = (Gace,,L), 7
6(Q17<]) = (Qrequ L)
0 a/b,A 0 Tilasiirtyméad(q,a) = (d’,b, A)
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Esimerkki 2.

a/a,R

e Kielen {akbkck |k > 0} tunnistava Turingin kone:
a/a,R

</<1 L a/a,L a/a R c/}jci R

@ /q\a/A,R@ b/B,R q

0 Selkeyden vuoksi ei koneen

a/aL a/AR c/C.L hylk?ava.a Iopput|la.a.gr?j ole.
tassé esitetty eksplisiittisesti.

A/A, R Tulkinta on talldin, etta kaikki
kaaviosta “puuttuvat” kaaret

Koneen M laskenta esimerkiksi syotteelld aaa etenee seuraavasti:

(o, 2aa) : (ql,aga)lg(%,aag) afaL %3/8 R UC/C,L johtavat tahan tilaan.
’ ’ b/b,L
- (a1, aaag) - (Orej, 222). @ B //B’LL
a/a,
), B/B,R
Kone pyséhtyy tilassa gy, joten aaa ¢ L(M). C/C,R
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Koneen laskenta sy6tteelld aabbcc:
do,aabbce) F (gy,Aabbec) -
d1,Aabbcc) - (gz,AaBbcc) F
d2,AaBbcc) - (gs,AaBbCc) F
0s,AaBbCc) - (g3, AaBbCc)
ds,AaBbCc) I (q4,AaBbCc)

I_
l_

Syksy 2006

g2, AABBCc) I- (02, AABBCC) @ AAvR
03, AABBCC) - (g3, AABBCC)

03, AABBCC) |- (qa, AABBCC) - Yt @ son
0, AABBCC) F (gs, AABBCC) - )

ds,AABBCC) I- (ds,AABBCC) - gﬁ;g

(
(
(
E
(91, AABbCc) F (q1,AABbCC)
(
(
(
(
(
(

05, AABBCCE) I (Gace, AABBCC).
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Formaalisti k-urainen Turingin kone on seitsikko

M= (Qazy r767 QOaQacmqrej)?

missa muut komponentit ovat kuten standardimallissa, paitsi
siirtyméfunktio:

O (Q — {dacc, Orej }) ¥ (M u{r,<}) = Q x (Mu{r,<}) x {L,R}.

Seuraajatilannerelaation |-, alkutilan jne. maaritelmét ovat pienia

M
muutoksia lukuunottamatta samanlaiset kuin standardimallissa.
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4.2 Turingin koneiden laajennuksia

1. Moniuraiset koneet
Sallitaan, etté Turingin koneen

nauha koostuu k:sta AlL|A|[N|#|#|l#| #
rinnakkaisesta urasta, jotka kaikki v Al Tl HI 1| sl Ol N
##

laskenta-askelessa:
Koneen siirtyméafunktion arvot ovat
talléin muotoa:

kone lukee ja kirjoittaa yhdessa TIulrl T INTG
nauhapéaa: ‘

5(a; (az,-..,a) = (a', (ba,- -, bx), A),

missé ay,...,ax ovat urilta 1,... k luetut merkit, by, ..., b niiden
tilalle kirjoitettavat merkit, ja A € {L,R} on nauhapaan siirtosuunta.

Laskennan aluksi tutkittava syote sijoitetaan ykkdsuran vasempaan
laitaan; muille urille tulee sen kohdalle erityisia tyhjamerkkeja #.

Harri Haanpaa
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Lause 4.1.

Jos formaali kieli L voidaan tunnistaa k-uraisella Turingin koneella, se
voidaan tunnistaa myds standardimallisella Turingin koneella.

Todistus. Olkoon M = (Q, X, T, 8, o, ace, Orej) K-urainen Turingin
kone, joka tunnistaa kielen L. Vastaava standardimallinen kone M
muodostetaan seuraavasti:

A~ A A

M= (Q?Zv r78760,qa00,qr6j)7

missd @ = QU {6y, d1,G,}, I = ZUTX ja kaikilla g € Q on

Harri Haanpaa
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Koneen M laskennan aluksi taytyy syotejono “nostaa” ykkdsuralle, so. 2. Moninauhaiset koneet
korvata nauhalla merkkijono a;a; . ..a, merkkijonolla

1L [AlLIAIN | [ L] [
S

A 2. [MALT HI[S[ON] [
w1 L+ v 8. [TURIIING] [ [ [

Tata operaatiota varten liitetdan M:sta kopioidun siirtyméafunktion osan

alkuun viel& pieni “esiprosessori”:
Yo

0

Sallitaan, etta Turingin koneella on k toisistaan riippumatonta nauhaa,
joilla on kullakin oma nauhapaanséa. Kone lukee ja kirjoittaa kaikki
nauhat yhdessa laskenta-askelessa. Laskennan aluksi syéte

O sijoitetaan ykkésnauhan vasempaan laitaan ja kaikki nauhapaat
nauhojensa alkuun.
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Tallaisen koneen siirtymafunktion arvot ovat muotoa Lause 4.2.

R,
6(d, a1, -, ax) = (@, (b1, As), ., by, Ax)), Jos formaali kieli L voidaan tunnistaa k-nauhaisella Turingin koneella,

se voidaan tunnistaa myo6s standardimallisella Turingin koneella.

missé ay,...,ax ovat nauhoilta 1,. ..,k luetut merkit, by, ..., by niiden ) )
tilalle kirjoitettavat merkit, ja Ay, ..., A¢ € {L,R} nauhapéiden Todistus (idea). Olkoon
snrtosuu-nn.at. | o N M = (Q,X.,T,8,do. Gacc; Ore]) 1. |AIL| AN # # ##
Formaalisti k-nauhainen Turingin kone on seitsikko 2. T
k-nauhainen Turingin kone, joka tunnistaa 3. IMATHIISON
M = (Q,%,T, 3,0, Jacc; Urej) kielen L Konetta M voAida-an simuloida CTURTIN TG progem
L " ) " dardimalli . 2k-uraisella koneella M siten, etta koneen g 1
n?.lstsa 2uuti<t.0.rnponentlt ovat kuten standardimallissa, paitsi M parittomat urat 1,3,5, ..., 2k — 1
siirtymatunko: vastaavat M:n nauhoja 1,2,...,k, ja
8:(Q — {6lace, G }) x (MU, 1) = Q x (MU e a}) x {LR}E. uiakin paritonta wraa sewraavalla oY
parillisella uralla on merkilla T merkitty do
Seuraajatilannerelaatio ym. peruskasitteet maéritellaan pienin vastaavan nauhan nauhapaan sijainti. 5

muutoksin entiseen tapaan.
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3. Epadeterministiset koneet

Formaalisti epadeterministinen Turingin kone on seitsikko
Simuloinnin aluksi sy6temerkkijono sijoitetaan normaalisti koneen M
ykkosuralle. Ensimmaisessé siirtymassaan M merkitsee M = (Q,%,T,8,q0, Gacc; drej);

nauhapaaosoittimet T parillisten urien ensimmaisiin merkkipaikkoihin. o ) o )
missa muut komponentit ovat kuten deterministisessa

Taman jalkeen M toimii “pyyhkiméalla” nauhaa edestakaisin sen alku- ja standardimallissa, paitsi siirtymafunktio:

loppumerkin vélilla. Vasemmalta oikealle pyyhkaisylla M kera4 tiedot

kunkin osoittimen kohdalla olevasta M:n nauhamerkisté. Kun kaikki 8 (Q — {Gacc, rej}) X (TU{>,a}) — P(Q x (TU{>,<}) x {L,R}).
merkit ovat selvilla, M simuloi yhden M:n siirtymén, ja takaisin oikealta

vasemmalle suuntautuvalla pyyhkaisylla kirjoittaa T-osoittimien Siirtymafunktion arvon

kohdalle asianmukaiset uudet merkit ja siirtda osoittimia. O

6(q7a) = {(Q17b17A1)7' : '7(qk¢bk7Ak)}

tulkinta on, etté ollessaan tilassa g ja lukiessaan merkin a kone voi
toimia jonkin kolmikon (g, bj, Aj) mukaisesti.
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Esimerkki.
Epéadeterministisen koneen tilanteet, tilannejohdot jne. maaritellaan
formaalisti samoin kuin deterministisenkin koneen tapauksessa, paitsi
etta ehdon &(q,a) = (g',b, A) sijaan kirjoitetaan (¢, b, A) € 8(q,a). :hdiitlettyjen lukujen “tunnistaminen” epéadeterministisilla Turingin
oneilla.

Taméan muutoksen takia seuraajatilannerelaatio - ei ole enaé ] o . ) o
Ei-negatiivinen kokonaisluku n on yhdistetty, jos silla on

kokonaislukutekijat p,q > 2, joilla pg = n. Luku, joka ei ole yhdistetty,
on alkuluku.

M
yksiarvoinen: koneen tilanteella (q,w) voi nyt olla useita vaihtoehtoisia

seuraajia, so. tilanteita (q’,w’), joilla (q,w)+ (q’,w’).
M

Koneen M tunnistama kieli méaaritellaan: Oletetaan, ettd on jo suunniteltu deterministinen kone CHECK_MULT,

. . joka tunnistaa kielen
L(M) = {x € Z* | (do,X) F"(acc, W) jollakin w € *}.
M

L(CHECK_MULT) = {n#p#4q | n,p,q binaérilukuja, n = pq}.
Epéadeterministisen koneen M tapauksessa siis merkkijono x kuuluu
M:n tunnistamaan kieleen, jos jokin M:n kelvollinen tilannejono johtaa Olkoon lisaksi GO_START deterministinen Turingin kone, joka siirtaa

alkutilanteesta syotteella x hyvaksyvaan lopputilanteeseen. nauhapaan osoittamaan nauhan ensimmaista merkkia.
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Olkoon edelleen GEN_INT seuraava mielivaltaisen ykkosta Epéadeterministinen Turingin kone TEST_COMPOSITE, joka tunnistaa
suuremman bindariluvun nauhan loppuun tuottava epadeterministinen kielen

Turingin kone:
L(TEST_COMPOSITE) = {n | n on binaarimuotoinen yhdistetty luku}
0/0,R

l/l,R <1/0,R

voidaan muodostaa néista komponenteista yhdistamalla:
</0,R

LS e w®
o Lo gm0 gpen  Opeo O

4/1,R GEN_INT GEN_INT GO_START CHECK_MULT
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Lause 4.3

Yhdistetty kone hyvaksyy syétteend annetun bindariluvun n, jos ja vain

jos on olemassa binaariluvut p,q > 2, joilla n = pg — siis jos ja vain Jos formaali kieli L voidaan tunnistaa epadeterministisella Turingin

jos non yhdistetty luku. koneella, se voidaan tunnistaa myds standardimallisella

Huom. Yleinen kaaviomerkintéa Turingin koneiden yhdistamiselle: deterministisella Turingin koneella.

Todistus (idea). Olkoon

@
Q My @ M = (Q,%,T, 0,90, Gacc, Urej)
HQ Mo @ epadeterministinen Turingin kone, joka tunnistaa kielen L. Konetta M
@ voidaan simuloida kolmenauhaisella deterministisella koneella M, joka
Q M @ kay systemaattisesti Iapi M:n mahdollisia laskentoja (tilannejonoja),
2 @ kunnes loytaa hyvaksyvan — jos sellainen on olemassa. Kone M

voidaan edelleen muuntaa standardimalliseksi edellisten lauseiden
konstruktioilla.
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Tarkemmin sanoen, olkoon r

Yksityiskohtaisemmin: suurin M:n siirtyméfunktioAn
Nauhalla 1 M sailyttaa kopiota arvojoukon koko. Talléin M:lla on
syltejonosta ja nauhalla 2 se _ erityiset nauhamerkit Dy,...,D;, 1. ‘ i ‘ n\ p ‘ u ‘ t ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
simuloi koneen M tydnauhaa. 1. [ilnfplul k NN joista koostuvia jonoja se generoi _ !
Kunkin simuloitavan laskennan 5 | iTnfwi O[R[K[ | | |.-- .n“a_uhalle 3 ka“nonisessa 2. | [i[nWO[RIK] [ | [--
aluksi M kopioi syétteen nauhalta 1 — B jarjestyksessa: €, D1, Do, ..., Dy,

. . 3. D4|D3|D,|D2|Dy[D4lDy | |-
nauhalle 2 ja pyyhkii pois nauhalle 3. | | [D4Ds|D,/D,|D1[D4Dy | |- D1Ds, D1Da, ..., D1Dy, D2Dy, ...
2 edellisen laskennan jaljilta Kutakin generoitua jonoa kohden
mahdollisesti jaéneet merkit. M simuloi yhden M:n osittaisen Qi -0
Nauhalla 3 M pitéa kirjaa vuorossa 1 -0z laskennan, jossa i
olevan laskennan %o epadeterministiset valinnat 5
“jarjestysnumerosta”. 0 tehd&an kolmosnauhan koodijonon

ilmaisemalla tavalla.
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Esimerkiksi jos kolmosnauhalla on 1 Cinfplult] [ [ ] [
jono D1D3Ds, niin ensimmaisessa )
siirtyméassa valitaan vaihtoehto 1, 2. i[nWOIRIK] | [ [--
toisessa vaihtoehto 3, 1. Cifn[plult] [ [ ] [ A
kolmannessa vaihtoehto 2. Ellei B 3. D4|D3| D,/ Do|Dy[DalDy | |-
tama laskenta johtanut M:n 2.| Li[n[WOIRIK[] | [ |-
hyvaksyvaan lopputilaan, —
generoidaan seuraava koodijono 8. |D4D5[D,|D,[Dy[DalDS| | |- G -9
D,D3D3 ja aloitetaan alusta. %
Jos koodijono on epékelpo, so. jos 4~ 0
siin& jossakin kohden on %
tilanteeseen liian suuri koodi, 5 Selvasti tama systemaattinen koneen M laskentojen lapikaynti johtaa
simuloitu laskenta keskeytetaan ja koneen M hyvaksymaan sydtejonon, jos ja vain jos koneella M on
generoidaan seuraava jono. syGtteen hyvéksyva laskenta. Jos hyvaksyvad laskentaa ei ole, kone

M ei pysahdy. O
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1.7 Numeroituvat ja ylinumeroituvat joukot

Maaritelm& 1.10 Joukko X on numeroituvasti dareton, jos on
olemassa bijektio f : N — X. Joukko on numeroituva, jos se on
aarellinen tai numeroituvasti aareton. Joukko, joka ei ole numeroituva
on ylinumeroituva. Todistus. Muodostetaan bijektio f : N — > seuraavasti. Olkoon

Y ={aj,ayp,...,an}. Kiinnitetdan ¥ :n merkeille jokin “aakkosjarjestys”;
olkoonse a; < a, < --- < an.

Lause 1.11 Minka tahansa aakkoston ¥ merkkijonojen joukko ¥* on
numeroituvasti aareton.

Intuitiivisesti sanoen joukko X on numeroituva, jos sen alkiot voidaan

jarjestaa ja indeksoida luonnollisilla luvuilla:
Joukon X* merkkijonot voidaan nyt luetella valitun aakkosjarjestyksen

X = {Xo,X1,Xz, .., Xn-1}, suhteen kanonisessa t. leksikografisessa jarjestyksessa (engl.

jos X on n-alkioinen aarellinen joukko ja canonical t. lexicographic order) seuraavasti:

» ensin luetellaan 0:n mittaiset merkkijonot (= €), sitten 1:n mittaiset
(=az,az,...,ay), sitten 2:n mittaiset jne.;

jos X on numeroituvasti aareton. » kunkin pituusryhmén sisalla merkkijonot luetellaan

Numeroituvan joukon kaikki osajoukot ovat myds numeroituvia (HT), aakkosjarjestyksessa.

mutta ylinumeroituvilla joukoilla on sek& numeroituvia ettéa

ylinumeroituvia osajoukkoja. Siten ylinumeroituvat joukot ovat jossain

mielessa “isompia” kuin numeroituvat.

X = {Xo,Xl,Xz,. ..},
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Bijektio f on siis:
Itse asiassa milla tahansa ohjelmointikielella kirjoitetut ohjelmat ovat
0 — ¢ kielen perusaakkoston (esim. C-kielesséa ASCII-merkiston)
2n+1 — aya merkkijonoja. Lauseen 1.11 mukaan minkéa tahansa aakkoston
merkkijonojen joukko on numeroituvasti daretén, joten myés milla

I

a

2 = & tahansa ohjelmointikielella mahdollisten ohjelmien joukko on

3n — apan numeroituva.

n — a : : Seuraavaksi todistetaan, etta kaikkien formaalien kielten joukko on
n+1 — aay n24n — ama; ){Ilnumer0|tu_va. For_magle.]a Ifle"|.l.a on _sus ej-ngn?mar.\. k.um_mahdo!llsua
N2 aa ) tietokoneohjelmia, ja siksi millaédn ohjelmointikielell& ei voida laatia

192 n“+n+l — aaay tunnistusautomaatteja kaikille formaaleille kielille. (Tai toisin sanoen:
n“+n+2 — aaa on olemassa “periaatteessa mahdollisia” I/O-kuvauksia, joita ei voida
2n — aja : : L toteuttaa tietokoneella.)
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Lause 1.12 Minka tahansa aakkoston ¥ kaikkien formaalien kielten
perhe on ylinumeroituva.

Todistus (ns. Cantorin diagonaaliargumentti). Merkitaan aakkoston X A
kaikkien formaalien kielten perhetta P(X*) = 4. Tehdaan vastaoletus: N A AL A Ag
oletetaan, etté olisi olemassa kaikki _:n formaalit kielet kattava Kuvallisesti todistuksen idea voidaan
numerointi: 1 esittd& seuraavasti. Muodostetaan
A= {Ao,A1,Az,...}. Xo 0 o0 1 .- Kielten Ag,A,A,, ... ja merkkijonojen
Olkoot ¥*:n merkkijonot kanonisessa jarjestyksessa Xg, X1, Xz, . . .. 0 X0, X1,X2,.. . “insidenssimatriisi”, jonka
Maaritellaan em. numerointeja kayttaen formaali kieli A: x| 0 4 0 0 - rivinisarakkeessajonarvo1jos
0 Xi € Aj ja muuten 0. Tallgin kieli A
A={xeX"|x ¢A}. X, | 1 1 1 1 poikkeaa kustakin kielesta A, matriisin
1 “diagonaalilla™:
Koska A € 4 ja 4:n numerointi oletettiin kattavaksi, pitéisi olla A = Ay X3 | O 0 0 Ji
jollakin k € N. Mutta talldin A:n maaritelman mukaan

Xk EA<:)>X|< ¢Ak =A.

Saatu ristiriita osoittaa, etté vastaoletus on vaara. O
242
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Todistus. Oletetaan vaitteen vastaisesti, etta tallainen funktio halt
voitaisiin laatia. Muodostetaan taté kayttéden toinen funktio confuse

(ks. alla).

1.8 *Ekskursio: Turingin pysahtymisongeima Merkitaan funktion confuse ohjelmatekstia c:ll4 ja tarkastellaan
Lauseiden 1.11 ja 1.12 mukaan on siis olemassa formaaleja kielia funktion confuse laskentaa talla omalla kuvauksellaan.
(I/O-kuvauksia), joita ei voida toteuttaa esim. C-ohjelmilla. Enté jokin
konkreettinen esimerkki tallaisesta? . o
Tunnetuin esimerkki on ns. Turingin pysahtymisongelma. (Alan Turing, VOl(,j confuse (char *p){ Saadaan r|st|r||."[a: confuse (c)
1936). C-ohjelmia kayttaen tulos voidaan muotoilla seuraavasti: int halt (Cha,r *p, char *x){ pysahtyy

/* Funktion halt runko. */ &
Véite. Ei ole olemassa C-funktiota halt (p, x), joka saa syotteendan } halt (c,c) == 1
mielivaltaisen C-funktion tekstin p ja télle tarkoitetun syétteen x ja if (halt(p,p) == 1) while (1); N
tuottaa tuloksen 1, jos p:n suoritus pysahtyy syoétteella x, ja O jos p:n ) confuse (c) ei pysahdy.

suoritus x:l1a jaa ikuiseen silmukkaan.
Ristiriidasta seuraa, ettd oletettua pysahtymistestausfunktiota halt ei
voi olla olemassa. ]

Samansukuisia ns. ratkeamattomia ongelmia on itse asiassa paljon.
Asiaan palataan kurssin loppupuolella.
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6. LASKETTAVUUSTEORIAA

Vaihtoehtoinen termistd: Palautetaan mieliin paatésongelmien
(bindarivasteisten I/O-kuvausten) ja formaalien kielten vastaavuus:

paatdsongelmaa [ vastaava formaali kieli An koostuu niista syétteista
Laskettavuusteoria: Tarkastellaan mita Turingin koneilla voi ja X, joille ongelman [T vastaus on “kylla” (so. toivottu vaste = 1).

erityisesti mita ei voi laskea.

Churchin-Turingin teesi: Mielivaltainen (riittavéan vahva) laskulaite =
Turingin kone.

Paatdsongelma I on ratkeava, jos sita vastaava formaali kieli Ap on
Tarkea erottelu: Pysahtyvat ja ei-pysahtyvat Turingin koneet. rekursiivinen, ja osittain ratkeava, jos An on rekursiivisesti
Maaritelmé 6.1 Turingin kone numeroituva. Ongelma, joka ei ole ratkeava, on ratkeamaton. (Huom.:
ratkeamaton ongelma voi siis olla osittain ratkeava.)

M = (Q,%,T,3,do, Gacc, rei) Toisin sanoen: paatdsongelma on ratkeava, jos silla on totaalinen,
kaikilla syotteilla pyséhtyva ratkaisualgoritmi, ja osittain ratkeava, jos
silla on ratkaisualgoritmi joka “kylla"-tapauksissa vastaa aina oikein,
mutta “ei’-tapauksissa voi jaadda pysahtymatta.

on totaalinen, jos se pyséhtyy kaikilla syétteilla. Formaali kieli A on
rekursiivisesti numeroituva, jos se voidaan tunnistaa jollakin Turingin
koneella, ja rekursiivinen, jos se voidaan tunnistaa jollakin totaalisella
Turingin koneella.
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(i) Olkoot M4 ja Mg totaaliset Turingin koneet, joilla L(Ma) = A,
L(Mg) = B. Kielen AU B tunnistava totaalinen Turingin kone M

6.2 Rekursiivisten ja rek. num. kielten

perusominaisuuksia ) saadaan yhdistamalla Ma ja Mg toimimaan perakkain: jos Mp
Lause 6.1 Olkoot A,B C ¥* rekursiivisia. Talloin myos A =Y * — A, hyviksyy syotteen, myds M hyvaksyy; jos Ma paatyy hylkaamiseen, M
AUB ja ANB ovat rekursiivisia. simuloi viela Mg:té.
Todistus.

(i) Olkoon My totaalinen Turingin kone, jolla L(Ma) = A. Kielen A
tunnistava totaalinen Turingin kone saadaan vaihtamalla Ma:n O O
hyvaksyva ja hylkaava lopputila keskenaan. Q

—_—= MA

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

””””””””””””””” (i) ANB = AUB. O
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Olkoot Mp ja Mgz Turingin koneet kielten A
Lause 6.2 Olkoot A,B C ¥ * rekursiivisesti numeroituvia. Tall6in myos ja A tunnistamiseen. Kaikilla x € * joko
AUB ja AN B ovat rekursiivisesti numeroituvia. Ma tai Mz pysahtyy ja hyvaksyy x:n.
Todistus. AN B kuten Lause 6.1 ja AUB kuten Lause 6.3. (HT) O Muodostetaan Ma ja Mj *rinnakkain®

o o o o ) o yhdistamalla totaalinen kaksinauhainen
Lause 6.3 Kieli A C X* on rekursiivinen, jos ja vain jos kielet A ja A

N ; L tunnistajakone M: M simuloi
ovat rekursiivisesti numeroituvia. ykkdsnauhallaan konetta My ja

Todistus. Lauseen 6.1(i) nojalla jos A on rekursiivinen, myos Aon kakkosnauhallaan konetta M.

rekursiivinen ja siis seka A etta A ovat rekursiivisesti numeroituvia. o
Osoitetaan, etté jos A ja A ovat rekursiivisesti numeroituvia, A on Jos ykkossimulaatio pyséhtyy hyvaksyvaan lopputilaan, M hyvaksyy
rekursiivinen: sybtteen; jos taas kakkossimulaatio hyvaksyy, M hylkaa syotteen. [

Seuraus 6.4 Olkoon A C ¥* rekursiivisesti numeroituva kieli, joka ei
ole rekursiivinen. Talloin kieli A ei ole rekursiivisesti numeroituva. O
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Kaéantaen voidaan jokaiseen binaarijonoon c liittaé jokin Turingin kone
Mc. Binaarijonoihin, jotka eivéat ole edellisen koodauksen mukaisia
Turingin koneiden koodeja, liitetédan jokin triviaali, kaikki syotteet
hylkaava kone Myiy.

6.3 Turingin koneiden koodaus

Tarkastellaan standardimallisia Turingin koneita, joiden sytteaakkosto
on X = {0,1}. Jokainen tallainen kone

M = (Q,Z,T,9,00, acc; Arej) Maadritellaan siis:
voidaan esittda bindarijonona: M. — { kone M, jolla cyy = ¢, jos ¢ on kelvollinen konekoodi
=
Oletetaan, ettd Q = {do, 1, ---,0n}, MiSS& Uacc = Gn—1 j@ Urej = Gn; ja kone Mgy, muuten.

etta FU{>,<} ={ap,a1,...,am}, missdag=0,ay =1,a, =>ja

Saadaan luettelo kaikista aakkoston {0, 1} Turingin koneista, ja
az = <. Merkitaan lisaksi Ag =Lja A; =R. {0,1} g J

epasuorasti myos kaikista aakkoston {0, 1} rekursiivisesti

Siirtyméafunktion d arvojen koodaus: saannon numeroituvista kielista. Koneet ovat

6(Qi,aj) = (eras,At) koodi on

cj = 0110110105110, Me, Mo, My, Moo, Mo -,

kielet vastaavasti

L(Me),L(Mo),L(M1),L(Moo),L(Moz), . ..
cm = 111coollCorll...11¢om11¢1011. .11¢1m11 (M), L(Mo), L(Ms).L (Moo), L (Mo )
. A1ch 201l...11¢, o m11l. (indeksit kanonisessa jarjestyksessd). Kukin kieli voi esiintya
’ " luettelossa monta kertaa.
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Eras ei rekursiivisesti numeroituva kieli

Lemma 6.5 Kieli

D={ce{0,1}*|c&L(Mc)}

ei ole rekursiivisesti numeroituva.

Todistus. Oletetaan, etta olisi D = L(M) jollakin standardimallisella
Turingin koneella M. Olkoon d koneen M bin&arikoodi, so. D = L(Mq).
Talléin on

deD < d¢L(Mg)=D.

Ristiriidasta seuraa, etta kieli D ei voi olla rekursiivisesti numeroituva.

Harri Haanpaa 253
T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Syksy 2006

6.4 Universaalit Turingin koneet

Aakkoston {0, 1} universaalikieli U maaritellaan:
U={cuw |w eL(M)}.

Olkoon A jokin aakkoston {0, 1} rekursiivisesti numeroituva kieli, ja
olkoon M kielen A tunnistava standardimallinen Turingin kone. Tall6in
on

A={w e {0,1}* |cuw € U}.

Myds kieli U on rekursiivisesti numeroituva. Kielen U tunnistavia
Turingin koneita sanotaan universaaleiksi Turingin koneiksi.

Harri Haanpaa 2
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Kieltéa D vastaava paatdsongelma: “Onko niin, ettei annetun koodin ¢
esittdma Turingin kone hyvaksy sybtettd ¢?” Luontevampia
esimerkkeja seuraa jatkossa.

Kielen D muodostaminen kuvallisesti: jos kielten L(Mg), L(Mo), L(My),
... karakteristiset funktiot esitetdan taulukkona, niin kieli D poikkeaa
kustakin kielesta taulukon diagonaalilla:

’ N L(Me) L(Mo) L(Mi) L(Moo)
€ [B 0 0 0
0 0 1° 1 0
1 0 0 19 1
00| O 0 0 ot

Harri Haanpaa

T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y

Lause 6.6

Kieli U on rekursiivisesti numeroituva.

Todistus. Kielen U tunnistava universaalikone My on helpointa kuvata
kolmenauhaisena mallina. (Standardointi tavalliseen tapaan.)
Laskennan aluksi tarkastettava syéte sijoitetaan koneen My
ykkdsnauhan alkuun.

Taman jalkeen kone toimii seuraavasti:

1. Aluksi My tarkastaa, etté sy6te on muotoa cw, missa ¢ on
kelvollinen Turingin koneen koodi. Jos sydte ei ole kelvollista muotoa,
My hylkda sen; muuten se kopioi merkkijonon

W =a;3;...a € {0,1}" kakkosnauhalle muodossa

00010%110% %11 .. 10*T110000.
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- Ta470] - [o[2[0] - o[ 1[0 -
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1. .- ‘1‘ 1‘0‘ ‘o‘ 1‘0‘... ‘o‘ 1‘0‘...
2. Talo]~ Lol
j+1
2. ... ‘1‘0‘ ‘0‘1‘
JUESURE
i+1

3 \-

i+1

3. Alkutoimien jalkeen My toimii vaiheittain, simuloiden kussakin
vaiheessa yhden koneen M siirtyméan. Vaiheen aluksi My etsii
ykkdsnauhalta M :n kuvauksesta kohdan, joka vastaa M:n simuloitua
tilaa g; ja merkkia a;.

2. Jos syote on muotoa cw, missa ¢ = ¢y jollakin koneella M, My:n on
selvitettéava, hyvaksyisiko kone M syobtteen w. Téssa tarkoituksessa
My sdilyttaa ykkésnauhalla M:n kuvausta c, kakkosnauhalla simuloi

M:n nauhaa, ja kolmosnauhalla séilytta4 tietoa M:n simuloidusta Olkoon ykkosnauhalla koodinkohta 0't110/*107**10°+110".
tilasta muodossa q; ~ 0'T? (aluksi siis My kirjoittaa kolmosnauhalle Talléin My korvaa kolmosnauhalla merkkijonon 0'+* merkkijonolla
tilan go koodin 0). 0", kakkosnauhalla merkkijonon 0/ merkkijonolla 051, ja siirtaa

kakkosnauhan nauhapé&até yhden simuloidun merkin vasemmalle, jos
t =0, ja oikealle, jost = 1.
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Lause 6.7

Kieli U ei ole rekursiivinen.

1. |10l - [o[1]0]-- [o[1]O[.- Todistus. Oletetaan, etté kielella U olisi totaalinen tunnistajakone M.
- " Talléin voitaisiin Lemman 6.5 kielelle D muodostaa totaalinen
2. - [1]o]--- Jo[1]-- tunnistajakone Mp seuraavasti.
" Olkoon Mok totaalinen Turingin kone, joka testaa, onko syétteena
3. [o[ o] [ annettu merkkijono kelvollinen Turingin koneen koodi, ja olkoon Mpyp
41 totaalinen Turingin kone, joka muuntaa sydtejonon ¢ muotoon cc.

Kone Mp muodostetaan koneista M|, Mok ja Mpyp yhdistamalla

Jos ykkdsnauhalla ei ole yhtaan simuloituun tilaan g; liittyvaa koodia, seuraavan kaavion esittamalla tavalla:

simuloitu kone M on tullut hyvéksyvaan tai hylkdévaan lopputilaan; |
talléin i =k 41 tai i =k + 2, missa g on viimeinen ykkdsnauhalla @
kuvattu tila. Kone My siirtyy vastaavasti lopputilaan gacc tai gye;. O HQ Mok @LQ MDU@
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Seuraus 6.8

T 3 Kieli
& o 0 wour O

&

T | Todistus. Kieli U on oleellisesti sama kuin universaalikielen U
R | komplementti U; tarkasti ottaen on U = U UERR, missa ERR on
helposti tunnistettava rekursiivinen kieli

0 = {ouw [w ¢ L(M)}

ei ole rekursiivisesti numeroituva.

Selvasti kone Mp on totaalinen, jos kone MLTJ on, ja

ERR = {x €{0,1}*|x eisisalla alkuosanaan

. T
cel(Mp) & c¢L(Moxk) taice ¢ L(My) kelvollista Turingin koneen koodia}.

& cé¢L(Mc)
& ceD. Jos siis kieli U olisi rekursiivisesti numeroituva, olisi samoin myos Kieli
U. Koska kieli U on rekursiivisesti numeroituva, seuraisi tasta, etta U
Mutta lemman 6.5 mukaan kieli D ei ole rekursiivinen; ristiriita. . on peréati rekursiivinen. Mutta tima on vastoin edellisen lauseen
tulosta, mista paatellaén, etté kieli U ei voi olla rekursiivisesti
numeroituva. |
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6.5 Turingin koneiden pysahtymisongelma

Osoitetaan sitten, etta kieli H ei ole rekursiivinen. Oletetaan nimittain,
etta olisi H = L(My ) jollakin totaalisella Turingin koneella My.
Oletetaan liséksi, ettd kone My pysahtyessaan jattaa nauhalle
alkuperaisen syotteensa, mahdollisesti tyhjamerkeilla jatkettuna.
Olkoon My lauseen 6.6 todistuksessa konstruoitu universaalikone.

Lause 6.9 Kieli

H = {cmw | M pysahtyy syotteella w } Kielelle U voitaisiin nyt muodostaa totaalinen tunnistaja yhdistamalla

koneet My ja My seuraavasti:
on rekursiivisesti numeroituva, mutta ei rekursiivinen. e

Todistus. Todetaan ensin, etta kieli H on rekursiivisesti numeroituva. @ ©/© def U(m,w):
Lauseen 6.6 todistuksessa esitetysta universaalikoneesta My on cMW HQ MH b@ My if not M_H(m,w):
helppo muokata kone, joka syétteella cyyw simuloi koneen M | ®T ®§<) reject
laskentaa syotteella w ja pysahtyy hyvaksyvaan lopputilaan, jos ja vain | return M_U(m,w)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

jos simuloitu laskenta ylipaataan pysahtyy.
Lauseen 6.7 mukaan tallaista kielen U tunnistajakonetta ei kuitenkaan
voi olla olemassa. Saatu ristiriita osoittaa, ettd H ei voi olla
rekursiivinen. |
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6.7 Ricen lause

Ricen lauseen mukaan kaikki Turingin koneiden tunnistamia kielig, t.
niiden laskemia 1/0-kuvauksia koskevat epatriviaalit kysymykset ovat
Seuraus 6.10 Kieli ratkeamattomia.
Johdantona lauseen todistukseen tarkastellaan ensin yhté sen
erikoistapausta, Turingin koneiden tunnistamien kielten
epatyhjyysongelmaa: “Hyvaksyyko annettu Turingin kone yhtéén

H = {cmuw | M ei pysahdy syotteella x }

ei ole rekursiivisesti numeroituva. O N . ) i . B
sy6temerkkijonoa?” Ongelman esitys formaalina kielena on
NE = {c € {0,1}"* | L(M,) # 0}.
Lause 6.11 Kieli NE on rekursiivisesti numeroituva, mutta ei
rekursiivinen.
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Todistus. Todetaan ensin, etta kieli NE on rekursiivisesti numeroituva
muodostamalla sille tunnistajakone Myg. Kone Myge on helpointa
suunnitella epadeterministisena. P ‘

Mok testaa, onko annettu syéte kelvollinen Turingin koneen koodi, ja @ ©/©
Mg kirjoittaa epadeterministisesti nauhalla jo olevan merkkijonon ) Mok @10 Mo OF% ) my Q
peraan mielivaltaisen bindarijonon w. Muodostetaan Myg yhdistamalla | T &@

koneet Mok, Mg ja universaalikone My seuraavasti:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Selvasti on:

e
\/® ¢ € L(Mng)
| < ¢ on kelvollinen Tk-koodi ja 3w s.e.cw € U

< c on kelvollinen Tk-koodija 3w s.e. w € L(M,)
def NE (m): < L(Mg) #0.

if not M_ok(m):

reject
w = choose_string_nondeterministically ()

return M_U(m,w)
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Osoitetaan, ettei kieli NE ole rekursiivinen. Oletetaan, etta kielella NE

olisi totaalinen tunnistajakone MJE, ja muodostetaan sitéa kayttaen Olkoon sitten Mgncope Turingin kone, joka saa syotteenaan
totaalinen tunnistajakone MLTJ kielelle U. (Ristiriita.) mielivaltaisen Turingin koneen M koodista cy ja bin&arijonosta w
Konstruktio perustuu sybtteiden koodaamiseen Turingin koneiden muodostuvan jonon cyw ja jattaa tuloksenaan nauhalle edella kuvatun
“ohjelmavakioiksi’. Olkoon M mielivaltainen Turingin kone, jonka koneen M* koodin cy:
toimintaa syotteella w = a;a, ... ax halutaan tutkia. Merkitaan M%:Il&a
konetta, joka aina korvaa “todellisen” sy6tteensa merkkijonolla w ja @%CMW
toimii sitten kuten M: ot cMW %QMENCODE
a/a; R a/apR . a/agR /T afat ﬂ/m Q M @ @

&)

Koneen M™ toiminta ei siis riipu lainkaan sen (Jos syéte ei ole muotoa cw, missé ¢ on kelvollinen Turingin koneen
todellisesta syotteestd, vaan se joko hyvaksyy tai def M (x) : koodi, kone Mencope paatyy hylkaavaan lopputilaan.) Kone Mencope
hylkaa kaikki merkkijonot, sen mukaan miten M return M_U (M, w) operoi siis Turingin koneiden koodeilla. Annetun koneen M koodiin se
- - - ! . T . e .. . . e an . . . . .
suhtautuu w:hen: lisaa siirtymaviisikoita (“konekéskyja”) ja muuttaa tilojen numerointia
L(M¥) = {0,1}", josw € L(M); siten, etta koodi tulee koneen M sijaan esittaméaan konetta MY.
0, josw & L(M).
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Universaalikielelle U voitaisiin nyt koneet Mgncope ja hypoteettinen i
T T : Ricen lause
My Seuraavalla tavalla yhdistamalla muodostaa totaalinen
tunnistajakone M : Turingin koneiden semanttinen ominaisuus .§ on mika tahansa
kokoelma rekursiivisesti numeroituvia aakkoston {0, 1} kielia; koneella
1 Cw @ M on ominaisuus .§, jos L(M) € S. Triviaalit ominaisuudet ovat S = 0
| @ OF 7" def 10 (1, w) - o L ) e .
‘ g@ M7 ! (ominaisuus, jota ei ole milladn koneella) ja § = RE (ominaisuus, joka
X

\ def Mw (x) :
| return M_U(m,w)
| return MTNE (Mw)

on kaikilla koneilla).

Ominaisuus S on ratkeava, jos joukko

Kone M|} on totaalinen, jos M/l on, ja L(M/}) = U, koska: codes(S) = {c | L(M;) € S}
emw € L(M]) & oyw € L(M{z) =NE < L(MY) #£0 < w € L(M). on rekursiivinen. Toisin sanoen: ominaisuus on ratkeava, jos annetusta
Turingin koneen koodista voidaan algoritmisesti paételld, onko
Mutta kieli U ei ole rekursiivinen, joten téllainen totaalinen koneella kysytty semanttinen ominaisuus.

tunnistajakone M) ei ole mahdollinen. Saadusta ristiridasta
paatellaan, ettd myoskaan kielella NE ei voi olla totaalista tunnistajaa
Me. O

Lause 6.12 [Rice 1953] Kaikki Turingin koneiden epétriviaalit
semanttiset ominaisuudet ovat ratkeamattomia.
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: Olkoon nyt M i |
Todistus. yt Mencooe ‘ e

Turingin kone, joka W) start 3
s > &N ©/©§

muodostaa syotteena | ‘
annetusta merkkijonosta X — ®\/7§<)

cuyW seuraavanlaisen

Olkoon $ mielivaltainen epatriviaali semanttinen ominaisuus. Voidaan Turingin koneen MY koodin. ~ ©
olettaa, etta 0 ¢ S: toisin sanoen, etta tyhjan joukon tunnistavilla

Turingin koneilla ei ole tarkasteltavaa ominaisuutta. Jos nimittain Jos sydte on vaaraa muotoa, Mencope hylkéaa sen.

0 € S, voidaan ensin osoittaa, ettd ominaisuus S = RE —.$ on Syétteella x kone MY toimii ensin kuten M

ratkeamaton, ja péétell4 edelleen tasta etta myos ominaisuus .S on syGtteelld w. Jos M hyviksyy w:n, M toimii def Mw(x):
ratkeamaton. (Koska codes(S) = codes(S).) kuten kone M, syétteelld x. Jos M hylkaa w:n, = Mt(w) : "
Koska S on epétriviaali, on olemassa jokin Turingin kone Ma, jolla on myds MY hylkaa x:n. Kone MY tunnistaa siis elZZ:urn LA ()
ominaisuus § — jolla siis L(Ma) # 0 € S. kielen reject

L(Ma), josw €L(M);

L(MY) = ’

(M*) { 0, josw & L(M).

Koska oletuksen mukaan L(Ma) € S ja 0 ¢ S, on koneella MY
ominaisuus S, jos ja vain josw € L(M).
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Oletetaan sitten, ettd ominaisuus S olisi ratkeava, so. etté kielella 6.8 Muita ratkeamattomuustuloksia
codes(S) olisi totaalinen tunnistajakone M}. Talloin saataisiin

edellisen todistuksen tapaan totaalinen tunnistajakone kielelle U Lause 6.13 (Predikaattikalkyylin ratkeamattomuus; Church/Turing

yhdistamalla koneet Mgncope ja M} seuraavasti: 1936)
””””””””””””””””””””””””””” Ei ole olemassa algoritmia, joka ratkaisisi, onko annettu ensimmaisen
def MTU(M,w) : . . . . . . .
@ Cpw ©/© det M (x) : kertaluvun predikaattikalkyylin kaava @ validi (“loogisesti tosi”,
CMW ﬂ@ MENC IO M ! . ) todistuva predikaattikalkyylin aksioomista). O]
| é% &) | if M(w):
T w return M_A (X) . .
else: Lause 6.14 (“Hilbertin 10. ongelma”;
Selvasti kone MS on totaalinen, jos M} on, ja reject Matijasevitsh/Davis/Robinson/Putnam 1953-70)
return MTS (Mw) Ei ole olemassa algoritmia, joka ratkaisisi, onko annetulla
kokonaislukukertoimisella polynomilla P (xy, .. .,Xq)
. . S N
CyW € L(MJ) P L(M}) = codes(S) < L(MY) € S < w € L(M). kokonaislukunollakohtia (so. jonoja (ml,...,mn) e Z", joilla '
P(my,...,my) = 0). Ongelma on ratkematon jo, kun n = 15 tai
Koska kieli U ei ole rekursiivinen, tama on mahdotonta, mista deg(P) = 4. 0
paatellaén, ettei ominaisuus § voi olla ratkeava. O
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Eraiden kielioppiongelmien ratkeavuus, kun annettuna on kieliopit G ja 6.9 Rekursiiviset funktiot
G’ Chomskyn hierarkian tietylté tasolta i ja merkkijono w. Taulukossa
R ~ “ratkeava’, E ~ “ei ratkeava’, T ~ “aina totta”. Turingin koneen M = (Q, £, T, 3, do, Gacc, Urej) laskema osittaiskuvaus
Taso i (t. -funktio) e
Ongelma: onko 3 21 0 Me& =
maaritellaan:
w € L(G)? R R R E _ i} S .
L(G) = 07 R REE () = u, jos (qo,x)H"(q,uav) jollakin q € {dace, drej}, av € I';
v(x) =
L(G) =X*7 R E E E maarittelematon, muuten.
L(G) =L(G')? R E E E
L(G) CL(G')? R E E E Osittaisfunktio f : X* — A on osittaisrekursiivinen jos se voidaan
L(G)NL(G') =07 R E E E laskea jollakin Turingin koneella ja (kokonais-)rekursiivinen, jos se
L(G) saannollinen? T E E E voidaan laskea jollakin totaalisella Turingin koneella. Ekvivalentisti
L(G)NL(G') tyyppiai? | T E T T voitaisiin méaaritella, etta osittaisrekursiivifunktio f on rekursiivinen, jos
L(G) tyyppiai? T E T E sen arvo f(x) on maaritelty kaikilla x.
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Lause 6.15 5. RAJOITTAMATTOMAT KIELIOPIT
Maaritelm& 5.1 Rajoittamaton kielioppi t. yleinen
(i) Kieli A C X" on rekursiivinen, jos ja vain jos sen karakteristinen merkkijonomuunnossysteemi on nelikko
funktio
L cA G=(V,%L,P,S),
0S X ;
LY —{0,1 = !
XA _>{ ’ }7 XA(X) { o7 jos x ¢ A miss&
on rekursiivinen funktio. » V on kieliopin aakkosto;
(i) Kieli A C X* on rekursiivisesti numeroituva, jos ja vain jos on A =0 » ¥ CV on kieliopin paatemerkkien joukko; N =V — % on
tai on olemassa rekursiivinen funktio g : {0,1}* — ¥*, jolla valikemerkkien t. -symbolien joukko;
. » P C VT xV* on kieliopin saantéjen t. produktioiden joukko
A:{g(X)|XE{O,l} } (V+:V*—{8});
Todistus. HT. 0 » S € N on kieliopin lahtésymboli.

Produktiota (w, ) € P merkitaan tavallisesti w — .

Harri Haanpaa 279 Harri Haanpaa 280



T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Syksy 2006 T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet T/Y Syksy 2006

Merkkijono y € V* tuottaa t. johtaa suoraan merkkijonony € V*
kieliopissa G, merkitaan
=
vy
jos voidaan kirjoittaa y = awB, Y = awdP (@, B, € V*, we V™), ja Merkkijono y € V* on kieliopin G lausejohdos, jos on S? Y.

kieliopissa on produktio w — . Pelkastaan paatemerkeista koostuva G:n lausejohdos x € ¥* on G:n

Jos kielioppi G on yhteydesta selva, merkitaan y =Y. lause.

Merkkijono y € V* tuottaa t. johtaa merkkijonon Y € V* kieliopissa G,

merkitaan
= ¥ S="*x}.
y?*y/ L(G)={xeX |SG X }

jos on olemassa jono V:n merkkijonoja Yo, Y1, - - -, Yn (N > 0), siten etté

Kieliopin G tuottama t. kuvaama kieli L(G) koostuu G:n lauseista, s.0.:

Y=Y%o=viZ ==Y

Jéalleen, jos G on yhteydesta selva, merkitaan y =* Y.
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Esimerkki. Lause 5.1
Rajoittamaton kielioppi ei-yhteydettomalle kielelle {akbXck | k > 0}.

Jos formaali kieli L voidaan tuottaa rajoittamattomalla kieliopilla, se
voidaan tunnistaa Turingin koneella.

S — LT|e _ _ o
T — ABCT |ABC aA — am T'Od'ISIUS.. Olkoon G = (V,.Z, P,S) klellen L tuotta.va raJo'lttamaton
kielioppi. Muodostetaan kielen L tunnistava kaksinauhainen
BA — AB aB — ab epadeterministinen Turingin kone Mg seuraavasti:
CB — BC bB — bb Nauhalla 1 kone séailyttaé kopiota
CA — AC bC — be [adbbcic] | [ [--- syotejonosta. Nauhalla 2 on
kullakin hetkella jokin G:n
LLAIBACB . . .
LA — a ¢ — cc [LIABACBEC lausejohdos, jota kone pyrkii
. o , muuntamaan syétejonon
Esimerkiksi lauseen aabbcc johto: Y . S .
; muotoiseksi. Toimintansa aluksi
S = LT =LABCT = LABCABC = LABACBC 0 Mg kirjoittaa kakkosnauhalle
= LAABCBC = LAABBCC = aABBCC 5 kieliopin lahtésymbolin S.
= aaBBCC = aabBCC = aabbCC
= aabbcC =- aabbcc.
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Lause 5.2
Jos formaali kieli L voidaan tunnistaa Turingin koneella, se voidaan
Koneen Mg laskenta koostuu vaiheista. Kussakin vaiheessa kone: tuottaa rajoittamattomalla kieliopilla.
(i) vie kakkosnauhan nauhapéan epadeterministisesti johonkin Todistus. Olkoon M = (Q, X, T, 8, do, Jacc, Urej) kielen L tunnistava
kohtaan nauhalla; standardimallinen Turingin kone. Muodostetaan kielen L tuottava
(ii) valitsee epadeterministisesti jonkin G:n produktion, jota yrittaa rajoittamaton kielioppi Gy seuraavasti.
soveltaa valittuun nauhankohtaan (produktiot on koodattu Mg:n Idea: Kieliopin Gy vélikkeiksi otetaan (muiden muassa) kaikkia M:n
siirtyméfunktioon; tiloja g € Q edustavat symbolit. Koneen M tilanne (g, uav) esitetaan
(iii) jos produktion vasen puoli sopii yhteen nauhalla olevien merkkien merkkijonona [ugav]. M:n siirtyméafunktion perusteella Gy :aén
kanssa, Mg korvaa ao. merkit produktion oikean puolen merkeilla; muodostetaan produktiot, joiden ansiosta
(iv) vaiheen lopuksi Mg vertaa ykkos- ja kakkosnauhan merkkijonoja [ugav]=[u'q’a’v’] joss (q,uav)k (q’,u’a'v’).
toisiinsa: jos jonot ovat samat, kone siirtyy hyvaksyvaan lopputilaan ja Gwm M
pyséhtyy, muuten aloittaa uuden vaiheen (kohta (i)). O Siten M hyvaksyy sydtteen X, jos ja vain jos
[QOX]i*[UQaccV]
Gm
joillakin u,v € *.
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Kaikkiaan kielioppiin Gy tulee kolme ryhméaa produktioita: Madritellaan siis G = (V, X, P,S), missa
1. Pr0(_j_ukt|ot, joilla Iahtosymb_ohs}a S v0|d_aan tuqttaa mika tahansa V =TUQU{S,T,[],EL.Er} U{As |ac T},
merkkijono muotoa x [gox], missa x € X* ja [, o ja ] ovat Gy:n
valikkeita. ja produktiot P muodostuvat seuraavista kolmesta ryhmasta:
2. Produktiot, joilla merkkijonosta [gox] voidaan tuottaa merkkijono 1. Alkutilanteen tuottaminen:
[UdaccV], jos ja vain jos M hyvaksyy x:n.
3. Produktiot, joilla muotoa [ugaccv] oleva merkkijono muutetaan _? - I[CIo]
tyhjaksi merkkijonoksi.
Kiel L(M) kuul kkij [ h alloi ' — 2t (acx)

ieleen L( -.) uuluvan merkkijonon x tuottaminen tapahtuu talléin Addo — [doAa (acx)
seuraavasti: " . - Ab — DbA, (a,be¥)

S =" x[gox] =" X[UQaccV] =" X. Al — 4] (aeX)
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2. M:n siirtymien simulointi (a,b € I', c e TU{[}) : 3. Loputilant .
. Lopputilanteen siivous:

Siirtymat: Produktiot:
Oacc — ELER
E
5g,a) = (q b,R) ga — bq Qacc] — Er
3a.a) = (a'bl)  cga — glob o5 = B fael)
Sar) = (@R) Al — [df T @en
8(a,<) = (d',b,R) al — b e ®
5a,<) = (d.b,L) cal] — qlch] "l
5a.9) = (q.aL) cq] — g’ g
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Yhteysherkat kieliopit Lause 5.3

Rajoittamaton kielioppi on yhteysherkka, jos sen kaikki produktiot ovat
muotoa w — Y, missé |«f| > |w]|, tai mahdollisesti S — €, missa S on

Formaali kieli L on yhteysherkka, jos ja vain jos se voidaan tunnistaa

lahtosymboli. epadeterministisella Turingin koneella, joka ei tarvitse enempéaa
Lisaksi vaaditaan, etta jos kieliopissa on produktio S — €, niin tyotilaa kuin sydtejonon pituuden verran — siis koneella, jolla ei ole
lahtésymboli S ei esiinny minkaan produktion oikealla puolella. muotoa &(q,<) = (q’,b, A) olevia siirtymia, missa b # ‘<. O
Formaali kieli L on yhteysherkka, jos se voidaan tuottaa jollakin Lauseen 5.3 koneita sanotaan lineaarisesti rajoitetuiksi automaateiksi.

yhteysherkalla kieliopilla. Avoin ongelma (“LBA ?= DLBA”"): onko ep&determinismi lauseessa 5.3

Normaalimuoto: Jokainen yhteysherkké kieli voidaan tuottaa kieliopilla, valttAmatonta?
jonka produktiot ovat muotoa S — € ja 0AB — awf3, missa A on vélike
ja W= €. (Sdannon A — w sovellus “kontekstissa” a _[3.)
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Chomskyn hierarkia

Kielioppien, niilla tuotettavien kielten ja .0
vastaavien tunnistusautomaattien
ryhmittely:

Luokka 0: rajoittamattomat kieliopit /
rekursiivisesti numeroituvat kielet /
Turingin koneet.

Luokka 1: yhteysherkat kieliopit /
yhteysherkat kielet / lineaarisesti rajoitetut
automaatit.

Luokka 2: yhteydettémat kieliopit /
yhteydettémat kielet / pinoautomaatit.
Luokka 3: oikealle ja vasemmalle
lineaariset (saanndlliset) kieliopit /
saannolliset kielet / &arelliset automaatit.

1 . {a*bkck | k
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