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4. Tehtava: Osoita, ettd pinoautomaateilla, joilla on yhden sijasta kaksi pinoa, voidaan

tunnistaa tdsmailleen samat kielet kuin Turingin koneilla.

Vastaus: Osoitetaan ensin, ettd pinoautomaatilla, jossa on kaksi pinoa, voidaan simuloida
Turingin konetta. Ainut hankaluus téssd on keksié, miten kahdella pinolla simuloidaan
Turingin koneen nauhaa. Tdmé onnistuu siten, ettd toiseen pinoon talletetaan lukupéin
vasemmalla puolella olevat merkit kidnteisessé jarjestyksessé, toiseen pinoon péédn oikealla
puolella olevat merkit:
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Pinoautomaatin toiminta jakautuu kahteen vaiheeseen:

(a) Alustus, jolloin automaatti kopioi sydtteen pinoon Sy, misté se siirtéiéin merkki ker-
rallaan pinoon S5 lukuunottamatta syotteen ensimmaéistd merkkia.

(b) Varsinainen toiminta, jolloin automaatti tekee siirtymén pinon S; pééllimmaéisen
merkin perusteella. Mikéli Turingin kone siirtéisi lukupéétd vasemmalle, siirretdéan
pinon S pdillimméinen merkki pinon Sy pédlle. Mikéli taas lukupéaé siirtyisi oikealle,
siirretdén Sp:n paidllimméainen merkki Sp:n padlle.

Niin laadittu pinoautomaatti simuloi annettua Turingin konetta.

Seuraavaksi osoitetaan, ettd Turingin koneella voidaan simuloida pinoautomaattia, jossa
on kaksi pinoa. Tamé& onnistuu triviaalisti kdyttaméilla kaksinauhaista epddeterministé
Turingin konetta, jossa kumpikin pinoista talletetaan omalle nauhalleen.

Formaalisti annettu muunnos Turingin koneesta kaksipinoiseksi pinoautomaatiksi voidaan
médritelld seuraavasti:

Olkoon annettuna Turingin kone M = (Q, X,T, 9, qo, gace, grej }- Muodostetaan 2-pinoinen
pinoautomaatti M’ = (Q', X', 1", 0", po, Gace, Grej), Missé:

Q" =Q U {po,p1,p2}

Y =xuU{<}

I"=ru{s>,<}

8" ={((po €,¢,€), (p1,>,¢)), (p1, <, €,€), (P2, <))}
U{((p1,,¢,¢), (p1,2,8)) | z € X}
U{((p2,¢,2,¢), (p2,6,2)) | x € I}
U{((q1,¢,0,€),(g2,€,)) | (a1,@,42,b,L) € 6}
U{((q1,¢,a,2),(q2,zb,€)) | (q1,a,q2,b, R) € §,z € T'}



5. Tehtava: Madrittele Turingin koneen standardimallin muunnelma, jossa koneen tydnau-
ha on molempiin suuntiin ddretén, ja osoita ettd téllaisilla koneilla voidaan tunnistaa
tdsmaélleen samat kielet kuin standardimallisillakin.

Vastaus:

Turingin kone, jonka nauha on kahteen suuntaan #aretén, toimii muuten samoin kuin
tavallinen, mutta nyt nauhan alkumerkki ei ole kiinteé, ja kone voi siirtdé sitd samaan
tapaan kuin loppumerkkidkin. Nauhan paikat indeksoidaan kokonaisluvuilla Z, ja luku 0
osoittaa alkumerkin paikkaa laskennan alussa.

Téllaista Turingin konetta voidaan simuloida kaksiuraisella koneella. Koneen nauha aja-
tellaan jaetuksi kahteen osaan, yla- ja alapuoleen. Yldosaa kiytetddn nauhan paikkojen
i > 0 tallettamiseen, alaosaa paikoille ¢ < 0. Esimerkiksi nauhan sisélto:
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esitetadn 2-uraisella koneella seuraavasti:

Kéaytdnnossd nauhan jakaminen uriin tapahtuu korvaamalla aakkosto ¥ uudella aakkos-
tolla X' = (XU {<,>",e}) x (BU{<,>",e}). Kukin ¥:n merkki vastaa niin kahta alku-
peréisen aakkoston merkkid. Merkit {<’, >’} ovat uusia symboleja, joilla osoitetaan nau-
hanpuoliskojen alku- ja loppukohdat, ja ¢ merkitsee nauhan ulkopuolella olevia soluja.
Ylldoleva esimerkki muodostuukin seuraavanlaiseksi:

> [{a,by[(b, >"{a,e)|[(<",e)| <
!

Vield tarvitaan tapa osoittaa kumpaa nauhan puoliskoa késitelldin. Helpoiten tdmé& on-
nistuu méairittelemilld kaikille koneen tiloille ¢ peilikuvatila ¢’. Kun kone on tilassa g,
se tekee siirtonsa ainoastaan ylemmén uran merkkien perusteella (lukupié on nollan oi-
kealla puolella), ja tilassa ¢’ siirrytdéin alemman uran mukaisesti (lukupéi nollan vasem-
malla puolella). Koska alempi ura on kiinteisessi jirjestyksessi, tdytyy sitd kisitellessi
kadntad lukupéén siirto-operaatiot myos peilikuviksi. Aina kun kone lukee nauhan aidon
alkumerkin >, se vaihtaa kasiteltdvaa uraa.

Konstruktion formaali esitys jdtetdan liitteeseen.

6. Tehtdvi: Osoita, ettd karteesinen tulo N x N on numeroituvasti déiretén. (Vihje: Ajat-
tele parit (m,n) € N x N sijoitetuiksi euklidiseen (z,y)-tasoon R2. Numeroi parit suoran
y = —x suuntaisin vinorivein.) Paittele tdmén tuloksen perusteella, ettd myos rationaa-
lilukujen joukko @Q on numeroituvasti aéireton.

Vastaus: Joukko S on numeroituvasti dédreton, mikili voidaan muodostaa bijektio f :
N — S. Intuitiivisesti tdma tarkoittaa sité, ettd kaikille joukon S alkioille voidaan asettaa
yksikésitteinen jérjestysnumero.

Joukon N x N alkiot (z,y) € N x N voidaan numeroida seuraavan kuvan mukaisesti:



Ajatuksena on siis jarjestdéd kaikki lukuparit suoran y = —z suuntaisiin jonoihin, ja nu-
meroida ndmé jonot alkioittain yksi kerrallaan lyhyimmésté alkaen. Téssd numerointia ei
voida suorittaa z-akselin suuntaisesti, silld silloin kaikki indeksit kuluisivat jo y-akselin
lapikdyntiin eikd yhtddn lukuparia (z,y),y > 0 saavutettaisi koskaan.

Yllaoleva numerointi voidaan mééritelld seuraavasti:

z+y
(z+y)(z+y+1)
flz,y)=x+ k=x+
2 2

Esimerkiksi f(3,1) = 13, eli lukuparin (3, 1) jirjestysnumero on 13. Todettakoon viel4,
ettd funktio f(x,y) on todellakin bijektio, eli kutakin jérjestysnumeroa vastaa yksikisit-
teinen lukupari. Koordinaattiparin laskeminen annetusta indeksistd on kuitenkin hanka-
lampaa, ja se jatetddnkin vastausten lopussa olevaan liitteeseen tiedoksi asiasta kiinnos-
tuneille.

Positiiviset rationaaliluvut QF voidaan esittdd N x N -lukuparina s.e.

(r,y)=—, y#0
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T&m& on numeroituvasti déirettémén joukon N x N aito osajoukko, joten Q1 on joko #érel-
linen tai numeroituvasti #iretén. Jos Q7 olisi direllinen, olisi olemassa joku rationaaliluku
%, z € N,y € N,y # 0, jolla olisi suurin jirjestysluku n < oo (QT:n numeroinnissa). Kui-
tenkin voidaan aina 16ytdd yo. kuvan perusteella rationaaliluku, jolla olisi jérjestysluku
n’ > n, joten timi on ristiriita oletuksen Q% on #irellinen kanssa. Niin ollen QT on

numeroituvasti adareton.

Joukko Q7 voidaan laajentaa kaikkien rationaalilukujen joukoksi méiritteleméills joukko:

Q" ={(-z.y) | (z,y) €Q"} .

Koska joukko Q = QT U Q™ on kahden numeroituvasti direttémiin joukon yhdiste, on
myd&s se numeroituvasti dédreton.
Liite. 4. tehtdvin konstruktio formaalisti

Olkoon M = (Q,%,T',0,qo, Gace; Grej) Turingin kone, jolla on kahteen suuntaan &éreton
nauha. Muodostetaan standardimallinen Turingin kone M’ seuraavasti:



M/ :(leZlvrlvalyqoaqaccvqrej)

Q' =QU{d |q€Q}

Y =(XUu{d, > eh) x (Bu{,>e})
I"=Tu{<,>"¢e}) x (TU{, > e})

Tilansiirtofunktio 8’ muodostetaan seuraavasti:

51 = {((h, <a,’Y>,QQ, <b,’7>7A) | (Q17a7q27ba A) € 577 € F/}

77a>7qend7 <’77b>7A) ‘ (q=a7qendub7A) S 67 (end S {Qacm(Zrej}v’y S F/}
U{ q/lv <77§/>,q/23 <’y,b>7z) ((]170; q27ba A) € 677 € F/»U € {<, >}}
¢:>,¢,> R),(d,>¢> R)|q€Q},

<7aa>7q/27 <’Y,b>,Z) | (Q1,G,QQ,b,A) S 6a,y S FI}
(

missi L=R,R=L, <=>ja>=<.



