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Demonstraatiotehtivien ratkaisut

4. Tehtava: Osoita, ettd yhteydettomien kielten luokka ei ole suljettu leikkausten eiké
komplementtien suhteen. (Vihje: Esitd kieli {a*b*c* | k > 0} kahden yhteydettémin
kielen leikkauksena.)

Vastaus: Olkoon kieli L = {a*b¥c* | k > 0}. Opetusmonisteessa (s.75) on todistettu, etti
tdmé kieli ei ole yhteydeton. Osoitetaan, ettd yhteydettomét kielet eivét ole suljettuja
leikkauksen suhteen esittdmélla L:n kahden yhteydettomén kielen leikkauksena.

Olkoon Ly = {a’b*c® | i,k > 0} ja Ly = {a*b*c’ | i,k > 0}. Nyt sekii Ly ettd Lo
ovat yhteydettomié, mutta L = Ly N Lg, joten yhteydettomét kielet eivét ole suljettuja
leikkauksen suhteen.

Tuloksesta seuraa suoraan se, ettd yhteydettomét kielet eivat voi olla suljettuja komple-
mentin suhteen, silla ne ovat suljettuja unionin suhteen ja DeMorganin sdéntGjen perus-

teella Ly N Ly = Ly U Ls.

Osoitetaan vield lopuksi, ettd Ly ja Lo ovat todellakin yhteydettomid muodostamalla niité
vastaavat kieliopit. Kielen L; generoi yhteydeton kielioppi G = ({5, A4, B, a,b,c}, {a,b, c},
Py, S), missi P, = {S — AB,A — aA|e,B — bBc|e}.

Kielen Lo generoiva kielioppi Go = ({S, 4, B, a,b,c},{a,b,c}, P»,S), P, ={S — AB, A —
aAb|e, B — ¢B | e}

5. Tehtdvi: Muodosta kielioppia G = (V, %, P, S) vastaava pinoautomaatti, kun

V:{S,(,),*,U,@,a,b}

2={().",U,0,a,b}

P={5—(585),8—5*5—(SUS),
S—0,8—a,S— b}

Vastaus: Mité tahansa yhteydetonté kielioppia G = (V, X, R, S) vastaava epiddeterminis-
tinen pinoautomaatti M = (Q, X, T, d, qo, F') voidaan laatia seuraavasti:

Q= {(Jo, q1, Qacc}

r=vu{Ll

F = {gacc}

5 ={((q0,¢,¢), (q1,51)), ((q1, L, ), (qace; €)) } (1)
U{((q1,¢,4),(q1,0)) | (A = a) € P} (2)
U{((q1,0,0),(q1,¢)) | 0 € £} (3)

Téssé symbolia | kdytetddn pinon pohjan merkkiné.



Tehtévan kieliopille konstruktio tuottaa seuraavan pinoautomaatin:

Q ={90, 91, Gacc }

¥ ={(,),*,U,0,a,b}

r={s,(,),*,u,0,a,b, L}

F ={qacc}

6 ={((qo;e,€), (g1, 51)), ((q1, L, €), (qace- €)), ((q1,€,9), (g1, (55))),
((q1,€,9),(q1,59), ((q1,€,5), (q1, (SUS))), (g1, €, 5), (q1,0)),

(
((q1,€,9),(q1,0)), ((q1,€,5), (q1,b)),
(((h,(( Q1, ))7((‘117)) Q1, ),(ih, s Q1, )),
((QhUU ae))a(qh@@ (q1,e ),((h,aa Q1,€))7
((q qla ))}
Syntynyt automaatti on muotoa:
g, Al
e,e/SL ) e l)e
d am
o,0/e

Tarkastellaan, miten automaatti kéisittelee sydtteen (a U b*):

Tila | Syote Pino | Saanto
g | (aUb*) €
Qn (a Ub*) SL | (1)
7l (aUb*) | (SUS)L | (2) (S—(SUS))
Q aUb¥) SUS)L | (3)
q aUb®) aUS)L | (2) (S—a)
a ub*) uS)L | (3)
Q b) S)L | (2) (§—57)
Qn b) b )L | (2) (S —b)
Qn ") L] 3)

¢ ) )L (3)

q1 L1@3)

Gacc € (1)

Huom. kieli L(G) méiéirittelee kaikki syntaktisesti oikeanmuotoiset aakkoston ¥ = {a, b}
yli muodostetut sddnnolliset lausekkeet.

6. Tehtdvi: Muodosta pinoautomaattia M vastaava kielioppi, missi M = (@, %, T, 4, s, F):

Q={s,q,f}

Y ={a,b}

I ={a,b,c}

F={f}

5 ={((s,e,¢),(g:0)) ((g,a,¢), (g,a0)), ((g, 0, a), (¢, aa))
((g:a,b),(g,¢€)), ((g,b,0) q,bC)) ((g,b,0), (g, D))

((a:0,0),(g.€)). ((a:¢.¢). (F.€)) }



Vastaus: Tilakaaviona M néyttdd seuraavalta:

a,c/ac
a,a/aa
a,b/e
g, e/e c
o ¢/ q g ¢/e
s &
b, c/bc
b,b/bb
b,a/e

O
/

Pinoautomaattia vastaavan yhteydettomén kieliopin selvittdminen on suhteellisen tyo-
lasta. Tassd kédytetddn algoritmia, jotka toimii vain yksinkertaisille pinoautomaateille.
Pinoautomaatti on yksinkertainen, mikéli seuraavat ehdot toteutuvat:

— Jos ((q,u,ﬁ), (p,v)) on pinoautomaatin siirtymé, niin |8| < 1.
— Jos ((g,u,€), (p,7)) € 6, niin myds ((q,u, A), (p,7A)) € 0 kaikille A € T".

Rajoitukset eivit kuitenkaan heikenné pinoautomaattien ilmaisuvoimaa, sillda mika tahan-
sa pinoautomaatti voidaan muuttaa yksinkertaiseksi (yksityiskohdat sivuutetaan téissi).

Kieliopin muodostamisen ajatuksena on ottaa kielen vélikkeiksi kolmikkoja (g, 4, p), missi
q,p € Q ja A e T U{e}. Ajatuksena on, ettd (g, A, p) generoi kaikki ne merkkijonot, joita
tutkiessaan automaatti siirtyisi tilasta ¢ tilaan p poistaen samalla pinosta symbolin A.

Kieliopin sédéntoja on neljénlaisia:
1. Kaikille f € F asetetaan sdinté S — (s, ¢, f).

2. Kaikille siirtymille ((g,u, A),(r,By---By,)) € 6, missd ¢,r € Q,u € ¥*,n > 0,
AecTuU{e}ja By - B, €T, lisitdsn siinto

(g, A,p) — u(r, By, q1){q1, B2,q2) - - - (qn—1, Bn, p)

kaikille p, q1,...,qn—1 € Q.
3. Kaikille siirtymille ((g,u, A), (r,e)) € &, missi ¢,r € Q,u € ¥* ja A € T U {e},
lisdtdéan saanto
(¢, A, p) — ulr,e,p)

4. Kaikille ¢ € Q lisdtédédn sdantd {(q,¢,q) — .

Sdannoistd ensimméinen ilmaisee, ettéd tarkoituksena on p#dstd alkutilasta johonkin lop-
putilaan niin, ettd pino jaa lopuksi tyhjiksi. Viimeistd muotoa olevat sdannot kertovat,
ettd mitddn laskentaa ei tarvita, ellei siirrytd toiseen tilaan. Muotoa 2 olevat sdannot
kuvaavat pitkééd suoritusta, jolla siirrytédén tilasta ¢ tilaan p ja samalla poistetaan A pi-
nosta. Sadnnon oikea puoli konstruoi automaatin tilasiirtymien jonon siirtyméa kerrallaan.
Muotoa 3 olevat sd&nnot ovat analogisia muotoa 2 olevien sidéntdjen kanssa.



Kielioppi G = (V. X, P,5),V =X U{S}U{(¢,A,p) | ¢, p € Q, AT U {e}}

P ={S — (s,e, f), (1.)
<5,€,5> g, <Q757Q>4’€’ <fa€af>*>57 (4)
(s,e,8) — €{q,c,8), (2./tr.1)
(s,e,q) — €(q, ¢, q), (2./tr.1)
(s,e, f) —elg,c [, (2./tr.1)
{q,¢,8) — a(q,a,s'){(s,c,s) (2./tr.2)
(a,¢,q9) = alg.a,q'){(d, c.q) (2./tr.2)
(g,¢, f) — alg,a, ') (' ¢, f) (2./tr.2)
(q,a,8) — a(q,a,s'){s',a,s) (2./tr.3)
(¢,a,9) — alg,a,q'){d’,a,q) (2./tr.3)
(¢,a, f) = alg,a, f){f' a, f) (2./tr.3)
(g,b,s) — a(q,e,s) (3./tr4)
(¢:b,q) — alg,.q) (3./tr4)
(¢;b, f) — alq,e, f) (3./tr4)
{q,c,8) — b(g,b,s') (s, c,s) (2./tr.5)
(¢,¢,9) = b(g:b,4')(d',c, q) (2./tr5)
(g:¢,f) = b{g, b, f){f' e, f) (2./tr.5)
{q,b,8) — blg,b,s")(s',b,s) (2./tr.6)
(¢,b,5) — bla,b,q')(d', b, q) (2./tr.6)
(g:0,5) — blg,b, f){f', D, f) (2./tr.6)
(q,a,s) — blq,e,s) (3./tr.7)
(¢,a,q) — blg, €, q) (3./tr.7)
(g;a, f) — bla,e, f) (3./tr.7)
(q,¢,8) — elf,e,s) (3./tr.8)
(g,¢,q) — £(f,€.q) (3./tr.8)
(g c. f) = e(f,e. f) (3./tr.8)

Naistd sdannoistd suuri osa on tarpeettomia. Tarvittavat saadaan selville 1ahtemalld liik-
keelle sddnnostd S — (s,e, f), ja katsomalla, mitd kaikkia siddntsjd voidaan kdyttdi.
Tuloksena syntyvét sdannot ovat

P={S—(s¢f)
(s,e,f) = (¢, ¢, f)

<Q7C ) — alg,a,q)(gc, f)
(g:¢, f) — bla,b,q) (g ¢, f)
(g,¢. f) = (f.e. f)

(q,a,9) — a{q,a,q){(g,a,q)
(¢,a,q) — blg,€,9)

(¢:0,9) — blg, b, Q><q,b q)
(¢:b,q) — < . q)

<q,€ q) —

(f,e. f) — 5}



Kielioppia voi vield sieventéd. Merkitédén (g, ¢, f) = S, (q,b,q) = B, {q, a,q) = A, ja tulok-
seksi saadaan

P={S—aAS|bBS|¢

A — aAA|D,
B — bBB | a}



