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Harjoitus 7

Demonstraatiotehtivien ratkaisut

Lemma (Sdinnéllisten kielten pumppauslemma). Olkoon A sédénnéllinen kieli. Tllsin
on olemassa n > 1 siten, ettd kaikki A:n merkkijonot x , joiden pituus |z| > n ovat ilmaistavissa
muodossa z = wvw, missd |uv| < n, [v] > 1 ja merkkijonot muotoa uviw kuuluvat kieleen A
kaikilla 7 > 0.

Kompaktimmin, painottaen pumppauslemman asettamia vaatimuksia, voimme kirjoittaa seu-
raavasti:

V saannollisille kielille A

dn > 1 s.e.
VeeA:|z|>n
3 osiinjako z = wvw, missé |uv| < n ja |v] > 1
Vi > 0 uv'w € A.

Pumppauslemmaa voidaan kayttad hyvéksi, kun halutaan osoittaa kieli L ei-sddnndlliseksi.
Tehdé&n ensin vastaoletus, eli oletetaan L sdannolliseksi kieleksi. Tavoitteena on paésté ristirii-
taan tdmén oletuksen kanssa seuraten pumppauslemman asettamia vaatimuksia sdannollisille
kielille.

Pumppauslemmaa kiytettiessa tdytyy aina muistaa, etté silld voi osoittaa vain kielen epéasdan-
nollisyyden, ja sitd ei voi kiyttad toiseen suuntaan. Esimerkiksi kieli

I={ca"b"|i>0An>0}UL(a*b")

ei ole sddnnollinen, mutta kaikki sithen kuuluvat sanat (tyhjid sanaa lukuunottamatta) voidaan
osittaa pumppauslemman ehtojen mukaisesti. Nédin ollen kielté I ei voida suoraan todistaa epé-
saannolliseksi, vaan todistuksessa taytyy kdyttda apuna sddnnoéllisten kielten sulkeumaominai-
suuksia.

Jos halutaan osoittaa kieli sddnnolliseksi, voidaan muodostaa sen hyvéksyva dérellinen auto-
maatti, sillad pétee: Kieli L on sdénnéllinen < on olemassa déarellinen automaatti M, joka hy-
viksyy kielen L (merkitdsin L(M) = L).

4. Tehtdava: Hahmolausekkeet ovat esimerkiksi UN*X-jdrjestelmien tekstityokaluissa kiy-
tetty sddnnollisten lausekkeiden yleistys, jossa sallitaan merkkijonoarvoisten muuttujien
kéytto lausekkeissa. Sovitettaessa merkkijonoa annettuun lausekkeeseen vaaditaan, ettd
tietynnimisen muuttujan arvoksi tulee eri kohdissa sama osamerkkijono. Siten esimerkiksi
aXb*Xa ja aX(aUb)*YX(aUb)*Ya ovat aakkkoston {a,b} hahmolausekkeita, joista
ensimméinen kuvaa kielen {awb™wa | w € {a,b}*, n > 0}. Osoita, ettd hahmolausekkeet
ovat sddnnollisten lausekkeiden aito yleistys, so. niilld voidaan kuvata myos joitakin ei-
sdannollisid kielia.

Vastaus: Osoittaaksemme, ettd tehtdvin hahmolausekkeet on sddnnoéllisten lausekkeiden
aito yleistys, tulee meidén 16ytdaa hahmolauseke, jonka méadrittama kieli ei ole sddnnollinen.

Tarkastellaan hahmolauseketta X X vastaavaa kieltd L = {zz | z = {a,b}*}. Oletetaan,
ettd L on sddnnollinen. Valitaan x = aPba?b € L, missd n on pumppauslemmassa esiintyva
kielestd L riippuva kokonaisluku. Nyt |z] = 2n + 2 > n. Pumppauslemman mukaan
voidaan kirjoittaa © = wvw, missi |uv| < n ja |v| > 1. Siis u = o II7F v = all ja
w = a¥ba"b, missé 0 < k < n. Nyt pumppauslemman mukaan kaikille i > 0 tulisi pited
w'w € L. Kuitenkin uvv®w = vw = o *lba™b ¢ L, silld se ei ole muotoa zz, koska
vaadittiin |v| > 1. Pa#dyttiin siis ristiriitaan oletuksen kanssa. L ei niin ollen voi olla
sdannollinen.

Loydettiin siis ei-sddnnollinen kieli, joka voidaan kuvata hahmolausekkeella. N&in ollen
hahmolausekkeet ovat sdannoéllisten lausekkeiden aito yleistys. O



5. Tehtdvi: Osoita, ettd kieli {w € {a,b}* | w:ssd on yhtd monta a:ta ja b:td} ei ole siéin-
nollinen, ja laadi yhteydeton kielioppi sen kuvaamiseen.

Vastaus: Kielen L = {w € {a,b}" | w:ssé on yhtd monta a:ta ja b:td} voi todistaa ei-
saannolliseksi suoraan pumppauslemmalla. Téssé esitetdédn kuitenkin hieman monimut-
kaisempi ratkaisu esimerkkin siitd, miten “hankalia” kieli& voidaan kéasitella.

Maéritellasn kieli L' = LN L(a*b*). Oletetaan, ettd L on sddnnédllinen. Koska L(a*b*) on
saannollinen ja sddnnollisten kielten joukko on suljettu leikkauksen suhteen, taytyy myos

L’:n olla sdénnollinen. (Toisinpéin ehto ei pide: L’ voi olla séénnéllinen vaikka L ei olisi,
silld esim. A N0 = 0 kaikille kielille A).

Huomataan, etti L' = {a*b* | k > 0}. Tarkastellaan sanaa w = a"b", missi n on
pumppauslemmassa esiintyva parametri. Yritetddn osittaa w lemman ehtojen mukaisesti.
Koska |zy| < n, osituksen tdytyy olla muotoa;

T = anfsz
y=a'
z = akb",

missi 0 < i <njai+k <n. Nytazz=a"""b", joten xz ¢ L'. Niin ollen sanaa w ei voida
pumpata, eikd L’ ole séfinnéllinen, joten myodskiéin L ei ole sddnnollinen.

Alla kielen L kuvaava yhteydeton kielioppi G:

S — aSbS | bSaS | e

6. Tehtdvi: Laadi algoritmi, joka testaa onko annetun yhteydettémiin kieliopin G = (V, 3, P, S)

tuottama kieli epédtyhjd, so. voidaanko kieliopin ldhtosymbolista S johtaa yhtdin péaite-
jonoa x € ¥*.

Vastaus: Allaoleva proseduuri ?GENERATESNONEMPTYLANGUAGE(G) ottaa sydtteend
yhteydettomén kieliopin G, ja palauttaa arvon true, jos G:n generoima kieli ei ole tyhja.

?GENERATESNONEMPTYLANGUAGE(G = (V, X, P, S): context-free grammar)

T —X%
repeat |V — X| times

foreach A — X;--- X, € P

ifFAZLTAX - X €Tk
T —TU{A}

ifsSeT

return true
else

return false

Algoritmin idea on lihted terminaalisymbolien joukosta X ja testata, onko n#istd mah-
dollista perddntya S:4an kayttden joukon P produktioita kdénteisesti. Perdantymisté si-
muloidaan iteroimalla |V — 3| kertaa saavutettavien symbolien joukkoa T'.

Perusteluksi sille, ettd |V — X| askelta riitté, tarkastellaan sanaa z € L(G), jolla on kielen
sanoista kaikkein pienin jdsennyspuu. Jos z:lla on muotoa

S =" uAy —* wAzry —* uvwzry

oleva johto, missd u,v,w,z,y € ¥*, niin myds sana 2z’ = uwy voidaan johtaa kieliopin
saannoillat. Téllsin kuitenkin 2’ jisennyspuu on pienempi kuin z:m jisennyspuu, miki
on ristiriidassa sen oletuksen kanssa, ettd z:n puu on pienin. Tastéd seuraa se, ettd mis-
sédn z:n minimaalisen jisennyspuun haaroissa ei voi esiintyé sama vélike kahteen kertaan,

1Vertaa yhteydettémien kielten pumppauslemmaan.



joten algoritmissa riittda kdyda sddntdjoukko ldpi yhtd monta kertaa kuin kieliopissa on
vilikkeita.

Tarkastellaan esimerkiksi kielioppia:
S — BAB| ABA

A — aAS | bBa
B —bBS|c

Algoritmin laskenta etenee joukon 7T osalta seuraavasti:

To = {a,b,c}

T, = {a,b,c, B} (B — ¢)
Ty = {a,b,c, A, B} (A — bBa)
Ty = {a,b,c, A, B,C, S} (S — BAB,S — ABA)

Koska |V — X| = 3, algoritmin suoritus péittyy ja T = T3. Huomataan, ettii S € T', joten
kieli ei ole tyhji. Pienin kieleen kuuluvan sanan jésennyspuu on:

S

Liite: Chomskyn normaalimuoto

Muutetaan esimerkin vuoksi seuraava kielioppi Chomskyn normaalimuotoon:

P={S—aAS|bBS|¢
A — aAA|D,
B — bBB | a}

Kielioppi on Chomskyn normaalimuodossa, mikéli seuraavat ehdot toteutuvat:

(a) Ainoastaan alkuviilike S voi olla tyhjentyva.

(b) Alkuvilike S ei esiinny sdédnnoissi oikealla puolella.

(¢) Mahdollisesti esiintyvid sddntod S — e lukuunottamatta kaikki séédnnot ovat muotoa
A — BC tai A — a, missid A, B ja C ovat vilikkeitd ja a terminaalisymboli.

Kielioppi muutetaan normaalimuotoon vaiheittain:

(a) Poistetaan ldhtésymboli sdfintéjen oikealta puolelta.

Koska kieliopissa on sdédnnot S — aAS ja S — bBS, lisdtddn uusi ldhtosymboli S
ja sdantdo 7 — S. Saadaan tulokseksi sdéntdjoukko:

S = S,

S — aAS |bBS | e
A — aAA|D,

B —bBB|a



(b)

Poistetaan e-produktiot.

Koska Chomskyn normaalimuodossa ainoastaan lihtésymboli S’ saa olla tyhjentyva,
taytyy muut e-sddnnot poistaa kieliopista. Lasketaan aluksi tyhjentyvien vilikkeiden
joukko NULL:

NULLy ={5} (S — &)
NULL, ={S, 5"} (S — 8)
NULL, ={5, $'} = NULL

Tamiin jilkeen korvataan sdinnot A — X --- X, joukolla sdintoja

A= a--an,

o Xi, X; ¢ NULL
missé o; =
X, taie, X; € NULL

Lopuksi poistetaan kaikki séa#nnét muotoa A — e (lukuunottamatta sdantoa 57 — ¢).
Saadaan tulokseksi sifntojoukko?:

S —S|e

S — aAS |aA|bBS | bB
A — aAA|D,

B —bBB|a

Poistetaan yksikk6produktiot.

Seuraavaksi poistetaan kieliopista kaikki muotoa A — B olevat sdannot, missi seké
A ettd B ovat vilikkeité.

Lasketaan ensin joukot F'(A) kaikilla A € V — X:

F(A) = F(B) = F(S) = 0
F(S') = {5}

Vilike B kuuluu joukkoon F'(A) tdsmélleen silloin, kun A:sta voidaan johtaa B
kéayttden pelkkia yksikkoproduktioita.

Saantd A — B korvataan siddntjoukolla {A — w | 3C € F(B)U{B}: C — w € P}.
Tulokseksi saadaan saéntdjoukko:

S"— aAS |aA|bBS|bB|e
S — aAS |aA|bBS | bB
A — aAA|D,

B —bBB|a

Poistetaan liian pitkit produktiot.

Viimeisessé vaiheessa lisdtéaén kielioppiin uusi vélike C, sekéd saénté C, — o kaikille
o € 3 sekd jaetaan kaikki sd@dannot A — w (Jw| > 2) ketjuksi sddntojé, jotka kaikki
johtavat tismalleen kaksi symbolia.

2Tarkkaan ottaen tissd vaiheessa pitisi lisitd vield uusi aloitusvilike S” ja sdéannot S — €|S’, mutta téssd
tapauksessa ei synny ongelmia, vaikka kiytetddn S’:a 1dhtésymbolina.



Annetun kieliopin Chomskyn normaalimuodoksi saadaankin seuraava saéntojoukko:

S = CuS) | CaA | Gy | CoB | &
S; — AS

S5 — BS

S — CS1 | CLA | CpS2 | CbvB
S1 — AS

Sy — BS

A—CuA1 | b

A — AA

B—Cy,B|a

B, — BB

Cy —a

Cp, — b

Liite: CYK-algoritmi

CYK-algoritmilla voidaan tutkia kuuluuko sana x = z; - - - x,, kieliopin G méé#ritteleméaan
kieleen. Algoritmin kuluessa lasketaan vilikejoukot N;,. Joukko N kisittda kaikki ne
vilikkeet, joista voidaan johtaa osajono z;---x;+x, €eli sanan x kohdasta i alkava k:n
merkin mittainen osajono. Joukkojen laskemisessa voidaan kidyttdd apuna dynaamista
ohjelmointia seuraavaan tapaan:

N%l:{A|(A4>£L'z)€P}

k—1
Nijk = U {A eV —X | G:ssd on sédanté A — BC,
=t misséi B € Nyj ja C € Nipjj}

Tarkastellaan kielioppia G:

S—C,D|C,A|C,E|BCy|albd
A—C,D|C,A|a

B— C,E|BGCy|b

D — AC,

E — By

C,—a

Cy,—b

Tarkistetaan, kuuluvatko sanat wy; = aabbb ja we = aabb kieleen L(G). Koska wy on wy:n
prefiksi, tdytyy taulukko tehdd ainoastaan sanalle w;.

Lasketaan ensin joukot N;p, ¢ < 5:

17—
l:a 2:a 3:b 4:b 5:b
k] 1 aabbb aabbb aabbb aabbb aabbb
{SvAaCa} {S,A,Ca} {S,B,Cb} {S,B,Cb} {SaBaCb}

Kussakin taulukon ruudussa on alleviivattuna sitd vastaava sanan osajono.

Lasketaan seuraavaksi N1, eli niiden vilikkeiden joukko, jolla voidaan johtaa sanan alussa
oleva aa. Koska normaalimuotoisessa kieliopissa ei ole yhtddn sdéantoé, jolla voisi suoraan
johtaa useamman kuin yhden terminaalisymbolin, voidaan aa saada ainoastaan siten, etta
johdetaan jostain vilikkeestd kaksi a:n tuottavaa vilikettd. Kaytdnnossa tamé tapahtuu

5



siten, etté etsitadn kaikki sellaiset vilikkeet X, joille on olemassa sééanto X — Y Z, missé
Y € Ny1 ja X € Noj.
Nll = {S)A7Cll}

Nio ={S,A} .
NQIZ{S)A7CII} - { ’ }

Tassé kaytettiin sdantoja S — Cy A ja A — Cy A. Ruudulle Nas saadaan vastaavasti:

N21 = {SaAvca}

Nos =1{D} .
N3 = {S,B,Cy} 2 =D}

Ainoa ehdot tdyttava sdinté on D — AC),. Kokonaisuudessaan taulukon toiseksi riviksi
muodostuu:

7 —
1l:a 2:a 3:0b 4:0b 5:b
1 aabbb aabbb aabbb aabbb aabbb
{SvAaCa} {SaAvca} {SvBaCb} {SvBaCb} {SaBaCb}
k]l 2 aabbb aabbb aabbb aabbb
{S, A} {D} {S,B,E} | {S,B,E}

Ruudun Nj3 kohdalla huomataan, ettd sanan kolme ensimmaéistd merkkid (aab) voidaan
johtaa kahdella eri tavalla:

(a) johdetaan a vilikkeelld X € Ni; ja ab vilikkeelld Y € Noo; tai
(b) johdetaan aa vilikkeelld X € Nio ja b vilikkeelld Y € Ng;.

Vastaavat joukot ovat:

]:1 = N11:{S,A,Ca} j:2 = ngi{S,A}
Noy = {D} N3 = {S,B,Cb}

Tapausta j = 1 vastaava vilikejoukko on {S, A} (S — C,D, A — C,D) ja tapausta j = 2
vastaava on {D} (D — AC}), joten N3 = {S, A, D}. Samaan tapaan jatkamalla saadaan
lopulta koko taulukoksi:

1 —
1l:a 2:a 3:0b 4:0b 5:b
1 aabbb aabbb aabbb aabbb aabbb
{SvA’&} {SaAvg} {Svﬁvcb} {S,B,@} {S,B,@}
2 aabbb aabbb aabbb aabbb
{5, A} {D} {S,B,E} | {S,B,E}
k]l 3 aabbb aabbb aabbb
{A,S,D} {S, B} {S,B,E}
4 aabbb aabbb
0 {S,B,E}
5 aabbb
{S, B}

Viimeisessi vaiheessa téytyl kitydi lapi neljid eri kombinaatiota: (N11, Nag), (N12, Nss),
(N13, Naz) sekd (N14, Ns1).

Koska S € Nis, niin aabbb € L(G). Toisaalta, koska S ¢ Nj 4, niin aabb ¢ L(G). Taulu-
kosta voidaan konstruoida suoraan sanan w; jésennyspuu kdymalld se ldpi takaperin: .S
saadaan ruutuun Nps ruuduista Ni1 ja Noy kiyttien vilikkeitd C, ja F, joten ensimméi-
send kdytetddn sdantod S — Cy E. Ylldolevassa taulukossa on sanan w; johdossa kiytetyt
vilikkeet alleviivattu. Kokonaisuudessaan jasennyspuu on seuraavanlainen:






