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Demonstraatiotehtévien ratkaisut

4. Tehtava: Laadi epddeterministinen dérellinen automaatti, joka testaa onko annetun bi-
nédrijonon kolmanneksi viimeinen merkki 1, ja determinisoi se.

Vastaus: Kielen L = {w € {0,1}* | wn kolmanneksi viimeinen merkki on 1 } tunnistaa
epideterministinen automaatti M = (Q, 3, d, g1, F'), missi

Q = {qlv 42,43, Q4}

Y ={a,b}

F= {q4}7

ja siirtyméfunktio 6 on mééritelty kuten allaolevassa kuvassa:

0,1

W 1 0,1 0,1

O O O
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g4

Konetta M vastaava deterministinen automaatti M’ muodostetaan siten, etti M’m ti-
loiksi otetaan kaikki Q:n osajoukot (Q' = P(Q)). Tilajoukkoihin koodataan kaikki mah-
dolliset M:n laskennat. Esimerkiksi kun M on lukenut sy6tteen 010, voi se olla joko tilassa
q1 tai gs. Niinpd koneen M’ tiytyy samalla sy6tteelld péadtyé tilaan {q1, g3}

Muodostetaan tilansiirtofunktio §’:

q 0 1 uusi nimi
{a1} {a1} {a1, ¢2} A
{Q17QQ} {‘ha%} {‘1171127(13} B
{q1, 43} {a1,q4} {a1.¢2,04} | C
{thlz,QS} {q17q37q4} {q17q27q37q41} D
{q1,03, 04} {q1, 04} {q1,02,04} | Ex
{a1, au} {a1} {a1, 42} Fx
{01,92,a3,94} | {q1,a3, 04} | {q1,92,03,q4} | GX
{q1,q2, 94} {q1,q3} {q1,q2,q3} Hx

Automaatin M’ lopputiloiksi otetaan kaikki ne tilat, joissa esiintyy jokin M:n lopputilois-
ta. Ylldolevassa taulukossa ne on merkitty rastilla.




5. Tehtdva: Osoita, ettd jos kieli L C {a,b}* voidaan tunnistaa dérelliselld automaatilla,
niin samoin voidaan tunnistaa myos kieli L = {wf | w € L}.

Vastaus:

Olkoon M = (Q, %, 4, qo, F') dérellinen automaatti, joka tunnistaa kielen L (eli L = L(M)).
Muodostetaan timéin perusteella automaatti M’, missi:

M/ = {Q U {q/0}7275/aQ(/)a {qo}
6/ = {(Qi7a7Qj> | 5(Qj?a) = Ql}
U {(qéagaqz) | q; € F}v

missi g} ¢ Q.

Suorasanaisesti sanottuna yllé oleva midritelmi tarkoittaa siti, ettd kielen L® tunnista-
va automaatti saadaan L:n tunnistavasta automaatista siten, ettd automaatin siirtymaét
kddnnetadn ympari, sithen lisdtédéan yksi uusi tila uudeksi alkutilaksi, asetetaan uudesta
tilasta e-siirtyméat kaikkiin alkuperéisen automaatin lopputiloihin ja ainoaksi lopputilaksi
otetaan alkuperiisen automaatin alkutila.

Automaatti M’ aloittaa laskennan syttteelld w? siirtymalls epédeterministisesti johon-
kin alkuperdisen automaatin hyvéksyvista tiloista. Sen jédlkeen se suorittaa koneen M
siirtymid kddnnetyssé jarjestyksessd. Syote hyviksytadan mikali se nédin tehdessédén padtyy
lopulta alkuperiiseen alkutilaan, koska téssé tapauksessa automaatilla M on olemassa
hyviksyvé laskenta syotteelle w.

6. Tehtidvi: Osoita, etté jos aakkoston ¥ = {a, b} kielet A ja B voidaan tunnistaa dérellisilla
automaateilla, niin samoin voidaan tunnistaa myos kielet A =¥*— A, AUB ja AN B.

Vastaus: Olkoon A ja B aakkoston ¥ = {a, b} kielid, jotka voidaan tunnistaa érellisilla
automaateilla. Halutaan osoittaa, ettd myos kielet A = ¥* — A, AU B ja AN B voidaan
tunnistaa &dérellisilla automaateilla.

A: Olkoon My = (Q,X,0,q, F) deterministinen tilakone!, joka tunnistaa kielen A.
Muodostetaan tésté kielen komplementin tunnistava automaatti M z:

MA:(nyvéaq(%Q_F) .

Kone M toimii muuten tdsméilleen samalla tapaa kuin M4, mutta hyviaksyvat tilat
on muutettu hylkéviksi ja pdinvastoin. Néin ollen M 5 hyvéksyy ne sanat, jotka Ma
hylkéd ja hylkéd ne, jotka M4 hyviksyy, joten L(Mz) = A.

Tarkastellaan esimerkiksi automaattia, joka tunnistaa kielen:

A={w e ¥ | won muotoa axb, missi x € 3*} .

Kieleen A kuuluvat kaikki sanat, jotka alkavat a-kirjaimella ja paittyvat b-kirjai-
meen. Alla esitetdén automaatit M4 ja M z:

1M 4 on vilttimétts olemassa, silld mitéd tahansa epideterministists automaattia kohden voidaan muodostaa,
saman kielen tunnistava deterministinen automaatti.



MA:

a,b

Tésséd on huomattava, etté esitetty konstruktio toimii vain, jos M4 on deterministi-
nen. (Yritd etsid yksinkertainen vastaesimerkki epideterministiselle tapaukselle.)

AU B: Olkoot Mg = (Qa,X%,04,84,F4) ja Mp = (Qp,X%, 08, sp, Fg) dérelliset automaatit,
jotka tunnistavat kielet A ja B. Oletetaan liséksi, etté tilajoukot ovat erilliset, eli Q4N
Qp = 0. Tam4i oletus voidaan tehdi, silli tarvittaessa voidaan toisen koneen tilat
nimeté uudelleen. Muodostetaan epadeterministinen tilakone M 4 p seuraavasti:

MAUB = (Q72a678aF) )
misséi

Q=QaUQpU{s}
F=F4UFg
d=04UdpU{(s,¢,84),(s,¢,8)} -

Kone M 4~p muodostetaan siis yhdistdmaélla koneet M4 ja Mp. Tila s on uusi alku-
tila, josta voidaan siirtya tyhjélla siirtymaélla joko M4:n tai Mp:n alkutilaan.

Jos sana x kuuluu kieleen A, M4p hyviksyy sen siirtymaélla aluksi tilaan s4 ja
suorittamalla sen jilkeen samat siirrot kuin kone M4 olisi suorittanut. Mikali x € B,
siirrytdédn tilaan sp ja toimitaan kuten Mp.

Tarkastellaan edellisessé kohdassa esiteltyd automaattia M4 sekéd uutta automaattia
Mp, joka tunnistaa kielen:

B ={w € X" | w: ssi esiintyy osajono bb} .

a,b

Usein lisdtddn Mayp:hen myos uusi lopputila f, ja lisdtdén sinne tyhjé siirtymé
kaikista alkuperéisistd lopputiloista ¢ € Fy U Fg. Talloin F = {f}.



AN B: Viite seuraa suoraan kahdesta edellisestéi kohdasta, sillda DeMorganin sédéntéjen pe-
rusteella: .
ANB=AUB .

Tarkastellaan vield ylla esiteltyja koneita M4 ja Mp, ja muodostetaan kone Manp
kéyttden DeMorganin sdantoa:

MB: a,b

b _
Q10—
a
Mzup

a5 a Y96
Koneen M 4,5 komplementointia varten se tidytyy ensin determinisoida (kone on jo
minimoitu, yksityiskohdat liitteend):

.
My 5

{%;%} {Q47QG} {Q27Q7}

Nyt saadaan haluttu kone vaihtamalla ylldolevan koneen hyvéksyvit tilat hylkadviksi
ja péinvastoin:

MAﬂB:

{9105} g {02205 {aa 7}
O—L 5080 Oob

a,b GO @, OQa
QSan} {Q47

QG} {Q27(Z7

Kahden automaatin leikkaus voidaan mééritelld myos suoraan kédyttiden samanta-
paista menetelméd kuin seuraavassa tehtéavéissa.

Liite: tilakoneen minimointi



Tilakoneen determinisointialgoritmilla saadaan tehtdvian 5. tilakone M 5,5 muutettua seu-
raavaan muotoon:

Nyt halutaan 16ytd4 pienin deterministinen tilakone, joka tunnistaa saman kielen. Luen-
nolla esitetty algoritmi toimii siten, ettd automaatin tilojen vélille méadritellasn ekviva-
lenssirelaatio, jota vaiheittain tarkennetaan, kunnes haluttu lopputulos saavutetaan.

Algoritmin ensimméisessé vaiheessa poistetaan kaikki tilat, joita ei voida saavuttaa alku-
tilassa. Téssd automaatissa sellaisia ei ole, joten automaatti pysyy vield ennallaan.

Seuraavaksi muodostetaan ensimméinen ekvivalenssiositus siten, ettd automaatin loppu-
tiloista tehddén yksi luokka ja kaikista muista tiloista toinen:

0-ekvivalenssi:

Luokka | Tila a b
I A C (I | B(I)
B G | H(I
C c (@ | D)
D C (1) | E(II)
F F (I) | E(II)
G G () | B(I)
H |H®O| H®O
II E F(I) | E(II)

Kaaviosta huomataan, ettd I-luokan tiloista D ja F' siirrytdén b:11a II-luokan tilaan F,
kun taas kaikista muista tiloista b-siirtymé vie johonkin I-luokkaan kuuluvaan tilaan.
Erotetaan nyt kaksi erilaista tilaa omaksi luokakseen:

1-ekvivalenssi:

Luokka | Tila a b
I A C (I B (I)
B G (I) H (I)
C C (I) | D (II1)
G G (I) B (I)
H H (1) H (1)
11 E F (II1) | E (1)
111 D C (1) E (II)
F F (I11) | E (IT)

Talla kertaa tilat C' ja F' eivét sovi luokkiinsa, ja ne taytyy erottaa omiksi luokikseen.
Nain jatketaan, kunnes lopulta kaikki luokat ovat konsistentteja:



2-ekvivalenssi: 3-ekvivalenssi:

Luokka | Tila a b Luokka | Tila a b
I A | COV)| B(I I A C (IV) | B (VI)
B G (1) H (1) 11 E F (V) E (IT)
G G (I) B (I) 111 D C (Iv) | E (1I)
H H (I) H (I) IV C C (IV) | D (III)
11 E F (V) | E1I) \% F F (V) E (II)
111 D | C (V)| E(II) VI B G (VI) | H (VI)
v C | C (V) | D (I G G (VI) | B (VI)
\% F F (V) | EI) H | H (VI) | H (V]

Kaikki luokat ovat nyt konsistentit, ja voidaan muodostaa tilakone, jonka tiloina ovat
syntyneet ekvivalenssiluokat. Minimoitu kone on esitetty kaaviona tehtdvén 5. vastauksen
yhteydessa.

Terminé k-ekvivalenssi tarkoittaa sitéd, ettd kaikki samaan luokkaan kuuluvat tilat ké-

E
sittelevéit samalla tapaa kaikkia korkeintaan k merkkid pitkid syotteitd. Jos p = ¢ ja
tilasta p lahteva k:n pituinen laskenta paityy lopputilaan, niin my6s ¢:sta ldhteva samalla
syotteelld tehty laskenta péadtyy hyviksyvéain tilaan, ja painvastoin.



