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Lause 6.7 Kieli U ei ole rekursiivinen.

Todistus. Oletetaan, etta kielella U olisi totaalinen tunnistajakone
M(,. Talldin voitaisiin Lemman 6.5 kielelle D muodostaa
totaalinen tunnistajakone Mp seuraavasti.

Olkoon Moy totaalinen Turingin kone, joka testaa, onko
syotteena annettu merkkijono kelvollinen Turingin koneen
koodi, ja olkoon Mpyp totaalinen Turingin kone, joka muuntaa
syo6tejonon ¢ muotoon cc. Kone Mp muodostetaan koneista M),
Mok ja Mpup Yhdistdmalla seuraavan kaavion esittamalla tavalla:

. Q
HQ Mok @10 MDU@
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Seuraus 6.8 Kieli
U= {cuw |w ¢ L(M)}

ei ole rekursiivisesti numeroituva.

Todistus. Kieli U on oleellisesti sama kuin universaalikielen U
komplementti U; tarkasti ottaen on U = U UERR, missd ERR on
helposti tunnistettava rekursiivinen kieli

ERR = {xe{0,1}*|x eisisalla alkuosanaan
kelvollista Turingin koneen koodia}.

Jos siis kieli U olisi rekursiivisesti numeroituva, olisi samoin
myos kieli U. Koska kieli U on rekursiivisesti numeroituva,
seuraisi tastd, etta U on perati rekursiivinen. Mutta tama on
vastoin edellisen lauseen tulosta, mista paatellaan, etta kieli U
ei voi olla rekursiivisesti numeroituva.
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. O
HQ Mok ®$Q MDU@ﬂ

Selvasti kone Mp on totaalinen, jos kone MJ on, ja

ceL(Mp) & c¢L(Mok) taice¢L(M))
& cé¢L(M)
& ceD.

Mutta lemman 6.5 mukaan kieli D ei ole rekursiivinen; ristiriita.

Pekka Orponen syksy 2005

T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet

6.5 Turingin koneiden pysahtymisongelma
Lause 6.9 Kieli

H = {cuw | M pysahtyy syotteelld w }

on rekursiivisesti numeroituva, mutta ei rekursiivinen.

Todistus. Todetaan ensin, ettd kieli H on rekursiivisesti
numeroituva. Lauseen 6.6 todistuksessa esitetysta
universaalikoneesta My on helppo muokata kone, joka
syotteella cyw simuloi koneen M laskentaa syoétteella w ja
pysahtyy hyvaksyvaan lopputilaan, jos ja vain jos simuloitu
laskenta ylipaataan pysahtyy.
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Osoitetaan sitten, etta kieli H ei ole rekursiivinen. Oletetaan
nimittain, etté olisi H = L(My) jollakin totaalisella Turingin
koneella My. Oletetaan lisaksi, ettd kone My pysahtyessaan
jattdd nauhalle alkuperéisen syotteensd, mahdollisesti
tyhjamerkeilla jatkettuna. Olkoon My, lauseen 6.6 todistuksessa
konstruoitu universaalikone.

Kielelle U voitaisiin nyt muodostaa totaalinen tunnistaja
yhdistamalla koneet My ja My seuraavasti:

cMwW HO My ©?Q My @

Lauseen 6.7 mukaan téllaista kielen U tunnistajakonetta ei
kuitenkaan voi olla olemassa. Saatu ristiriita osoittaa, ettd H ei
voi olla rekursiivinen.
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6.7 Ricen lause

Ricen lauseen mukaan kaikki Turingin koneiden tunnistamia
kielig, t. niiden laskemia 1/0O-kuvauksia koskevat epétriviaalit
kysymykset ovat ratkeamattomia.

Johdantona lauseen todistukseen tarkastellaan ensin yhta sen
erikoistapausta, Turingin koneiden tunnistamien kielten
epatyhjyysongelmaa: “Hyvaksyyko annettu Turingin kone yhtédéan
syotemerkkijonoa?” Ongelman esitys formaalina kielena on

NE = {c € {0,1}* | L(M.) # 0}

Lause 6.11 Kieli NE on rekursiivisesti numeroituva, mutta ei
rekursiivinen,
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Seuraus 6.10 Kieli
H = {cuw | M ei pyséahdy syétteelld x }

ei ole rekursiivisesti numeroituva.
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Todistus. Todetaan ensin, etta kieli NE on rekursiivisesti
numeroituva muodostamalla sille tunnistajakone Mye. Kone Mye
on helpointa suunnitella epadeterministisena.

Olkoon Mok Turingin kone, joka testaa onko annettu syote
kelvollinen Turingin koneen koodi, ja olkoon Mg
epadeterministinen Turingin kone, joka kirjoittaa nauhalla jo
olevan merkkijonon peréaén mielivaltaisen bindarijonon w. Kone
Myne Voidaan muodostaa yhdistamalla koneet Mok, Mg ja
universaalikone My seuraavasti:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Selvasti on:

c € L(Mng)

< ¢ on kelvollinen Tk-koodi ja 3w s.e. cw € U
< ¢ on kelvollinen Tk-koodi ja 3w s.e. w € L(M;)
< L(Me) #0.
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Olkoon sitten Mencope Turingin kone, joka saa syotteenaan
mielivaltaisen Turingin koneen M koodista cy ja bindarijonosta
w muodostuvan jonon cyw ja jattaa tuloksenaan nauhalle
edella kuvatun koneen MY koodin cyw:

—cyw

O
Cmw %QMENCODE
&)

(Jos syote ei ole muotoa cw, missa c on kelvollinen Turingin
koneen koodi, kone Mencope paatyy hylkaavaan lopputilaan.)
Kone Mencope operoi siis Turingin koneiden koodeilla. Annetun
koneen M koodiin se lisaa siirtymawviisikoita (“konekéaskyja”) ja
muuttaa tilojen numerointia siten, etta koodi tulee koneen M
sijaan esittdmaan konetta M".
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Osoitetaan, ettei kieli NE ole rekursiivinen. Oletetaan, etta
kielella NE olisi totaalinen tunnistajakone MJ;, ja muodostetaan
sita kayttaen totaalinen tunnistajakone M) kielelle U. (Ristiriita.)
Konstruktio perustuu syétteiden koodaamiseen Turingin
koneiden “ohjelmavakioiksi”. Olkoon M mielivaltainen Turingin
kone, jonka toimintaa syoétteella w = a;a, ... ax halutaan tutkia.
Merkitd&n MY:ll& konetta, joka aina korvaa “todellisen”
syotteensa merkkijonolla w ja toimii sitten kuten M:

a/al
a/a R a/ay.R a/a R/~ a/al 5‘ %/D.R Q M @

Koneen M¥ toiminta ei siis riipu lainkaan sen todellisesta
syOtteestd, vaan se joko hyvaksyy tai hylkaa kaikki merkkijonot,
sen mukaan miten M suhtautuu w:hen:

{0,1}*, josw € L(M);

L(M™) = { 0, jos w & L(M).
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Universaalikielelle U voitaisiin nyt koneet Mencope ja
hypoteettinen M|z seuraavalla tavalla yhdistamalld muodostaa
totaalinen tunnistajakone M}

7777777777777777777777777777777777777777777777777777

Cmw HQMENCOO g@ M 9

Kone M|} on totaalinen, jos Mz on, ja L(M/}) = U, koska:
cuw € L(M) & cww € L(Mig) =NE & L(MY) £0 < w € L(M).

Mutta kieli U ei ole rekursiivinen, joten tallainen totaalinen
tunnistajakone M) ei ole mahdollinen. Saadusta ristiriidasta
paatellaan, ettd myodskaan kielella NE ei voi olla totaalista
tunnistajaa Miz. 0O
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Ricen lause

Turingin koneiden semanttinen ominaisuus s on mik& tahansa
kokoelma rekursiivisesti numeroituvia aakkoston {0,1} kielig;
koneella M on ominaisuus s, jos L(M) € s . Triviaalit ominaisuudet
ovat s = 0 (ominaisuus, jota ei ole millaén koneella) ja s = RE
(ominaisuus, joka on kaikilla koneilla).

Ominaisuus s on ratkeava, jos joukko
codes(s) ={c|L(M;) €s}

on rekursiivinen. Toisin sanoen: ominaisuus on ratkeava, jos
annetusta Turingin koneen koodista voidaan algoritmisesti
paatella, onko koneella kysytty semanttinen ominaisuus.

Lause 6.12 [Rice 1953] Kaikki Turingin koneiden epatriviaalit
semanttiset ominaisuudet ovat ratkeamattomia.
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fffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

Olkoon Nyt Mencobe
Turingin kone, joka e
muodostaa syottteena w- M
annetusta merkkijonosta
cyw Sseuraavanlaisen X =
Turingin koneen MY f
koodin. e
Jos syote ei ole vaadittua muotoa, Mencope paatyy hylkaavaan
lopputilaan.

Syotteellda x kone MY toimii ensin kuten M syoétteellda w. Jos M
hyvaksyy w:n, MY toimii kuten kone M, syoétteella x. Jos M
hylkaa w:n, myos M¥ hylkaa x:n. Kone MY tunnistaa siis kielen

L(Ma), josw €L(M);

L(M™) = { 0,  joswéL(M).

Koska oletuksen mukaan L(Ma) € s ja @ ¢ s, on koneella M¥
ominaisuus s, jos ja vain jos w € L(M).
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Todistus. Olkoon s mielivaltainen epatriviaali semanttinen
ominaisuus. Voidaan olettaa, ettd 0 ¢ s : toisin sanoen, etta
tyhjan joukon tunnistavilla Turingin koneilla ei ole tarkasteltavaa
ominaisuutta. Jos nimittdin 0 € s, voidaan ensin osoittaa, etta
ominaisuus s = RE — s on ratkeamaton, ja paatella edelleen
tasté ettd myds ominaisuus s on ratkeamaton. (Koska
codes(s ) = codes(s).)

Koska s on epétriviaali, on olemassa jokin Turingin kone Ma,
jolla on ominaisuus s — jolla siis L(Ma) #0 € s.
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Oletetaan sitten, etta ominaisuus s olisi ratkeava, so. etta
kielella codes(s ) olisi totaalinen tunnistajakone M. Talléin
saataisiin edellisen todistuksen tapaan totaalinen
tunnistajakone kielelle U yhdistamalla koneet Mencope ja MST
seuraavasti:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Selvéasti kone M|, on totaalinen, jos M] on, ja

cuw € L(M])) < cuw € L(M]) =codes(s ) & L(M") e s < w € L(M).

Koska kieli U ei ole rekursiivinen, tamé& on mahdotonta, mista
paatellaan, ettei ominaisuus s voi olla ratkeava.
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