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6. LASKETTAVUUSTEORIAA

Churchin—Turingin teesi: Mielivaltainen (riittavan vahva) laskulaite
= Turingin kone.

Laskettavuusteoria: Tarkastellaan mita Turingin koneilla voi ja
erityisesti mita ei voi laskea.

Tarkea erottelu: Pyséhtyvat ja ei-pysahtyvat Turingin koneet.
Maaritelma 6.1 Turingin kone

M= (Q7Z7 r767 quqaccaqrej)

on totaalinen, jos se pysahtyy kaikilla syotteilla. Formaali kieli A
on rekursiivisesti numeroituva, jos se voidaan tunnistaa jollakin
Turingin koneella, ja rekursiivinen, jos se voidaan tunnistaa
jollakin totaalisella Turingin koneella.
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6.2 Rekursiivisten ja rek. num. kielten perusominaisuuksi a
Lause 6.1 Olkoot A,B C X* rekursiivisia. Talléin myo6s
A=3%*—A, AUB ja ANB ovat rekursiivisia.

Todistus.

(i) Olkoon M, totaalinen Turingin kone, jolla L(Ma) = A. Kielen A
tunnistava totaalinen Turingin kone saadaan vaihtamalla Ma:n
hyvaksyva ja hylkdava lopputila keskenaan.

Pekka Orponen syksy 2005

T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet

Vaihtoehtoinen termistd: Palautetaan mieliin paatésongelmien
(bindarivasteisten I/O-kuvausten) ja formaalien kielten
vastaavuus: paatdsongelmaa I vastaava formaali kieli Ap
koostuu niista syo6tteista x, joille ongelman I vastaus on “kylla”
(so. toivottu vaste = 1).

Paatdsongelma I1 on ratkeava, jos sita vastaava formaali kieli Ap
on rekursiivinen, ja osittain ratkeava, jos A on rekursiivisesti
numeroituva. Ongelma, joka ei ole ratkeava, on ratkeamaton.
(Huom.: ratkeamaton ongelma voi siis olla osittain ratkeava.)

Toisin sanoen: paatdésongelma on ratkeava, jos silla on
totaalinen, kaikilla syétteilla pysahtyva ratkaisualgoritmi, ja
osittain ratkeava, jos silla on ratkaisualgoritmi joka
“kylla"-tapauksissa vastaa aina oikein, mutta “ei’-tapauksissa
VOi jaada pysahtymatta.
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(i) Olkoot M4 ja Mg totaaliset Turingin koneet, joilla L(Ma) = A,
L(Mg) = B. Kielen AUB tunnistava totaalinen Turingin kone M
saadaan yhdistamalla M, ja Mg toimimaan perékkain: jos Ma
hyvaksyy syotteen, myds M hyvaksyy; jos M paatyy
hylkdamiseen, M simuloi viela Mg:t&.

(i) ANB=AUB. [
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Lause 6.2 Olkoot A,B C ¥* rekursiivisesti numeroituvia. Talldin
my0Os AUB ja AN B ovat rekursiivisesti numeroituvia.

Todistus. ANB kuten Lause 6.1 ja AUB kuten Lause 6.3. (HT)

O

Lause 6.3 Kieli A C X* on rekursiivinen, jos ja vain jos kielet A ja
A ovat rekursiivisesti numeroituvia.

Todistus. Vaite vasemmalta oikealle seuraa lauseesta 6.1(i).
Todistetaan vdite oikealta vasemmalle.
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6.3 Turingin koneiden koodaus

Tarkastellaan standardimallisia Turingin koneita, joiden
syOteaakkosto on ¥ = {0,1}. Jokainen téllainen kone

= (Q,Z, r, 67 QO;Qacmql’ej)

voidaan esittaa bindarijonona:
Oletetaan1 etta Q — {q07q15 cee aQn}, missa Jacc = On—-1 ja- Orej = On;
jaetta ru{r,<} ={agp,as,...,am}, Misséap=0,a; =1, a, =0rja
az = <. Merkitdan liséksi Ap =Lja A; =R
Siirtyméafunktion & arvojen koodaus: saannon
0(ai,a;) = (ar,as,Ar) koodi on
cj = 010710 105102,
Koko koneen M koodi on

cy = 1llcpollcpyll...11comllcypll... 11cym11
. A1¢y 2011...11¢y o m111.
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Olkoot Mp ja Mjz Turingin koneet ‘ ‘
kielten A ja A tunnistamiseen. Kaikilla | O—-0O

X € X* joko Mp tai Mz pysahtyy ja () Ma &
hyvaksyy x:n. Muodostetaan M ja Mz :

“rinnakkain” yhdistamalla totaalinen
kaksinauhainen tunnistajakone M: M ‘ o
simuloi ykkdsnauhallaan konetta Ma § " &)

ja kakkosnauhallaan konetta Mjz.
Jos ykkossimulaatio pysahtyy hyvaksyvaan lopputilaan, M

hyvaksyy sybtteen; jos taas kakkossimulaatio hyvaksyy, M

hylkaa syobtteen.

Seuraus 6.4 Olkoon A C X* rekursiivisesti numeroituva kieli, joka
ei ole rekursiivinen. Talloin kieli A ei ole rekursiivisesti
numeroituva.
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Kaantaen voidaan jokaiseen binaérijonoon c liittdéa jokin
Turingin kone M,. Bin&arijonoihin, jotka eivat ole edellisen
koodauksen mukaisia Turingin koneiden koodeja, liitetd&n jokin
triviaali, kaikki syotteet hylkaava kone Mysy.

Maaritellaan siis:
M. — kone M, jolla cy = c, jos c on kelvollinen konekoodi
¢ | kone My, muuten.

Saadaan luettelo kaikista aakkoston {0, 1} Turingin koneista, ja
epasuorasti myds kaikista aakkoston {0,1} rekursiivisesti
numeroituvista kielista. Koneet ovat

M€7 M07 Ml7 M007 M017 ceey
kielet vastaavasti
L(Mg),L(Mo),L(M1),L(Mgo),L(Mo1),...

(indeksit kanonisessa jarjestyksessé). Kukin kieli voi esiintya
luettelossa monta kertaa.
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Eras ei rekursiivisesti numeroituva kieli
Lemma 6.5 Kieli

D={ce{0,1}"[c ¢ L(M)}

ei ole rekursiivisesti numeroituva.

Todistus. Oletetaan, etta olisi D = L(M) jollakin
standardimallisella Turingin koneella M. Olkoon d koneen M
bin&arikoodi, so. D = L(Mgy). Talléin on

deb <« d¢L(Mg)=D. Kielta D vastaava paatdsongelma: “Onko niin, ettei annetun
koodin ¢ esittama Turingin kone hyvaksy syotetta c?”
Luontevampia esimerkkeja seuraa jatkossa.

Kielen D muodostaminen kuvallisesti: jos kielten L(Mg), L(Mo),
L(My), ... karakteristiset funktiot esitetdan taulukkona, niin kieli
D poikkeaa kustakin kielesta taulukon diagonaalilla:

Ristiriidasta seuraa, etta kieli D ei voi olla rekursiivisesti
numeroituva.

° 6.4 Uni lit Turingin k t
. niversaalit luringin Konee
N[ L(Me) L(Mo) L(My)  L(Moo) 9 o
€ [E 0 0 0 Aakkoston {0,1} universaalikieli U maaritellaan:
0 0 10 1 0 U={cuw |weL(M)}.
1 0 0 1° 1 Olkoon A jokin aakkoston {0, 1} rekursiivisesti numeroituva
kieli, ja olkoon M kielen A tunnistava standardimallinen Turingin
ol o 0 0 o kone. Tallgin on

A={w e {0,1}* |cyw € U}.

Myds kieli U on rekursiivisesti numeroituva. Kielen U tunnistavia
Turingin koneita sanotaan universaaleiksi Turingin koneiksi.
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Lause 6.6 Kieli U on rekursiivisesti numeroituva.

Todistus. Kielen U tunnistava universaalikone My on helpointa
kuvata kolmenauhaisena mallina. (Standardointi tavalliseen
tapaan.) Laskennan aluksi tarkastettava sy6te sijoitetaan
koneen My ykkdsnauhan alkuun.

Taman jalkeen kone toimii seuraavasti:

1. Aluksi My tarkastaa, ettéd sy6te on muotoa cw, missa c on
kelvollinen Turingin koneen koodi. Jos sydte ei ole kelvollista
muotoa, My hylk&& sen; muuten se kopioi merkkijonon

W =aa,...3 € {0,1}* kakkosnauhalle muodossa

00010*+110%2711 ... 10%*t110000.
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1 - [[10] . [0/ 1[0 [0[1[0]-
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T
3 [0[ [O[ [

i+1

3. Alkutoimien jalkeen My toimii vaiheittain, simuloiden
kussakin vaiheessa yhden koneen M siirtymén. Vaiheen aluksi
My etsii ykkdsnauhalta M:n kuvauksesta kohdan, joka vastaa
M:n simuloitua tilaa g; ja merkkia a;.

Olkoon ykkdsnauhalla koodinkohta 0'+110i 110" t1103+110!*1,
Talloin My korvaa kolmosnauhalla merkkijonon 0'+*
merkkijonolla 0" 1, kakkosnauhalla merkkijonon 0/+1

merkkijonolla 0511, ja siirtaa kakkosnauhan nauhapaata yhden
simuloidun merkin vasemmalle, jos t = 0, ja oikealle, jos t = 1.
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i e
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Y WP
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2. Jos sy6te on muotoa cw, misséa ¢ = cy jollakin koneella M,
My:n on selvitettava, hyvéaksyisiké kone M syotteen w. Tassa
tarkoituksessa My sailyttdd ykkésnauhalla M:n kuvausta c,
kakkosnauhalla simuloi M:n nauhaa, ja kolmosnauhalla
sailyttaa tietoa M:n simuloidusta tilasta muodossa g; ~ 0'**
(aluksi siis My kirjoittaa kolmosnauhalle tilan gq koodin 0).
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1 - 4[]0 - [o[1[0] - [o[1[0] -
- i+1 B RS
2 ... ‘1‘0‘ ‘0‘1‘
A g
3 [o[ .- Jo[ [--

i+1

Jos ykkdsnauhalla ei ole yhtaan simuloituun tilaan g; liittyvaa
koodia, simuloitu kone M on tullut hyvaksyvaan tai hylkdavaan
lopputilaan; tallin i =k +1 tai i = k + 2, missa gy on viimeinen
ykkosnauhalla kuvattu tila. Kone My siirtyy vastaavasti
lopputilaan gacc tai grej. 0
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