T-79.1001/1002 Tietojenkésittelyteorian perusteet
2.3 Aérellisen automaatin kasitteen formalisointi
Mekanistinen malli:

syétenauha: ‘ i ‘n ‘p ‘U ‘t ‘
nauhapaa:
Q1 =42
hj ksikko:
ohjausyksikko %
o

Aarellinen automaatti M koostuu aarellistilaisesta
ohjausyksikosta, jonka toimintaa saatelee automaatin
siirtymafunktio d, seka merkkipaikkoihin jaetusta systenauhasta ja
nama yhdistavasta nauhapaasta, joka kullakin hetkella osoittaa
yhta sydtenauhan merkkia.
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Tasmallinen muotoilu:
Adrellinen automaatti on viisikko

M= (Q72757CI07F)7

misséa

» Q on automaatin tilojen aarellinen joukko;

» > on automaatin sycteaakkosto;

> 0:Q x ¥ — Q on automaatin siirtymafunktio;

> (o € Q on automaatin alkutila;

» F C Q on automaatin (hyvaksyvien) lopputilojen joukko.
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Automaatin “toiminta”:

Automaatti kAynnistetdén erityisessa alkutilassa qq, Siten etta
tarkasteltava syote on kirjoitettuna sydtenauhalle ja nauhapéé
osoittaa sen ensimmaista merkkia.

Yhdessé toiminta-askelessa automaatti lukee nauhapéan
kohdalla olevan syétemerkin, paattdd ohjausyksikon tilan ja
luetun merkin perusteella siirtyméafunktion mukaisesti
ohjausyksikon uudesta tilasta, ja siirtdd nauhapaata yhden
merkin eteenpain.

Automaatti pysahtyy, kun viimeinen sydtemerkki on kasitelty.
Jos ohjausyksikon tila talléin kuuluu erityiseen (hyvéksyvien)
lopputilojen joukkoon, automaatti hyvaksyy syotteen, muuten
hylkaa sen.

Automaatin tunnistama kieli on sen hyvéaksymien merkkijonojen
joukko.
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Esimerkki. Reaalilukuautomaatin formaali esitys:

M = ({do,...,q7,eror},{0,1, ...,9,.,E e + -},
6}QO7{q2>q37q6})7

missa 6 on kuten aiemmin taulukossa; esim.

6(q070) = 6(qu 1) == 6(q079) =ds,
6 Jo, ) =(q7, 6(q07E) - 6(q07e) = error,
6(Q1’ ) =0Q2, 6(q17E) — 6(Qla e) = 04,

jne.
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Tilanne (g, w) johtaa suoraan tilanteeseen (g’,w’), merkitaéan

(a.w)- ('),
. L, o R 3y
Automaatin tilanne on pari (q,w) € Q x ¥*; erityisesti automaatin josonw =aw’ (acX)jaq =5a,a). Talldin sanotaan myds,
alkutilanne sybtteell x on pari (o, x) ettd tilanne (q’,w’) on tilanteen (q,w) valitén seuraaja.
Intuitio: q on automaatin tila ja w on sytemerkkijonon jaljell Intuitio: automaatti ollessaan tilassa q ja lukiessaan nauhalla
oleva, so. nauhapédsta oikealle sijaitseva osa olevan merkkijonon w = aw’ ensimmaisen merkin a siirtyy tilaan

q’ ja siirtdd nauhapaéata yhden askelen eteenpain, jolloin
nauhalle jaa merkkijono w’.

Jos automaatti M on yhteydesta selva, relaatiota voidaan
merkité yksinkertaisesti

(a,w) F (a',w").
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Tilanne (g, w) johtaa tilanteeseen (q’,w’) t. tilanne (g’,w’) on
tilanteen (q,w) seuraaja, merkitaéan

. Automaatti M hyvaksyy merkkijonon x € ¥*, jos on voimassa
(@) (a'w), , j
. s . (g0, %) F"(ar,€) jollakin gs € F;
jos on olemassa vdlitilannejono (qo,wo), (d1,w1), ..., (gn,Wn), M
n =0, siten etta muuten M hylkaa x:n.
Toisin sanoen: automaatti hyvaksyy x:n, jos sen alkutilanne
(9, w) = (do, Wo) - (G, W1) - - - - - (s W) = (g, W) syottet_alla x johtaa, sy6tteen loppuessa, johonkin hyvaksyvaan
M MM lopputilanteeseen.
Erikoistapauksena n = 0 saadaan (q,w)*(q,w) milla tahansa Automaatin M tunnistama kieli maaritellaan:
M

tilanteella (q,w).

Jalleen, jos automaatti M on yhteydesta selva, merkitdan
yksinkertaisesti

L(M) ={x € £*| (qo,x)"(qr,€) jollakin gr € F}.
M

(a,w) =" (g, w').
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Esimerkki: merkkijonon “0. 25E2” késittely
reaalilukuautomaatilla:

(00,0.25E2) + (qp,.25E2) + (qg,25E2)
H (q375E2) + (Q37E2)
= (94,2) = (ge,€).

Koska gs € F = {q2,03,06}, ON Siis 0.25E2 € L(M).

Pekka Orponen syksy 2005

T-79.1001/1002 Tietojenkasittelyteorian perusteet

Olkoon
M= (Qazaéaq()a':)

aarellinen automaatti.

Laajennetaan M:n siirtymafunktio yksittaisista syttemerkeista
merkkijonoihin: jos g € Q, x € X*, merkitdan

&*(q,x) = seq €Q, jolla (q,x)+-"(d',€).

M

M:n tilat g ja q’ ovat ekvivalentit, merkitaan

jos kaikilla x € ¥* on
d*(gq,x) €F josjavainjos &*(q’,x)€F;

toisin sanoen, jos automaatti g:sta ja q’:sta lahtien hyvaksyy
tasmalleen samat merkkijonot.
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2.4 Aarellisten automaattien minimointi

Voidaan osoittaa, ettd jokaisella darellisellda automaatilla on
yksikasitteinen ekvivalentti (so. saman kielen tunnistava)
tilam&araltd&n minimaalinen automaatti.

Annetun aarellisen automaatin kanssa minimointi (ekvivalentin
minimiautomaatin maarittdminen) on seka kaytannossa etta
teoreettiselta kannalta tarked tehtava: siten voidaan esimerkiksi
selvittdd, tunnistavatko kaksi annettua automaattia saman
kielen.

Tehtava voidaan ratkaista seuraavassa esitettavalla tehokkaalla
menetelmalla. Menetelmén perusideana on pyrkia
samaistamaan keskendan sellaiset sydtteena annetun
automaatin tilat, joista lahtien automaatti toimii tdsmaélleen
samoin kaikilla merkkijonoilla.
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Lievempi ekvivalenssiehto: tilat q ja g’ ovat k-ekvivalentit,
merkita&n

k

a=q,

jos kaikilla x € *, |x| <k, on
&*(q,x) €F josjavainjos &%(q’,x)€F;
toisin sanoen, jos mikaan enintdan k:n pituinen merkkijono ei
pysty erottamaan tiloja toisistaan.
lImeisesti on:

@) «q

2 q’ joss seka q ettad q’ ovat lopputiloja

tai kumpikaan ei ole; ja Q)
(i) g=q joss q=d kaikilak=0,1,2,...

Esitettava minimointialgoritmi perustuu syotteena annetun
automaatin tilojen k-ekvivalenssiluokkien hienontamiseen
(k 4 1)-ekvivalenssiluokiksi kunnes saavutetaan taysi
ekvivalenssi.
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Algoritmi MIN-FA [A&rellisen automaatin minimointi]

Syéte: Adrellinen automaatti M = (Q, %, 8, qo,F).

Tulos: M:n kanssa ekvivalentti aarellinen automaatti M, jossa on
minimimaara tiloja.

Menetelma:

1. [Turhien tilojen poisto.] Poista M:sta kaikki tilat, joita ei voida
saavuttaa tilasta go millaan sydtemerkkijonolla.

2. [0-ekvivalenssi.] Osita M:n jaljelle jaaneet tilat kahteen
luokkaan: ei-lopputiloihin ja lopputiloihin.
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On helppo osoittaa, etté askelen 3 (k + 1):nnen suorituskerran
(k =0,1,...) alussa kaksi tilaa kuuluu samaan muodostetun
osituksen luokkaan, jos ja vain jos ne ovat k-ekvivalentteja.

Tasta seuraa, etta algoritmin suorituksen paattyessa, kun
ositus ei enda hienone, muodostuneet tilaluokat ovat
tasmalleen M:n tilojen =-ekvivalenssiluokat (vrt.

ominaisuus (1.ii)).

Algoritmin suoritus paattyy valttdmatta aina, silla kullakin
askelen 3 suorituskerralla, viimeista lukuunottamatta, vahintaan
yksi tilaluokka ositetaan pienemmaksi.

Lause 2.1 Algoritmi MIN-FA muodostaa annetun &aarellisen
automaatin M kanssa ekvivalentin aarellisen automaatin |\7|,
jossa on minimima&ara tiloja. Taméa automaatti on tilojen
nimeamista paitsi yksikasitteinen.
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3. [k-ekvivalenssi — (k + 1)-ekvivalenssi.] Tarkasta, siirrytdanko
samaan ekvivalenssiluokkaan kuuluvista tiloista samoilla
merkeill& aina samanluokkaisiin tiloihin. Jos kylla, algoritmi
paattyy ja minimiautomaatin M tilat vastaavat M:n tilojen luokkia.

Muussa tapauksessa hienonna ositusta jakamalla kunkin
askeista ehtoa rikkovan ekvivalenssiluokan tilat uusiin,
pienempiin ekvivalenssiluokkiin sen mukaan, mihin luokkaan
kustakin tilasta siirrytaan millakin aakkosella, ja toista kohta 3
uudella osituksella.
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Esimerkki. Tarkastellaan seuraavan automaatin minimointia:
Vaiheessa 1 automaatista poistetaan tila 6, johon ei paéasta
millaédn merkkijonolla.

Vaiheessa 2 ositetaan automaatin tilat 1-5 ei-lopputiloihin

(luokka 1) ja lopputiloihin (luokka II), ja tarkastetaan siirtymien
kayttaytyminen osituksen suhteen:

204 | 2,1
3] 2,13,

50 1,1 |41
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Luokassa | on nyt kahdentyyppisia tiloja ({1,3} ja {2}), joten
ositusta taytyy hienontaa ja tarkastaa siirtymat uuden osituksen

suhteen:

a b

;0 — 1|21 | 3l
32,11 | 3,1

Il 204 | 2,

M: — 4| 31 |51
— 5| 1,1 |4

Nyt kunkin luokan sisaltamat tilat ovat keskendan samanlaisia,
joten minimointialgoritmi paéattyy.
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2.5 Epadeterministiset aarelliset automaatit

Epadeterministiset automaatit ovat muuten samanlaisia kuin
deterministiset, mutta niiden siirtyméafunktio o ei liitd automaatin
vanhan tilan ja syétemerkin muodostamiin pareihin
yksikasitteista uutta tilaa, vaan joukon mahdollisia seuraavia
tiloja. Epadeterministinen automaatti hyvaksyy syoétteensa, jos
jokin mahdollisten tilojen jono johtaa hyvaksyvaan lopputilaan.

Vaikka epadeterministisia automaatteja ei voi sellaisinaan
toteuttaa tietokoneohjelmina, ne ovat téarked paatdsongelmien
kuvausformalismi.
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Saadun minimiautomaatin tilakaavio on seuraava:
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Esimerkki. Epadeterministinen automaatti, joka tutkii sisaltaako
sy0tejono osajonoa aba:

a a
b

Automaatti hyvaksyy esim. sy6tejonon aaba, koska sen on
mahdollista edeta seuraavasti:

(do,aaba) - (qo,aba) - (g1, ba) - (gz,a) - (gs, €).
Automaatti voisi paatya myos hylkaavaan tilaan:
(q07aaba) F (q07aba) F (q07ba) + (q07a) F (q07€)7

mutta talla ei ole merkitysté— voidaan ajatella, ettd automaatti
0saa “ennustaa” ja valita aina parhaan mahdollisen
vaihtoehdon.
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Maaritelma 2.2 Epadeterministinen darellinen automaatti on
viisikko

M= (Q72757QO7F)7

misséa

» Q on aarellinen tilojen joukko;
» > on syoteaakkosto;

» 0:Q xX —|2(Q)|on automaatin joukkoarvoinen
siirtymafunktio;

> (o € Q on alkutila;
» F C Q on (hyvaksyvien) lopputilojen joukko.
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Epadeterministisen automaatin tilanne (q,w) voi johtaa suoraan
tilanteeseen (q’,w’), merkitdan

(q,W)l;(q’,W’),

josonw =aw’ (a€ X)jaq’ € d(q,a). Sanotaan myds, etta
tilanne (q’,w’) on tilanteen (q,w) mahdollinen véliton seuraaja.
Useamman askelen mittaiset tilannejohdot, merkkijonojen
hyvaksyminen ja hylkddminen ym. kasitteet maaritellaan
samoin sanoin kuin deterministisilla automaateilla. Koska
yhden askelen johdon méaaritelma kuitenkin nyt on toinen,
niiden sisalté muovautuu hieman erilaiseksi.
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a a
b

Esimerkiksi aba-automaatin siirtyméafunktio:

b

a b

— Qo | {9o,a1} | {ao}
a| 0 |{a}
a2 {as} 0

«— QO3 {as} {as}

Taulukosta nahdaan, etta esimerkiksi 6(qo,a) = {qo0,q:} ja
6(qy,a) =0.
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Lause 2.2 Olkoon A = L(M) jonkin epéadeterministisen &arellisen
automaatin M tunnistama kieli. Talldin on olemassa myos
deterministinen aarellinen automaatti M, jolla A = L(M).
Todistus. Olkoon A=L(M), M =(Q,X,d,qp,F). Todistuksen
ideana on laatia deterministinen aarellinen automaatti I\A/I, joka
simuloi M:n toimintaa kaikissa sen kullakin hetkella
mahdollisissa tiloissa rinnakkain.

Formaalisti: automaatin M tilat vastaavat M:n tilojen joukkoja:

m — (QazagvaOaE)v

missa
Q = #(Q)={s|scQq},
AO = {q0}7
F = {SCQ]|s sisaltaa jonkin g; € F},
5s,a) = |Jd(a.a).
qes

Pekka Orponen syksy 2005



T-79.1001/1002 Tietojenkésittelyteorian perusteet

1O Oan O O

Esimerkiksi aba-automaattiin sovellettuna em. konstruktio
tuottaa seuraavan deterministisen automaatin (vain alkutilasta
saavutettavat tilat esitetty):

a

b
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[Todistus jatkuu.] Tarkastetaan, etta automaatti M todella on
ekvivalentti M:n kanssa, so. etta L(M) = L(M).

Maaritelmien mukaan on:
x € L(M) joss (qo,x)+"(ar,€) jollakin gr € F
M
ja

~

x €L(M) joss ({do},x)-"(S,€), missa S sis. jonkin g; € F.
M
Osoitetaan siis, ettd kaikillax € ¥* jaq € Q on:

(90,x)1-"(a.€) joss ({ao},x)1"(S,€) jages. @

M
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Minimoimalla ja nimeamalla tilat uudelleen tama
yksinkertaistuu muotoon:
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Vaite (2):

(G0 X)1(@:€) Joss ({do}X):"(S,8) aq s,

Véitteen (2) todistus tehdaan induktiolla merkkijonon x pituuden
suhteen.

(i) Tapaus |x| = 0:
(do,€)-"(a,€) joss q = qo;

M

samoin ({qo},€)-"(S,€) joss S = {qo}.
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Vaite (2): (do,x)"(q,€) joss ({do},x)-"(S,€)jaqges.

M
(i) Induktioaskel:

Olkoon x = ya; oletetaan, etta vaite (2) patee y:lle. Talléin:

(g0,x) = (qo,ya) b*(q,S) joss
39’ € Q s.e. (do,ya)-"(q’,a) ja (a’,a) - (q,€) joss

M M

Jq’ € Q s.e. (qo,y)H"(d',€) ja (d’,a) - (q,¢€) joss (ind.ol.)

M M

39’ €Qs.e. ({qo},y)-"(S",e) jag € S’ jaq € 8(q',a) joss
{qo},y)F"(S',€) jadq € S’ s.e. q € 0(q’,a) joss

{a0},y)

( (
( “(
({a0},ya

(

(

s'.¢) jag € Uyes 8(d’,a) = §(S',a) joss

2T 27T

*(s',a) jaq e d(S’,a) =S joss

~— —

l_
{ao},ya)-"(s',a) ja (S',a) - (S,€) jaq € S joss
{a0},x) = ({ao},ya)-"(S,€) jaqaes.

M
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Formaalisti: e-automaatti on viisikko
M =(Q,Z%,0,q0,F),
missa siirtymafunktio & on kuvaus
3:Qx (ZUfe}) — 2 (Q).

Muut maaritelmat ovat kuten tavallisilla epadeterministisilla
aarellisilla automaateilla, paitsi suoran tilannejohdon
maaritelma: e-automaattien tapauksessa relaatio

(a,w)F(q",w’)

M

on voimassa, jos on
(Y)w=aw’'(aeX)jaq €9d(q,a); tai
(i)w=w'"jaq €d(q,e).
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€-automaatit

Jatkossa tarvitaan viela yksi darellisten automaattien mallin
laajennus: epadeterministinen &arellinen automaatti, jossa
sallitaan e-siirtymat. Tallaisella siirtymalla automaatti tekee
epadeterministisen valinnan eri jatkovaihtoehtojen valilla
lukematta yhtaan sydtemerkkia.

Esimerkiksi kieli {aa,ab} voitaisiin tunnistaa seuraavalla
g-automaatilla:
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Lemma 2.4 Olkoon A = L(M) jollakin e-automaatilla M. Talléin on
olemassa myds e-siirtymaton epadeterministinen automaatti M,
jolla A=L(M).

Todistus. Olkoon M = (Q, X, d,do,F) jokin e-automaatti.
Automaatti M toimii muuten aivan samoin kuin M, mutta se
“harppaa” e-siirtymien yli suorittamalla kustakin tilasta l&htien
vain ne “aidot” siirtymat, jotka ovat siita kasin jotakin
g-siirtyméajonoa pitkin saavutettavissa.
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Formaalisti maaritellaén annetun tilan g € Q &-sulkeuma €*(q)
automaatissa M kaavalla

e(q)=1{d' €Q]| (q7€)l;*(Q’,€)},

so. joukkoon £*(q) kuuluvat kaikki ne automaatin M tilat, jotka
ovat saavutettavissa tilasta g pelkilla e-siirtymilla.

Automaatin M siirtymasaannot voidaan nyt kuvata seuraavasti:
M= (Q72767q07 F)7
missa

8a.a)= |J 8&(d'.a);

q’eg*(q)

F={ae€Q|e(q)NF #0}.
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Poistamalla edellisen konstruktion mukaisesti €-siirtymét
g-automaatista saadaan tavallinen epadeterministinen

automaatti, esim.:
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