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1.6 Aakkostot, merkkijonot ja kielet

Automaattiteoria ~ diskreetin signaalinkasittelyn perusmallit ja
-menetelmat

(~ diskreettien I/O-kuvausten yleinen teoria)

Input Output

“1011” ——= Automaton “B”

Automaatin kasite on matemaattinen abstraktio. Yleisella tasolla
suunniteltu automaatti voidaan toteuttaa eri tavoin: esim.
sahkopiirind, mekaanisena laitteena tai (tavallisimmin)
tietokoneohjelmana.
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Peruskasitteité ja merkintoja

Aakkosto (engl. alphabet, vocabulary): aarellinen, epatyhja
joukko alkeismerkkeja t. symboleita. Esim.:

> bin&ariaakkosto {0,1};
» latinalainen aakkosto {A,B, ... ,Z}.

Merkkijono (engl. string): aarellinen jarjestetty jono jonkin
aakkoston merkkeja. Esim.:

» “01001", “0000": bindariaakkoston
merkkijonoja;

» “TKTP”, “XYZZY": latinalaisen aakkoston
merkkijonoja.

» tyhja merkkijono (engl. empty string). Tyhjassa
merkkijonossa ei ole yhtaan merkkia; sita
voidaan merkita €:l1a.

Merkkijonon x pituus |x| on sen merkkien maara.
Esim.: |01001| =5, |TKTP| =4, |[¢| =0.
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Talla kurssilla keskitytdan paaosin automaatteihin, joiden:

1. sydtteet ovat aarellisid, diskreetteja merkkijonoja
2. tulokset ovat muotoa “hyvaksy”/’hylkaa” (~ “syote
OK’/"syéte ei kelpaa”)
Yleistyksia:
» aarettbmat syotejonot (— “reaktiiviset” jarjestelmat,
Blchi-automaatit)

» funktioautomaatit (— Moore- ja Mealy-tilakoneet, Turingin
funktiokoneet)
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Merkkijonojen valinen perusoperaatio on katenaatio €li jonojen
perakkain kirjoittaminen. Katenaation operaatiomerkkina
kaytetaan joskus selkeyden lisddmiseksi symbolia ~. Esim.

» KALA"KUKKO = KALAKUKKO;

» jos x =00 jay =11, niin xy = 0011 ja yx = 1100;
» kaikilla x on xg = ex = x;

» kaikilla x, y, z on (xy)z = x(yz);

» kaikilla x, y on |xy| = |x|+|y].
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Aakkoston X kaikkien merkkijonojen joukkoa merkitaan X *:lla.
Esimerkiksi jos ¥ = {0,1}, niin ©* = {¢,0,1,00,01, 10,... }.

Mielivaltaista merkkijonojoukkoa A C Y* sanotaan aakkoston -
(formaaliksi) kieleksi (engl. formal language).
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Vakiintuneita merkintoja

Em. matemaattisille kasitteille kaytetyt merkinnat ovat
periaatteessa vapaasti valittavissa, mutta esityksen
ymmarrettavyyden parantamiseksi on tapana pitaytya tietyissa
kaytanndissa. Seuraavat merkintatavat ovat vakiintuneet:

Aakkostot: X, T, ... (isoja kreikkalaisia kirjaimia). Esim.
bind&riaakkosto ¥ = {0,1}.
Aakkoston koko (tai yleisemmin joukon mahtavuus): |X|.

Alkeismerkit: a, b, c, ... (pienia alkupdan latinalaisia kirjaimia).
Esim.: Olkoon ¥ = {a;, ... ,a,} aakkosto; talldin
|| =n.

Merkkijonot: u, v, w, x, y, ... (pienia loppupaan latinalaisia
kirjaimia).
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Automaatit ja formaalit kielet
Olkoon M automaatti, jonka syoétteet ovat jonkin aakkoston -
merkkijonoja, ja tulos on yksinkertaisesti muotoa “sytte
hyvaksytaan”/“syote hylataan”. (Merk. lyhyesti 1/0.)
Merkitdan M:n syoétteelld x antamaa tulosta M(x):11& ja M:n
hyvaksymien syétteiden joukkoa Ay:ll&, so.

Au ={x € ¥ |M(x) =1}.
Sanotaan, etta automaatti M tunnistaa (engl. recognises) kielen
Ay C X*.
Automaattiteorian (yksi) idea: automaatin M rakenne heijastuu
kielen Ay ominaisuuksissa.

Kaantaen: olkoon annettuna jokin toivottu I/O-kuvaus
f:¥X* — {0,1}. Tarkastelemalla kielta

A= {x X [f(x) =1}

saadaan vihjeita siitd, millainen automaatti tarvitaan kuvauksen
f toteuttamiseen.
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Merkkijonojen katenaatio: x”y tai vain xy.
Merkkijonon pituus: |x|. Esimerkkeja:
> |abc| = 3;
» olkoonx =a;...am, y =by...by;
talldin |xy| = m+n.
Tyhja merkkijono: €.
Merkkijono, jossa on n kappaletta merkkid a: a". Esimerkkeja:
» a" —aa...a;
——
o nkpl
> |a'blck| =i+j+k.
Merkkijonon x toisto k kertaa: xX. Esimerkkeja:
» (ab)? = abab;
> x| = Kk|x]|.
Aakkoston X kaikkien merkkijonojen joukko: X*. Esim.:
» {a,b}* ={¢g,a,b,aa,ab,ba,bb,aaa,aab,...}.
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Merkkijonoinduktio

Automaattiteoriassa tehdaan usein konstruktioita “induktiolla
merkkijonon pituuden suhteen.” Tama tarkoittaa, ettéa
maaritellaan ensin toiminto tyhjan merkkijonon € (tai joskus
yksittdisen aakkosmerkin) tapauksessa. Sitten oletetaan, etta
toiminto on méaaritelty kaikilla annetun pituisilla merkkijonoilla u
ja esitetddn, miten se talléin maaritelladn yhta merkkia
pitemmilla merkkijonoilla w = ua.

Esimerkki. Olkoon ¥ mielivaltainen aakkosto. Merkkijonon
w € X* kaanteisjono (engl. reversal) wR maaritellaan
induktiivisesti sadannailla:

1. R=g¢;

2. josw =ua,ueX*, acy,ninwk=a"uR.
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Viite. Olkoon X aakkosto. Kaikilla x,y € X* on voimassa
(xy)R = yRx.
Todistus. Induktio merkkijonon y pituuden suhteen.

1. Perustapausy = €: (xg)R = xR =eRxR.

2. Induktioaskel: Olkoony muotoay —=ua,uc¥*,aecX.
Oletetaan, etta vaite on voimassa merkkijonoilla x, u.

Tall6in on:
(y)? = (xua)®
= a (xu)R [R:n maaritelm3]
= a (uRxR) [induktio-oletus]
= (a"uR)xR [":n liitdnnaisyys]
= (ua)RxR [R:n maaritelm3]
_ yRXR-D
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Induktiivista (“rekursiivista”) mé&aritelmaa voidaan tietenkin
kayttéaa laskujen perustana; esim.:

(011)R = 17(01)R = 17(170R)
= 117(07eR) = 1107€R
= 1107¢ = 110.

Tarkeampaa on kuitenkin konstruktioiden ominaisuuksien
todistaminen méaéaritelmaa noudattelevalla induktiolla.
Esimerkki:
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AARELLISET AUTOMAATIT JA SAANNOLLISET KIELET

2.1 Tilakaaviot ja tilataulut

Tarkastellaan aluksi tietojenkasittelyjarjestelmia, joilla on vain
aarellisen monta mahdollista tilaa. Tallaisen jarjestelman
toiminta voidaan kuvata &aarellisena automaattina t. aarellisena
tilakoneena (engl. finite automaton, finite state machine).
Aarellisilla automaateilla on useita vaihtoehtoisia esitystapoja:
tilakaaviot, tilataulut, ...
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Esimerkki 1: Kahviautomaatti.

20c 20c

0.0 10c 01 10¢c 0.2 10(:/0’\3q 1Oc0

20c 20

Em. tilakaavion esittdma automaatti ratkaisee paatésongelman
“riittavatkd annetut rahat kahvin ostamiseen?”

Adarellisia automaatteja voidaan yleensakin kayttaa
yksinkertaisten paatésongelmien ratkaisujen mallintamiseen.
Automaattimallista on muitakin kuin bindarivasteisten
jarjestelmien kuvaamiseen tarkoitettuja versioita (ns. Moore- ja
Mealy-automaatit), mutta niita ei kasitella talla kurssilla.
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Esimerkki 2: C-kielen etumerkittdmaét reaaliluvut.

Kaytetyt lyhenteet: digit = {0,1,...,9}, exp = {E,e}.
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Tilakaavioiden merkinnat:
Automaatin tila nimeltéy

. Alkutila
Lopputila: automaatti “hyvaksyy” syétejonon,

joss se jonon loppuessa on téllaisessa tilassa

a Syotemerkira aikaansaama siirtymé
tilastaq; tilaang,
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Aarellisen automaatin esitys tilatauluna: automaatin uusi tila
vanhan tilan ja syotemerkin funktiona.

Esim. reaalilukuautomaatin tilataulu:

digit | . |exp| + | —

«— 02| Q3 G4

<~ 03| Q3 da
da | Qe 0s | Os
0s | Qe

<~ 0Os | Je
a7 | Os
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Esim. reaalilukuautomaatin taydellinen kaavioesitys olisi:

K: Mita tilataulun tyhjat paikat tarkoittavat?

V: Tilataulun tyhjat paikat, tai vastaavasti tilakaavion “puuttuvat”
kaaret, kuvaavat automaatin virhetilanteita. Jos automaatti
ohjautuu téllaiseen paikkaan, sy6tejono ei kuulu automaatin
hyvaksymaan joukkoon.

Muodollisesti automaatissa ajatellaan olevan erityinen virhetila,
jota ei vain selkeyden vuoksi merkité néakyviin.
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ja reaalilukuautomaatin taydellinen tauluesitys olisi:

digit . exp + — 2.2 Aarellisiin automaatteihin perustuva ohjelmointi
Annetun aarellisen automaatin pohjalta on helppo laatia
— Qo [ gz | error | error | error automaatin toimintaa vastaava ohjelma. Esim.
q: a: a2 Qs | error | error reaalilukuautomaattiin perustuva syotejonon syntaksitestaus:
— 0Os (o1 error | error | error | error
error | error | error | error | error | error
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#include <stdio.h>
#include <ctype.h>

main() {
int g, c;
q=0;
while ((c = getchar()) = "\n’)
switch (q) {
case O
if (isdigit(c)) q = 1;
else if c ==")q =7,
else q = 99;
break;
case 1:

if (isdigit(c)) q = 1,

else if (c == ")) q = 2

else if c =="E' || c=="€)q =4
else g = 99;

break;
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Semanttisten toimintojen liittdminen aarellisiin automa atteihin

Esimerkki. Kahdeksanjarjestelman lukuja tunnistava automaatti
ja siihen perustuva syételuvun arvonmaaritys (“muuttaminen

kymmenjarjestelmaan”).

d

(o) ()
(=)

Lyhennysmerkintd d = {0,1,...,7}.
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case 99:
break:

}
if(@==210q==3]q==6)
printf("SYOTE ON REAALILUKU.\n");
else
printf("SYOTE EI OLE REAALILUKU.\n");
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Pelkan syntaksitestin toteutus:

#include <stdio.h>
#include <ctype.h>

main()
{
int g, ¢
q=0
while ((c = getchar()) = "\n’) {
switch (q) {
case O:

it c="+llc=")q=1
else if (0" <=c & c<="7)q = 2
else q = 99;

break;
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case 1
if (00<=cé&&c<='7)q=2
else g = 99;
break;
case 2.
if (00<=cé&&c<='7)q=2
else g = 99;
break;
case 99:
break;
}
}
if@=2
printf("SYOTE OK.\n");
else

printf("VIRHEELLINEN LUKU.\n");
}
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while ((c = getchar()) = "\n") {
switch (q) {
case O:
if (c =="+)q =1
else if (c == ) {
sgn = -1; [* SEM */
q=1
}
else if (0" <= ¢ && ¢ <="7) {
val = ¢ - 0% [* SEM */
q=2
}
else g = 99;
break;
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Taydennys sydteluvun arvon laskevilla operaatioilla (“luvun
muuttaminen kymmenjarjestelmaan”):

#include <stdio.h>

int main(void) {

int g, ¢
int sgn, val; [* SEM: sgn = etumerkki */
sgn = 1; val = 0; /* SEM: val = itseisarvo */
q=0;
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case 1.
if (00 <=c¢&& c<="7){
val = ¢ - 0% [* SEM */
q=2
}
else g = 99;
break;
case 2.
if (00 <=¢&& ¢c<="7){
val = 8 *val + (c - '0); * SEM */
q=2
}
else g = 99;
break;
case 99:
break;

}
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}

if (@ == 2)

{ printf("LUVUN ARVO ON %d.\n", sgn*val);/*SEM*/
exit(0); }

else

{ printf("VIRHEELLINEN SYOTE.\n"); /* SEM */
exit(1); }
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