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Demonstraatiotehtivien ratkaisut

4. Tehtavéassa halutaan todistaa seuraava ongelma ratkeamattomaksi:
Hyvéksyyko annettu Turingin kone M syotteen €7

Mééritelldsn aluksi kieli L = {M | M pyséhtyy syotteelld e}. Nyt L on rekursiivinen jos
ja vain jos tehtdvidnannon ongelma on ratkeava. Seuraavaksi osoitetaan, ettd kieli H =
{Mw | M pyséhtyy syotteelld w} voidaan palauttaa rekursiivisesti (recursively reduce)
kieleen L (merkitdéin H <,, L), joten L on vihintidin yhtd vaikea kuin H. Koska H ei
ole rekursiivinen (monisteen lause 6.9), ei L voi mydskéin olla rekursiivinen.

Rekursiivinen palautus mééritelldén seuraavasti: Olkoon A C ¥* ja B C I'* kielid. Nyt
A <,, B jos ja vain jos on olemassa rekursiivinen funktio f : 3* — I'* siten, ettid

YweX:weAs flw)eB .

Téssé tapauksessa halutaan 15ytdd funktio f siten, ettd f(Mw) € L jos ja vain jos
Mw € H. Kéytdnnosséd tdmé tarkoittaa sitéd, ettd halutaan 16ytda systemaattinen tapa
rakentaa Turingin kone M’, joka pysdhtyy tyhjalla syottelld tdsmélleen silloin, kun kone
M pysahtyy syotteelld w = wiws - - - wy,.

Onneksi tdmé on helppo tehtdvia. Kone M’ kirjoittaa ensin nauhalle sanan w, siirtyy
takaisin nauhan alkuun, ja alkaa simuloida konetta M tekeméilld samat siirtymét kuin
M :kin tekisi. Nyt M’ pysihtyy jos ja vain jos M pysihtyy.

Formaalisti f voidaan méaritelld seuraavasti:

f(<Q7 3, T 55 40, Qacc, Qrej>7w1w2 e wn) = <QI7 3, T 5/7 Q({); Gacc, Qrej>a

missé

Q' =QU{qg|0<i<n}

&' =oU{(g} & qiy1,wir1, R) | 0 <i <}
U{{gn: =, g2, L) |z € T U{<}}
U {{gn,> q0,> R)}

Koska koneeseen M lisdtddn vain dérellinen méiri uusia tiloja ja siirtymid (n ei voi olla
ddreton), on f selvistikin rekursiivinen funktio.

5. Tehtava: Todista monisteen Lause 6.15:

(i) Kieli A C ¥* on rekursiivinen, jos ja vain jos sen karakteristinen funktio

. 1, josx € A;
XA:E *){051}7 XA(:C){ 0 ;OSZC¢A

on rekursiivinen funktio.

(ii) Kieli A C ¥* on rekursiivisesti numeroituva, jos ja vain jos on A = {) tai on olemassa
rekursiivinen funktio g : {0,1}* — X* jolla

A={g(x) [z €{0,1}"}.

Vastaus: Maaritelldédn aluksi viisi yksinkertaista apukonetta:



1 kirjoittaa nauhalle merkin 1, siirtda lukupéétéd askeleen oikealle ja pysédhtyy.

0 kirjoittaa nauhalle merkin 0, siirtdd lukupédétd askeleen oikealle ja pysdhtyy ja
pysédhtyy.
C tyhjentéaé koneen syotenauhan, palauttaa lukupééin nauhan alkuun ja pyséhtyy.

NEXT lukee nauhalla olevan merkkijonon x € ¥* ja korvaa sen leksikografisesti
seuraavalla merkkijonolla (tehtdvin 9.2 tapaan).

Cmp*J vertailee moninauhaisen Turingin koneen nauhoja i ja j keskensin ja hyviksyy
syotteen mikéli niiden siséltd on sama.

Koneet ovat yksinkertaisia, joten niitd ei esiteté téssi.
(i) [=] Olkoon kieli A C ¥* rekursiivinen. T#lloin on olemassa Turingin kone
My =(Q,%,T,6,q0, Gacc: Grej)
siten, etta:

Ywe X :we L s (q,w) Fi, (Gace, @) ja
w ¢ L < (q0,w) Far, (Grej, @)

Muodostetaan Turingin kone M yhdistdmalld kone M 4 koneisiin 1, 0 ja C' seuraavaan
tapaan:

C 1

O © O
t® @) ©)

C 0

Mikéli w € L, niin kone M 4 paatyy hyvéiksyvéadn tilaan, minké jalkeen M tyhjentas
nauhan ja kirjoittaa nauhalle luvun 1. Muussa tapauksessa nauhalle kirjoitetaan 0.
Koska A on rekursiivinen, M4 pysdhtyy aina, joten myts M pysihtyy aina, joten M
_JLweA
Clo,w¢ A
[«<] Seuraavaksi oletetaan, ettd funktio x(w) on rekursiivinen. T#llsin on olemassa
Turingin kone M, joka laskee sen arvon. Mééritelmén mukaan M, pyséhtyy aina, ja
laskennan tulos kirjoitetaan nauhalle lukupéin vasemmalle puolelle. Muodostetaan
Turingin kone M seuraavaan tapaan:

laskee funktion y(w) , joka on kielen A karakteristinen funktio.

Nyt kone M hyviksyy sanan w aina, kun x(w) = 1, ja hylkéi sen, kun y(w) = 0.
Néin ollen M tunnistaa kielen A totaalisesti, joten A on rekursiivinen.

(ii) Halutaan todistaa viite:

Kieli A C 3* on rekursiivisesti numeroituva (A € RE), jos ja vain jos A = ()
tai on olemassa rekursiivinen funktio g : {0,1}* — X*, jolla

A={g(z)|ze{0,1}7}



Mikili A = @, niin triviaalisti A € RE ja g(z) = 0 vastaava rekursiivinen funktio.
Jos annetut ehdot tayttdva funktio g on olemassa, niin on olemassa Turingin kone
My, joka laskee g:n. Tisté voidaan triviaalisti muodostaa kaksinauhainen kone M2,
joka laskee g:n mutta tallettaa tuloksen toiselle nauhalle ensimmaéisen asemasta.
Muodostetaan 3-nauhainen Turingin kone M 4 seuraavasti:

N— Mg2,3 Cmp'? @ C
SEN®©) ©

&

Kone saa syotteensé ensimméiselld nauhalla, ja sité ei endd missdéan vaiheessa muute-
ta. Varsinaisessa laskentasilmukassa kone M 4 korvaa 2. nauhalla olevan bittijonon x
leksikografisesti seuraavalla bittijonolla y, minki jélkeen lasketaan g(y) ja talletetaan
tulos 3. nauhalle. Lopuksi vertaillaan 1. ja 3. nauhojen sisélto keskend#dn. Mikali
nauhojen siséltd on sama, sana hyvéaksytdén, muuten palataan alkuun.

[«<] Tarkastellaan sanaa w € A. Oletetaan, ettd annetut ehdot tidyttavi rekursiivi-
nen funktio g on olemassa. Télloin w = g(x) jollain x = z1x9 -, missd n on
ddrellinen. Koska milla tahansa #érellisen mittaisella merkkijonolla on vain a#relli-
nen méari edeltdjid leksikografisessa jérjestyksesséd, generoi NEXT lopulta z:n, jol-
loin M, 573 laskee kolmannelle nauhalle sanan w, ja kone hyvaksyy sanan. Né&in ollen
M 4 tunnistaa kielen A, joten A € RE.

[=] Seuraavaksi oletetaan, ettd A € RE — {(}. T&lloin on olemassa Turingin kone
My, joka tunnistaa A:n. Mééritelldan apukone My ;, joka simuloi koneen M4 toim-
intaa ¢:n askeleen ajan. Kone My ; hyviksyy syttteen x mikéli M4 hyviksyy sen
kdyttéden korkeintaan ¢ askelta, muuten se hylkéd sen. Huomataan, etté kone My ;
on totaalinen, eli se pyséhtyy aina.

Funktio g rakennetaan koneen M4 ; avulla. Kaikki syStteet z ja rajat ¢ koodataan
funktion c(z,y) = 0710¥ avulla bittijonoiksi pareittain', ja g(c(z,y)) = x, mikili M4 ,
hyvéaksyy sanan x. Funktiota g mé#riteltdessi valitaan jokin kiinnitetty sana xg € A,
joka palautetaan aina kun M4 , ei pysdhdy tai jos g:n sydte on véédrdd muotoa.
Konstruktion perusajatuksena on kéyda lapi kaikki mahdolliset M 4:n sy6tteet lomitet-
tuina: ensin ajetaan M 4:ta yhden askeleen verran ensimmaéiselld syotteelld, sitten
kaksi askelta ensimméiselld syotteelld, yksi askel toisella syotteelli, jne. Alla olevassa
kuvassa on tdmé havainnollistettu aakkostolle ¥ = {a, b} (huomaa samankaltaisuus
tehtdvin 2.5 kanssa):

o

O O
a b aa ab ...

1T4ssd samaistetaan X*:n sanat luonnollisten lukujen kanssa tavanomaiseen tapaan kiyttien leksikografista
jarjestysta.



Esitetddn vield lopuksi todistus formaalimmin: Méiéritellddn funktio ¢’ : {0,1}* —
{0,1}* seuraavasti:

, z,  w=0"10Y ja My, (x) pysihtyy
g (w) = :
zg, muulloin ,

misséd 9 € A. Lopuksi médritelliin funktio g(x) = d(¢'(z)), missé d on funktio,
joka kuvaa bittijonon 0% joukon X* z:nteen alkioon leksikografisessa jarjestyksessa.
Funktion ¢'(x) arvo voidaan laskea d&rellisessé ajassa, koska My ,(x) ei voi jadda
ikuiseen silmukkaan. Néin ollen ¢’ on rekursiivinen, joten my6s g:kin on.

Téassd vaiheessa on huomattava, ettd vaikka g on aina olemassa, niin sitd ei ole
valttamétta mahdollista 1oytéa, silla sopivan alkion xyp € A etsiminen on yleisessé
tapauksessa ratkeamaton ongelma.

6. Tehtava: Osoita, ettd yhteysherkét kielet voidaan tunnistaa lineaarisesti rajoitetuilla
automaateilla. (Kéytd hyviksesi sitéi, ettd kieliopin produktioita sovellettaessa lause-
johdoksen pituus ei voi koskaan lyhentyé, paitsi tyhjin merkkijonon muodostamassa
erikoistapauksessa.) Pé#éttele edellisen perusteella, ettd kaikki yhteysherkit kielet ovat
rekursiivisia.

Vastaus: Yhteysherkdn kieliopin méaéritelmén mukaan produktiot ovat sellaisia, ettd
yksittiisessd sdannossi oikea puoli on aina véhintddn yhta pitkd kuin vasen.

Yhteysherkké kieli voidaan tunnistaa lineaarisesti rajoitetulla automaatilla, joka epé-
determinisesti siirtyy johonkin kohtaan syotetté ja soveltaa jotain sdintoa oikealta vasem-
malle. Koska merkkijono t&lloin lyhenee, lisétilaa ei tarvita. Toisaalta, jos véliin jéisi
tyhjid merkkejd, voidaan implementoida suoraviivainen tiivistys. Jos nauhalle ja&a pelkka
kieliopin aloitussymboli, siirrytdédn hyvaksyvéian lopputilaan.

Tarkastellaan esimerkiksi yhteysherkkéaé kielioppia:
S — aA|bB

aA — abB | ab

bB — baA | ba

Téssé kielen tunnistava lineaarisesti rajoitettu automaatti muokkaisi sy6tenauhaansa seu-
raavaan tapaan (syotteelld abab):

>]alblalbl<[-

> [a|blafA<]

[ o [B]B ]

= afAl<]
-

Y14 kuvattu kone ei kuitenkaan ole totaalinen, silld on mahdollista, ettd sen laskenta ei
koskaan pysdhdy. Esimerkiksi, jos késiteltavé kielioppi on:

S —e

ab — ba

ba — ab,
niin kaikki laskennat syotteelld, jossa on ainakin yksi ab tai ba pari jaavéat ikuiseen sil-
mukkaan.

Asian voi korjata huomaamalla, etté koska koneen nauhan pituus ei voi kasvaa, on koneella
on vain rajallinen méérd mahdollisia tilanteita. Naiden tilanteiden lukumééré on suuruus-
luokkaa ¢ x n x |T'|™, missd ¢ on tilojen lukuméiri, n sydtteen pituus ja |I'| aakkoston
koko.



Edelld mainitulla tavalla rakennettu kone saadaan totaaliseksi liittdmaélld sithen laskuri,
joka laskee suoritettujen askelten masréan. Helpoiten tdma kéy siten, ettéd tehdéadn koneesta
kaksiurainen, jonka toiselle uralle kirjoitetaan askelten méédra bindarilukuna, jota kasvate-
taan aina kunkin alkuperéisen koneen laskenta-askeleen yhteydesséd yhdelld. Kun laskuri
ylittdd raja-arvon, sana hylatdaén, silla talléin kone on joutunut silmukkaan.

Lopuksi tdytyy tarkistaa, ettéd laskuri voidaan toteuttaa rikkomatta vaatimusta lineaaris-
esta tilankdytostd. Luvun g X n x |[|" esittdmiseen tarvitaan k = log,(q) + log,(n) +
nlog(|T|) bittié, joka kasvaa lineaarisesti n:n kasvaessa. Vaikka téssd k > n, niin laskuri
saadaan puristettua kiytossi olevaan tilaan esittdmalld se sopivassa kannassa.

. Tehtava: Osoita, ettd jokainen rajoittamattomalla kieliopilla tuotettava kieli voidaan
tuottaa kieliopilla, jossa produktioiden vasemmalla puolella ei esiinny pdadtemerkkejé.

Vastaus: Kieliopin G kanssa saman kielen tuottavan tehtdvanannon mukaisen kieliopin
G’ voi muodostaa systemaattisesti siten, ettd jokaista kielessi esiintyviid paitemerkkid a
kohden otetaan uusi viilike A, ja télle sdinto A, — a. T&lld uudella vilikkeelld korvataan
kaikki padtemerkit a, jotka esiintyvit G:n sdannoissé.

Seuraavaksi sama formaalimmin: Olkoon G = (V, X, P, S) yleinen kielioppi. Muodoste-
taan kielioppi G’ = (V/, %, P',8"), missd

V=V U{A, |aeX)

Kukin kieliopin G produktio r = 21 -+ &, — Tpy1 - Tntm, missd z; € V muutetaan
muotoon:
C(T) =Y Yn — Yn+1"""Yn+m

z;, z, €V —-X
Yi =

missé

Az“ T, €X .
Nyt voidaan mééritelld sdintojoukko P’ seuraavasti:

P ={c(r)|re P}U{A, —walaeX} .

Tarkastellaan uudelleen edellisessé tehtdvissa esiintynytta kielioppia:

S — aA|bB
aA — abB | ab
bB — baA | ba

Konstruktion tuloksena syntyy kielioppi:

S — A,A| AB
A A — A AB | AL A
ApB — ApALA | ApA,

A, —a
Ay, — b

. Tehtava: Osoita, etté jokainen yhteysherkké kielioppi voidaan saattaa normaalimuotoon,
jossa produktiot ovat muotoa S — ¢ tai €A — aw(3, missid A on kieliopin vilike ja w # €.
(S on téssé kieliopin lahtosymboli.)

Vastaus: Normaalimuotoon saattamisessa on kolme vaihetta:

i) Poistetaan alkusymboli S sidéntdjen oikealta puolelta.

ii) Poistetaan kaikki péstemerkit sééintdjen vasemmalta puolelta.



iii) Muutetaan vidrdd muotoa olevat sdénnot oikeanlaisiksi.

Vaiheet méaaritelladn seuraavasti:

i) Mikéli S esiintyy jonkin sédéinnon oikealla puolella, niin lisétédén kielioppiin uusi
alkusymboli S’ ja siddntd S’ — S. (Yhteysherkkien kielioppien mééritelmén mukaan
talloin ei sddntojoukossa voi olla sddntod S — &, joten tétd tapausta ei tarvitse
kasitell4.)

ii) Padtemerkkien poistaminen sifintéjen vasemmalta puolelta tapahtuu kdyttien teh-
tavén 5. vastauksessa esitettyd konstruktiota.

iii) Jokaista vé#rad muotoa olevaa saantoi:
X1 Xy =YY,

missé m > n, kohden liséitédéin kielioppiin n — 1 uutta vilikettd (Z1, ..., Zn-1), ja
sdanto korvataan joukolla sdantoja:

Xn_1X, — 21X,
WXy — Z21Y, - Y,
Xn—2Z1 — ZaZh
222y — ZoYn

Zn71Zn72 - Zn71}/2
Zn—1Y2 = Y1Ys

Tarkastellaan, miten iii)-kohta kisittelee sidntoi:
ABBA — BAABA
Koska n = 4, tarvitaan kolme uutta vilikettd: 71, Zs ja Z3. Sdantojoukoksi tulee:
BA — ZlA
ZlA — ZlBA
BZ1 — ZQZl
ZQZl — ZQA
AZ2 — Z3Z2
37 — Z3A
Z3A — BA .

T&lloin vastaavaksi johdoksi tulee:

= 73/, ABA = Z3sAABA = BAABA .



