T-79.148 Syksy 2005
Tietojenkisittelyteorian perusteet

Harjoitus 9

Demonstraatiotehtivien ratkaisut

4. Tehtava: Osoita, ettd pinoautomaateilla, joilla on yhden sijasta kaksi pinoa, voidaan
tunnistaa tdsmaélleen samat kielet kuin Turingin koneilla.

Vastaus: Osoitetaan ensin, etté pinoautomaatilla, jossa on kaksi pinoa, voidaan simuloida
Turingin konetta. Ainut hankaluus téssi on keksid, miten kahdella pinolla simuloidaan
Turingin koneen nauhaa. Tdmé& onnistuu siten, ettd toiseen pinoon talletetaan lukupadn
vasemmalla puolella olevat merkit kddnteisessé jarjestyksessé, toiseen pinoon péain oikealla
puolella olevat merkit:
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Pinoautomaatin toiminta jakautuu kahteen vaiheeseen:

(a) Alustus, jolloin automaatti kopioi sydtteen pinoon S7, misté se siirtdén merkki ker-
rallaan pinoon S5 lukuunottamatta syotteen ensimméistd merkkia.

(b) Varsinainen toiminta, jolloin automaatti tekee siirtymén pinon S; péillimméisen
merkin perusteella. Mikéli Turingin kone siirtéisi lukupéétd vasemmalle, siirretdén
pinon S; péddllimmé&inen merkki pinon Sy péille. Mikéli taas lukupéd siirtyisi oikealle,
siirretddan So:n padllimmainen merkki Sp:n padlle.

Niin laadittu pinoautomaatti simuloi annettua Turingin konetta.

Seuraavaksi osoitetaan, ettd Turingin koneella voidaan simuloida pinoautomaattia, jossa
on kaksi pinoa. Tamé& onnistuu triviaalisti kdyttdmaélla kaksinauhaista epddeterministé
Turingin konetta, jossa kumpikin pinoista talletetaan omalle nauhalleen.

Formaalisti annettu muunnos Turingin koneesta kaksipinoiseksi pinoautomaatiksi voidaan
méaritelld seuraavasti:

Olkoon annettuna Turingin kone M = (Q, X, T, §, qo, Gace, grej }- Muodostetaan 2-pinoinen
pinoautomaatti M’ = (Q', X', I, ¢’, po, gaccs Grej), Missi:

Q" =Q U {po,p1,p2}

Y =xu{<}

I'=ru{>,<}

8" ={((po, &, ¢,€), (p1,>,€)), ((P1, <, €, €), (P2, 8, <)) }
U{((p1,z,¢€,), (p1,2,¢)) | z € I}
U{((p2 e, ,¢), (p2,6,)) | z € X}
U{((q1.¢,a,¢),(g2.¢,0)) | (q1,a,q2,b, L) € 6}
U{((q1,¢,a,2),(q2,2b,¢)) | (q1,a,q2,b, R) € 5,2 € T}



4. Tehtava: Masrittele Turingin koneen standardimallin muunnelma, jossa koneen tytnau-
ha on molempiin suuntiin #dretén, ja osoita ettd téllaisilla koneilla voidaan tunnistaa
tdsmélleen samat kielet kuin standardimallisillakin.

Vastaus:

Turingin kone, jonka nauha on kahteen suuntaan &#reton, toimii muuten samoin kuin
tavallinen, mutta nyt nauhan alkumerkki ei ole kiinted, ja kone voi siirtdé sitd samaan
tapaan kuin loppumerkkidkin. Nauhan paikat indeksoidaan kokonaisluvuilla Z, ja luku 0
osoittaa alkumerkin paikkaa laskennan alussa.

Téllaista Turingin konetta voidaan simuloida kaksiuraisella koneella. Koneen nauha aja-
tellaan jaetuksi kahteen osaan, yli- ja alapuoleen. Yldosaa kiytetddn nauhan paikkojen
i > 0 tallettamiseen, alaosaa paikoille ¢ < 0. Esimerkiksi nauhan sisélto:

LsE L2> le |0a |11T) La L< |4€ |

esitetddn 2-uraisella koneella seuraavasti:

Kéytannossd nauhan jakaminen uriin tapahtuu korvaamalla aakkosto ¥ uudella aakkos-
tolla ¥/ = (XU {<,>",e}) x (BU{<',>",e}). Kukin ¥:n merkki vastaa niin kahta alku-
peréisen aakkoston merkkid. Merkit {<’, >’} ovat uusia symboleja, joilla osoitetaan nau-
hanpuoliskojen alku- ja loppukohdat, ja € merkitsee nauhan ulkopuolella olevia soluja.
Ylldoleva esimerkki muodostuukin seuraavanlaiseksi:

> [{a, B[, >Na,2) (<2 <
!

Vield tarvitaan tapa osoittaa kumpaa nauhan puoliskoa késitelladn. Helpoiten tdmé on-
nistuu méirittelemilld kaikille koneen tiloille ¢ peilikuvatila ¢’. Kun kone on tilassa g,
se tekee siirtonsa ainoastaan ylemmén uran merkkien perusteella (lukupié on nollan oi-
kealla puolella), ja tilassa ¢’ siirrytidén alemman uran mukaisesti (lukupéé nollan vasem-
malla puolella). Koska alempi ura on kddnteisessé jirjestyksessé, tdytyy sitd kisitellessd
kadntad lukupaén siirto-operaatiot myos peilikuviksi. Aina kun kone lukee nauhan aidon
alkumerkin >, se vaihtaa késiteltdvad uraa.

Konstruktion formaali esitys jétetdin liitteeseen.

5. Tehtavia: Osoita, ettd Turingin koneilla, joiden nauha-aakkostoon kuuluu syétemerkkien
liséiksi enintdéin kaksi muuta merkkié, voidaan tunnistaa tdsmélleen samat kielet kuin
standardimallisillakin koneilla.

Vastaus

Olkoon M = (Q,%,T,6,qo, gace, Grej) Turingin kone, jolla |I' — X| > 2. Nyt halutaan
muodostaa kone M’, jonka nauha-aakkostoon kuuluvat ainoastaan merkit 0 ja 1. Olkoon
I' ={ay,...,a,}. Konstruktion ideana on samaistaa joukon I" alkiot kokonaislukujen { 1,
..., n } kanssa ja esittdd ndmé k-bittisind kokonaislukuina, missid k& = [log,(|T'|). Toisin



sanoen, kukin M :n nauha-aakkoston alkio korvataan k:lla bitilld. Oletetaan esimerkiksi,
ettd N = 3, ja ettd nauhalla on sana ajasas. T&lloin koodaus tapahtuu seuraavasti:

> laao]as| <|=[> [O]T]1]O]1]1]<]

Koneen M’ siirtyméfunktio mééritelldsin siten, ettd jokaista M:m askelta kohden M’ tekee
k askelta, joiden aikana se selvittdd, mikd I':n aakkonen on koodattuna lukupéén oikealle
puolelle. Tamé& voidaan toteuttaa Turingin koneella, joka lukee nauhalta k merkkia siirtden
koko ajan lukupéaéatiian oikealle, pitden tiloissaan kirjaa luetuista numeroista. Esimerkiksi
tapaus k = 3 voidaan hoitaa seuraavanlaisella koneella:

111

Jos kone pédtyy esimerkiksi tilaan 011, niin luettu merkki on as, silld 0115 = 31¢. Nauhalle
kirjoitettava merkki kirjoitetaan samoin k eri siirtymaéllé, ja lopuksi siirretdéin lukupaitia
k askelta oikeaan suuntaan.

Liite. 4. tehtidvin konstruktio formaalisti

Olkoon M = (Q,%,T,0,qo, ¢accs ¢rej) Turingin kone, jolla on kahteen suuntaan déretén
nauha. Muodostetaan standardimallinen Turingin kone M’ seuraavasti:

M/ :(le Z/,F/, 5/7 40, Qacc) Qrej)

Q' =QuU{d|qeQ}

Y =(Bu{d, Y e}) x (Bu{d, > e})
I :(F U {</a >/7€}) X (F U {</7 >/7€})

Tilansiirtofunktio 8’ muodostetaan seuraavasti:
0" = {(a1, (@, 7), g2, (0,7), A) | (a1, 0, 62,6, A) € 6,y €T}

<’Y,a>7q5; <77b>aA) | (qlaaquava) € 557 € F/}
< .
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U {(q Y 77 (I>, q6nd7 <'Y, b>7 A) | (qa a’7 qEIld; b7 A) E 55 q6nd E {qaCC7 Qrej}f)’ E F/}
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