T-79.1001 Syksy 2005
Tietojenkisittelyteorian perusteet T

Harjoitus 7

Demonstraatiotehtivien ratkaisut

Lemma (Sdinnéllisten kielten pumppauslemma). Olkoon A sédénnéllinen kieli. Tllsin
on olemassa n > 1 siten, ettd kaikki A:n merkkijonot x , joiden pituus |z| > n ovat ilmaistavissa
muodossa z = wvw, missd |uv| < n, [v] > 1 ja merkkijonot muotoa uviw kuuluvat kieleen A
kaikilla 7 > 0.

Kompaktimmin, painottaen pumppauslemman asettamia vaatimuksia, voimme kirjoittaa seu-
raavasti:

V saannollisille kielille A

dn > 1 s.e.
VeeA:|z|>n
3 osiinjako z = wvw, missi |uv| < nja|v] > 1
Vi > 0 uv'w € A.

Pumppauslemmaa voidaan kayttdd hyvéksi, kun halutaan osoittaa kieli L ei-sddnndllisekst.
Tehdé&n ensin vastaoletus, eli oletetaan L sdannolliseksi kieleksi. Tavoitteena on pa#sté ristirii-
taan tdmén oletuksen kanssa seuraten pumppauslemman asettamia vaatimuksia sdannollisille
kielille.

Pumppauslemmaa kiytettiessa taytyy aina muistaa, etté silld voi osoittaa vain kielen epésdan-
nollisyyden, ja sitd ei voi kiyttai toiseen suuntaan. Esimerkiksi kieli

I={ca"b" |i>0An>0}UL(a*b")

ei ole sddnnollinen, mutta kaikki sithen kuuluvat sanat (tyhjéd sanaa lukuunottamatta) voidaan
osittaa pumppauslemman ehtojen mukaisesti. Ndin ollen kielté I ei voida suoraan todistaa epé-
saannolliseksi, vaan todistuksessa taytyy kdyttda apuna sddnnollisten kielten sulkeumaominai-
suuksia.

Jos halutaan osoittaa kieli sd&nnolliseksi, voidaan muodostaa sen hyviksyvé #dérellinen auto-
maatti, silla pétee: Kieli L on sdénnéllinen < on olemassa déarellinen automaatti M, joka hy-
viksyy kielen L (merkitiin L(M) = L).

4. Tehtdvi: Laadi algoritmi, joka testaa onko annetun yhteydettomén kieliopin G = (V, X, P, S)
tuottama kieli epétyhji, so. voidaanko kieliopin l&htésymbolista S johtaa yhtdin pédte-
jonoa x € X*.

Vastaus: Allaoleva proseduuri ?GENERATESNONEMPTYLANGUAGE(G) ottaa sydtteend
yhteydettoméin kieliopin G, ja palauttaa arvon true, jos G:n generoima kieli ei ole tyhja.

?GENERATESNONEMPTYLANGUAGE(G = (V, X, P, S): context-free grammar)

T—X%
repeat |V — X| times

foreach A — X;--- X, € P

ifALTAX - X, €Tk
T — TU{A4}

ifsSeT

return true
else

return false

Algoritmin idea on lihted terminaalisymbolien joukosta ¥ ja testata, onko n#istd mah-
dollista perd#ntya S:44n kiyttden joukon P produktioita kédénteisesti. Perdantymisté si-
muloidaan iteroimalla |V — 3| kertaa saavutettavien symbolien joukkoa T'.



Perusteluksi sille, ettéd |V — X| askelta riittéé, tarkastellaan sanaa z € L(G), jolla on kielen
sanoista kaikkein pienin jédsennyspuu. Jos z:lla on muotoa

S =" uAy =" wAxry —* uvwry
oleva johto, missd u,v,w,z,y € ¥*, niin myds sana 2z’ = wwy voidaan johtaa kieliopin
saannoillat. Tallsin kuitenkin 2:n jisennyspuu on pienempi kuin z:n jisennyspuu, miki
on ristiriidassa sen oletuksen kanssa, ettd z:n puu on pienin. Téstéd seuraa se, ettd mis-
sédn z:n minimaalisen jésennyspuun haaroissa ei voi esiintyé sama vélike kahteen kertaan,
joten algoritmissa riittaéd kdydé sadntojoukko ldpi yhtd monta kertaa kuin kieliopissa on
vélikkeita.

Tarkastellaan esimerkiksi kielioppia:

S — BAB| ABA
A — aAS | bBa
B —bBS|c

Algoritmin laskenta etenee joukon T osalta seuraavasti:

To = {a,b,c}

Ty = {a,b,c, B} (B —c¢)
T> = {a,b,c, A, B} (A — bBa)
T5 = {a,b,c,A,B,C, S} (S — BAB,S — ABA)

Koska |V — X| = 3, algoritmin suoritus pdéttyy ja T = T5. Huomataan, ettd S € T, joten
kieli ei ole tyhji. Pienin kieleen kuuluvan sanan jésennyspuu on:

B/j\B
N

5. Tehtdvi: Muodosta kielioppia G = (V, X, P, S) vastaava pinoautomaatti, kun

V:{S,(,),*,U,@,a,b}

2:{(7)7*,U,®7a’b}

P={5— (585,58 — 55— (SUS),
S—0,8—a,S— b}

Vastaus: Mité tahansa yhteydetonté kielioppia G = (V, X, R, S) vastaava epédeterminis-
tinen pinoautomaatti M = (Q, X, T, §, qo, F') voidaan laatia seuraavasti:

Q= {(Jo, q1, Qacc}

T—Vu{l}

F = {gacc}

6 ={((q0,8,€), (q1,51)), (a1, L, €), (gace, €)) } (1)
U{((q1,e,A), (q1,0)) | (A— a) € P} (2)
U{((q1,0,0),(q1,¢)) | 0 € £} (3)

1Vertaa yhteydettémien kielten pumppauslemmaan.



Téasséd symbolia | kéytetddn pinon pohjan merkkin.

Tehtavin kieliopille konstruktio tuottaa seuraavan pinoautomaatin:

Q ={q0, 91, Gacc}

Y ={(),*U,0,a,b}

r={S(),*U,0,a,b, L}

F ={qacc}

5 ={((q0,¢,€),(q1,51)), (g1, L, €), (qaces €)) (a1, €, 9), (a1, (S5))),

((Qhe,s) (¢1,5)), ((q1,€,9), (q1, (SUS))), ((q1,€,5), (q1,0)),
((q (q1,a )) ((fh,e S), (a1, )),
((qla( ( qla )’((qlﬂ) ) qla )a( q1, a* qla ))a
((q qla ))a(qla(b @ qla )a(qlaaa qlae))a
(((h (q1,e )}
Syntynyt automaatti on muotoa:
e, Ala
g,e/SL § e 1/e
do Q1
o,0/e

Tarkastellaan, miten automaatti kéisittelee sydtteen (a U b*):

Tila | Syote Pino | S&&nto

qo | (aUb¥) 5

¢ | (aUd¥) S1 | (1)

¢ | (@Ud*) | (SUS)L | (2) (S—(SUS))
¢ | aUb*) | SUS)L | (3)

Q1 aUb) aUS)L | (2) (S—a)
a1 ub*) uS)L | (3)

@ b*) SH)L | (2)(S—57)
@ b*) b*)L | (2) (§—b)
a | " 91| ()

a | ) | 3)

Uil € 1103

Gacc € (1)

Huom. kieli L(G) méiirittelee kaikki syntaktisesti oikeanmuotoiset aakkoston ¥ = {a, b}
yli muodostetut sédannolliset lausekkeet.

6. Tehtdvi: Muodosta pinoautomaattia M vastaava kielioppi, missd M = (Q, 3, T, 6, s, F):

Q ={s,q, f}

Y ={a,b}

' ={a,b,c}

F={f}

5 ={((s,e,¢),(g,0); ((g:a,0), (g, a0)), (g, a, ), (¢, aa))
((g,a.b), (g.€)), ((a,b,¢) q,bc>) ((g,b,b), (q,0b))
((a:b,0),(g.€)), ((g,€,0), (f.€)) }



Vastaus: Tilakaaviona M néyttdd seuraavalta:

a,c/ac
a,a/aa
a,b/e
g, e/e c
o ¢/ q g ¢/e
s &
b, c/bc
b,b/bb
b,a/e

O
/

Pinoautomaattia vastaavan yhteydettomén kieliopin selvittdminen on suhteellisen tyo-
lasta. Tassd kédytetddn algoritmia, jotka toimii vain yksinkertaisille pinoautomaateille.
Pinoautomaatti on yksinkertainen, mikéli seuraavat ehdot toteutuvat:

e Jos ((¢,u, ), (p,7)) on pinoautomaatin siirtyms, niin |3] < 1.
e Jos ((q,u,e), (p,7)) € 4, niin myds ((¢,u, A), (p,7A)) € & kaikille A € T.

Rajoitukset eivit kuitenkaan heikenné pinoautomaattien ilmaisuvoimaa, sillda mika tahan-
sa pinoautomaatti voidaan muuttaa yksinkertaiseksi (yksityiskohdat sivuutetaan téissi).

Kieliopin muodostamisen ajatuksena on ottaa kielen vélikkeiksi kolmikkoja (g, 4, p), missi
q,p € Q ja A e T U{e}. Ajatuksena on, ettd (g, A, p) generoi kaikki ne merkkijonot, joita
tutkiessaan automaatti siirtyisi tilasta ¢ tilaan p poistaen samalla pinosta symbolin A.

Kieliopin sédéntoja on neljénlaisia:
1. Kaikille f € F asetetaan sdinté S — (s, ¢, f).

2. Kaikille siirtymille ((g,u, A),(r,By---By,)) € 6, missd ¢,r € Q,u € ¥*,n > 0,
AecTuU{e}ja By - B, €T, lisitdsn siinto

(g, A,p) — u(r, By, q1){q1, B2,q2) - - - (qn—1, Bn, p)

kaikille p, q1,...,qn—1 € Q.
3. Kaikille siirtymille ((g,u, A), (r,e)) € &, missi ¢,r € Q,u € ¥* ja A € T U {e},
lisdtdéan saanto
(¢, A, p) — ulr,e,p)

4. Kaikille ¢ € Q lisdtédédn sdantd {(q,¢,q) — .

Sdannoistd ensimméinen ilmaisee, ettéd tarkoituksena on p#dstd alkutilasta johonkin lop-
putilaan niin, ettd pino jaa lopuksi tyhjiksi. Viimeistd muotoa olevat sdannot kertovat,
ettd mitddn laskentaa ei tarvita, ellei siirrytd toiseen tilaan. Muotoa 2 olevat sdannot
kuvaavat pitkééd suoritusta, jolla siirrytédén tilasta ¢ tilaan p ja samalla poistetaan A pi-
nosta. Sadnnon oikea puoli konstruoi automaatin tilasiirtymien jonon siirtyméa kerrallaan.
Muotoa 3 olevat sd&nnot ovat analogisia muotoa 2 olevien sidéntdjen kanssa.



Kielioppi G = (V. X, P,5),V =X U{S}U{(¢,A,p) | ¢, p € Q, AT U {e}}

P ={S — (s,e, f), (1.)
<5,€,5> g, <Q757Q>4’€’ <fa€af>*>57 (4)
(s,e,8) — €{q,c,8), (2./tr.1)
(s,e,q) — €(q, ¢, q), (2./tr.1)
(s,e, f) —elg,c [, (2./tr.1)
{q,¢,8) — a(q,a,s'){(s,c,s) (2./tr.2)
(a,¢,q9) = alg.a,q'){(d, c.q) (2./tr.2)
(g,¢, f) — alg,a, ') (' ¢, f) (2./tr.2)
(q,a,8) — a(q,a,s'){s',a,s) (2./tr.3)
(¢,a,9) — alg,a,q'){d’,a,q) (2./tr.3)
(¢,a, f) = alg,a, f){f' a, f) (2./tr.3)
(g,b,s) — a(q,e,s) (3./tr4)
(¢:b,q) — alg,.q) (3./tr4)
(¢;b, f) — alq,e, f) (3./tr4)
{q,c,8) — b(g,b,s') (s, c,s) (2./tr.5)
(¢,¢,9) = b(g:b,4')(d',c, q) (2./tr5)
(g:¢,f) = b{g, b, f){f' e, f) (2./tr.5)
{q,b,8) — blg,b,s")(s',b,s) (2./tr.6)
(¢,b,5) — bla,b,q')(d', b, q) (2./tr.6)
(g:0,5) — blg,b, f){f', D, f) (2./tr.6)
(q,a,s) — blq,e,s) (3./tr.7)
(¢,a,q) — blg, €, q) (3./tr.7)
(g;a, f) — bla,e, f) (3./tr.7)
(q,¢,8) — elf,e,s) (3./tr.8)
(g,¢,q) — £(f,€.q) (3./tr.8)
(g c. f) = e(f,e. f) (3./tr.8)

Naistd sdannoistd suuri osa on tarpeettomia. Tarvittavat saadaan selville 1ahtemalld liik-
keelle sddnnostd S — (s,e, f), ja katsomalla, mitd kaikkia siddntsjd voidaan kdyttdi.
Tuloksena syntyvét sdannot ovat

P={S—(s¢f)
(s,e,f) = (¢, ¢, f)

<Q7C ) — alg,a,q)(gc, f)
(g:¢, f) — bla,b,q) (g ¢, f)
(g,¢. f) = (f.e. f)

(q,a,9) — a{q,a,q){(g,a,q)
(¢,a,q) — blg,€,9)

(¢:0,9) — blg, b, Q><q,b q)
(¢:b,q) — < . q)

<q,€ q) —

(f,e. f) — 5}



Kielioppia voi vield sieventéd. Merkitédén (g, ¢, f) = S, (q,b,q) = B, {q, a,q) = A, ja tulok-
seksi saadaan

P={S—aAS|bBS|¢
A — aAA|D,
B — bBB |}

Liite: Chomskyn normaalimuoto

Muutetaan viimeisen tehtéavin kielioppi Chomskyn normaalimuotoon. Kielioppi on Choms-
kyn normaalimuodossa, mikéli seuraavat ehdot toteutuvat:

1. Ainoastaan alkuvilike S voi olla tyhjentyva.
2. Alkuvilike S ei esiinny sdannoissi oikealla puolella.

3. Mahdollisesti esiintyvid sdéntod S — e lukuunottamatta kaikki sidnnot ovat muotoa
A — BC tai A — a, missid A, B ja C ovat vilikkeité ja a terminaalisymboli.

Kielioppi muutetaan normaalimuotoon vaiheittain:

1. Poistetaan 1dhtésymboli sdént6jen oikealta puolelta.

Koska kieliopissa on siéannot S — aAS ja S — bBS, lisdtadn uusi lihtosymboli S’
ja sdantd 7 — S. Saadaan tulokseksi sdéntdjoukko:

S =S,

S — aAS |bBS | e
A — aAA|D,
B—bBB|a

2. Poistetaan e-produktiot.

Koska Chomskyn normaalimuodossa ainoastaan lihtésymboli S’ saa olla tyhjentyva,
tdytyy muut e-sdédnnot poistaa kieliopista. Lasketaan aluksi tyhjentyvien vilikkeiden
joukko NULL:

NULL, ={S} (S — ¢)
NULL, ={8, 5"} (8" — )
NULL; ={8, $'} = NULL

Tamiéin jilkeen korvataan sdinnot A — X - -+ X, joukolla sdintoja

X;, X; ¢ NULL
A— ap--as, misséiai—{ ¢

| X; taie, X; € NULL

Lopuksi poistetaan kaikki sé#nnét muotoa A — e (lukuunottamatta sdantod S” — ¢).
Saadaan tulokseksi sasntsjoukko?:

S —S|e

S — aAS |aA|bBS | bB
A — aAA|b,

B —bBB|a

2Tarkkaan ottaen tissd vaiheessa pitiisi lisitd vield uusi aloitusvilike S” ja sdéannot S — €|S’, mutta téssd
tapauksessa ei synny ongelmia, vaikka kiytetddn S’:a ldhtosymbolina.



3. Poistetaan yksikkoproduktiot.
Seuraavaksi poistetaan kieliopista kaikki muotoa A — B olevat sddnnot, missé seké
A ettd B ovat vilikkeité.
Lasketaan ensin joukot F(A) kaikilla A € V — X:

F(A)=F(B)=F(S)=0
F(8") ={S}

Vilike B kuuluu joukkoon F(A) tésmilleen silloin, kun A:sta voidaan johtaa B
kéyttdaen pelkkia yksikkoproduktioita.

Saantdo A — B korvataan siddntsjoukolla {A — w | 3C € F(B)U{B}: C — w € P}.
Tulokseksi saadaan saéntdjoukko:

S"— aAS |aA|bBS|bB|e
S — aAS |aA|bBS | bB
A — aAA|D,

B —bBB|a

4. Poistetaan liian pitkét produktiot.
Viimeisessé vaiheessa lisdtéaén kielioppiin uusi vilike C,, seké sdinté C, — o kaikille
o € ¥ seki jaetaan kaikki sddnnot A — w (Jw| > 2) ketjuksi sdéntoji, jotka kaikki
johtavat tismalleen kaksi symbolia.
Annetun kieliopin Chomskyn normaalimuodoksi saadaankin seuraava sidéintdjoukko:

§ = CuS| | Cal | CoSy | CyB | &
S, — AS

S, — BS

S — C,S1 | CLA | CpS2 | CyB
S1 — AS

S — BS

A— Cu A | b

A — AA

B—C,Bi]a

B, — BB

C,—a

Cy—b

Liite: CYK-algoritmi

CYK-algoritmilla voidaan tutkia kuuluuko sana x = z7 - - - x,, kieliopin G mé#ritteleméan
kieleen. Algoritmin kuluessa lasketaan vilikejoukot N;;. Joukko Njj kisittdd kaikki ne
vilikkeet, joista voidaan johtaa osajono z;---x;+k, eli sanan x kohdasta i alkava k:n
merkin mittainen osajono. Joukkojen laskemisessa voidaan kéyttdd apuna dynaamista
ohjelmointia seuraavaan tapaan:

Ni71:{A| (A—>£CZ)€P}
k—1
Nik = U {A eV —X | G:ssd on sdénté A — BC,

J=1



missd B € Nij ja Ce Ni—i—j,k—j}
Tarkastellaan kielioppia G:

S—C,D|C,A|C,E|BCy|alb
A—CyD|C,A|a

B— C,E|BGCy|b

D — AC,

E — BCy,

C,— a

C,—b

Tarkistetaan, kuuluvatko sanat wy = aabbb ja we = aabd kieleen L(G). Koska ws on wy:n
prefiksi, taytyy taulukko tehd& ainoastaan sanalle w;.

Lasketaan ensin joukot N;i, ¢ < 5:

7 —
l:a 2:a 3:0b 4:0b 5:b
k] 1 aabbb aabbb aabbb aabbb aabbb
{S,A,Ca} {S,A,Ca} {Svacb} {Svacb} {SaBaCb}

Kussakin taulukon ruudussa on alleviivattuna sitd vastaava sanan osajono.

Lasketaan seuraavaksi Ny, eli niiden vilikkeiden joukko, jolla voidaan johtaa sanan alussa
oleva aa. Koska normaalimuotoisessa kieliopissa ei ole yhtddn sdantod, jolla voisi suoraan
johtaa useamman kuin yhden terminaalisymbolin, voidaan aa saada ainoastaan siten, etta
johdetaan jostain vilikkeestd kaksi a:n tuottavaa vilikettd. Kaytidnnossa tamé tapahtuu
siten, etté etsitddn kaikki sellaiset vélikkeet X, joille on olemassa sdénto X — Y Z, missi
Y e N11 ja X e N21.

Nll = {S,A,Ca}

Nip ={S,A} .
NQIZ{S)AaCa} 2 { ’ }

Téssi kiytettiin sdiantoja S — C,A ja A — C,A. Ruudulle Ny saadaan vastaavasti:

N21 = {S,A,Ca}

Noo =1{D} .
N3y = {S,B,Cy} 2 ={D}

Ainoa ehdot téyttava sdinté on D — AC,. Kokonaisuudessaan taulukon toiseksi riviksi
muodostuu:

7 —
l:a 2:a 3:0b 4:0b 5:b
1 aabbb aabbb aabbb aabbb aabbb
{SvAaCa} {SaAaCa} {SvBaCb} {SvBaCb} {SaBaCb}
k]l 2 aabbb aabbb aabbb aabbb
{S, A} {D} {S,B,E} | {S,B,E}

Ruudun Ni3 kohdalla huomataan, ettid sanan kolme ensimméistd merkkié (aab) voidaan
johtaa kahdella eri tavalla:

1. johdetaan a vilikkeella X € Npi ja ab vilikkeelld Y € Nag; tai
2. johdetaan aa vilikkeelld X € Nis ja b vilikkeellda Y € N3q.

Vastaavat joukot ovat:



]:1 = N11:{S,A,Ca} j:2 = ngi{S,A}
Noy = {D} N3 = {S,B,Cp}

Tapausta j = 1 vastaava vilikejoukko on {S, A} (S — C,D, A — C,D) ja tapausta j = 2
vastaava on {D} (D — ACj}), joten N3 = {S, A, D}. Samaan tapaan jatkamalla saadaan
lopulta koko taulukoksi:

7 —
1l:a 2:a 3:0b 4:0b 5:b
1 aabbb aabbb aabbb aabbb aabbb
[S,A,C.} | {S,A,C.} | {S.B.Cy} | {8.B,Cy} | {5.B.Cy)
2 aabbb aabbb aabbb aabbb
{(s.4} | {0} | {SB.E}|{SB.E)
k]l 3 aabbb aabbb aabbb
{A,S,D} {S, B} {S,B,E}
4 aabbb aabbb
@ {Sa BaE}
5 aabbb
S, B}

Viimeisessi vaiheessa tdytyl kdyda 14pi nelji eri kombinaatiota: (Ny1, Nag), (N12, Ns3),
(N13, Naz) sekd (N4, N51).

Koska S € Nis, niin aabbb € L(G). Toisaalta, koska S ¢ Nj 4, niin aabb ¢ L(G). Taulu-
kosta voidaan konstruoida suoraan sanan w; jdsennyspuu kdymilld se lépi takaperin: S
saadaan ruutuun Np5 ruuduista Ni1 ja Nog kiyttien vilikkeitd C, ja F, joten ensimméi-
send kdytetddn sdantod S — C, E. Ylldolevassa taulukossa on sanan w; johdossa kiytetyt
vilikkeet alleviivattu. Kokonaisuudessaan jasennyspuu on seuraavanlainen:

C/S\E
N
AN
VAN
|

b b



