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Demonstraatiotehtévien ratkaisut

4. Tehtdvi: Formuloi luennolla (monisteen s. 15) esitetty yksinkertainen kahviautomaatti
tésméllisesti dérellisen automaatin tarkan mééritelmén (mééritelma 2.1) mukaiseksi. Mikéd
on automaatin tunnistama kieli?

Vastaus: Tehtavissé piti antaa formaali esitys allaolevalle tilakoneelle:

20 ¢ 20 ¢

Deterministinen tilakone (4érellinen automaatti) M on monikko:

M = (Q32567 q07F)7
missé @ on dérellinen tilojen joukko, ¥ dédrellinen aakkosto, ¢ siirtofunktio d : @ x X — @,
qo € K alkutila ja F' C @ hyviksyvien lopputilojen joukko.

Teht#ivin koneessa monikon osat on mééritelty seuraavasti':

Q = {0.00,0.10,0.20,0.30, 0.40, >0.40}
¥ = {10c, 20c}

0 = {0.00}

F = {0.40, >0.40}

Tilansiirtofunktio § on selvinta esittdd taulukkona:
q | 0(g,10c) | d(g,20c)

0.00 0.10 0.20
0.10 0.20 0.30
0.20 0.30 0.50
0.30 0.40 >0.40

0.40 >0.40 >0.40

Tilakoneen konfiguraatio ¢ € Q x ¥* muodostuu koneen tilasta ja syotteestd. Kone lukee
syotettd merkki kerrallaan ja siirtyy aina siirtofunktion mukaisesti uuteen tilaan. Mikali
sanan loppuessa pdadytiin lopputilaan, sana hyviksytadn. Muussa tapauksessa sana hy-
latddn. Tilakoneen M hyviksymaé kieli L(M) on kaikkien hyviksyttyjen sanojen joukko.
Tehtévan koneelle tdmé on:

L(M) = {zy2y- -2, | x; € ¥ kaikilla 1 <i <nja »  a; > 40c}
=1

Kone siis hyviksyy kaikki jonot, joissa syotettyjen kolikoiden summa on 40 ¢ tai enemmaén.
Tarkastellaan koneen toimintaa muutamalla sydtteellé:

1Selvyyden vuoksi on tilojen nimissé olevat desimaalipilkut vaihdettu pisteiksi.



— w = 0.10c 0.10c 0.20c:

(0.00,0.10¢ 0.10c 0.20c) k5, (0.10,0.10¢ 0.20¢)
Far (0.20,0.20¢) Fpy (0.40,€)

Koska 0.40 € F, sana hyviksytdan. Téassd merkintd -, tarkoittaa sité, ettd kone M
suorittaa yhden askeleen.

— w = 0.20c 0.10c:
(0.00,0.20c 0.10c) k37 (0.20,0.10c ) Fas (0.30,¢€)

Koska 0.30 ¢ F', sana hylitéiéin.
— w = 0.20c 0.20c 0.20c:

(0.00,0.20¢ 0.20c 0.20c) %, (>0.40,¢)

Sana hyvaksytéan. Merkintd 3, tarkoittaa, ettd kone M suorittaa nolla tai useampia
askelia.

5. Tehtdvi: Osoita, ettd jos kieli L C {a,b}* voidaan tunnistaa direlliselld automaatilla,
niin samoin voidaan tunnistaa myos kieli L? = {w' | w € L}.

Vastaus:

Olkoon M = (Q, X, 4, qo, F') #éirellinen automaatti, joka tunnistaa kielen L (eli L = L(M)).
Muodostetaan tdméin perusteella automaatti M’, missi:

M/ = {Q V) {qé}’zaélaqéa {(JO}
0" = {(qi,a,q5) | 0(q5, ) = ¢}
U {(Q6a€an) | q; € F}a

missé ¢, ¢ Q.

Suorasanaisesti sanottuna ylli oleva mésritelma tarkoittaa sité, ettd kielen L tunnista-
va automaatti saadaan L:n tunnistavasta automaatista siten, ettd automaatin siirtymét
kddnnetddn ympéri, sithen lisdtdan yksi uusi tila uudeksi alkutilaksi, asetetaan uudesta
tilasta e-siirtymét kaikkiin alkuperiisen automaatin lopputiloihin ja ainoaksi lopputilaksi
otetaan alkuperiisen automaatin alkutila.

Automaatti M’ aloittaa laskennan syotteelld w siirtymailld epédeterministisesti johon-
kin alkuperidisen automaatin hyvéiksyvistd tiloista. Sen jédlkeen se suorittaa koneen M
siirtymié kddnnetyssa jarjestyksesséd. Syote hyviksytdan mikéli se nédin tehdessddn padtyy
lopulta alkuperiiseen alkutilaan, koska téssd tapauksessa automaatilla M on olemassa
hyvaksyva laskenta syotteelle w.

6. Tehtéva: Osoita, etti jos aakkoston ¥ = {a, b} kielet A ja B voidaan tunnistaa dérellisilla
automaateilla, niin samoin voidaan tunnistaa myos kielet A =¥* — A, AU B ja AN B.

Vastaus: Olkoon A ja B aakkoston ¥ = {a, b} kielid, jotka voidaan tunnistaa &érellisilla
automaateilla. Halutaan osoittaa, ettd myos kielet A = ¥* — A, AU B ja AN B voidaan
tunnistaa dérellisilla automaateilla.



A: Olkoon M, = (Q,%,6,q0, F) deterministinen tilakone?, joka tunnistaa kielen A.
Muodostetaan tésté kielen komplementin tunnistava automaatti M z:

MA:(Q,E,(S,(](),Q*F) .

Kone M ; toimii muuten tdsméilleen samalla tapaa kuin M4, mutta hyviksyvit tilat
on muutettu hylkéadviksi ja pdinvastoin. Nédin ollen M ;7 hyvéksyy ne sanat, jotka M4
hylk#id ja hylkid ne, jotka Ma hyviksyy, joten L(Mz) = A.

Tarkastellaan esimerkiksi automaattia, joka tunnistaa kielen:

A={w e ¥ | w on muotoa axb, missi x € X*} .

Kieleen A kuuluvat kaikki sanat, jotka alkavat a-kirjaimella ja padttyvit b-kirjai-
meen. Alla esitetddn automaatit M4 ja Mz:

Ma:

Téssé on huomattava, etté esitetty konstruktio toimii vain, jos M4 on deterministi-
nen. (Yritd etsid yksinkertainen vastaesimerkki epideterministiselle tapaukselle.)
AUB: Olkoot My = (Qa,%,04,54,Fa) ja Mg =(Qp,%, 05, sp, F) direlliset automaatit,
jotka tunnistavat kielet A ja B. Oletetaan lisiksi, etté tilajoukot ovat erilliset, eli Q4N
Qp = 0. Tam4i oletus voidaan tehdi, silli tarvittaessa voidaan toisen koneen tilat
nimeta uudelleen. Muodostetaan epéddeterministinen tilakone M 4B seuraavasti:

MAUB = (sza(SvSvF) )
missé

Q=QaUQpU{s}
F=FsUFpg
0=0aUdpU{(s,¢,84),(s,6,8p)} -

Kone M snp muodostetaan siis yhdistdmaélla koneet M 4 ja Mp. Tila s on uusi alku-
tila, josta voidaan siirtya tyhjélla siirtymélla joko M4:n tai Mp:n alkutilaan.

Jos sana x kuuluu kieleen A, M4yup hyviksyy sen siirtymalld aluksi tilaan s4 ja
suorittamalla sen jilkeen samat siirrot kuin kone M 4 olisi suorittanut. Mikali x € B,
siirrytéédn tilaan sp ja toimitaan kuten Mp.

Tarkastellaan edellisessé kohdassa esiteltyd automaattia M 4 sekd uutta automaattia
Mp, joka tunnistaa kielen:

B = {w e X" | w : ssi esiintyy osajono bb} .

MB: a b a,b
9, p Y
&0

2M 4 on vilttamétts olemassa, sillé mitd tahansa epadeterminististé automaattia kohden voidaan muodostaa
saman kielen tunnistava deterministinen automaatti.



Kielen A U B hyviksyva automaatti on seuraavanlainen:

MauB:

Usein lisdtddan Mayp:hen my6s uusi lopputila f, ja lisdtddn sinne tyhja siirtyma
kaikista alkuperiisistd lopputiloista g € F4 U Fp. Talloin F = {f}.
AN B: Viite seuraa suoraan kahdesta edellisestéd kohdasta, silla DeMorganin séédntojen pe-

rusteella: _
ANB=AUB .

Tarkastellaan vield yll& esiteltyja koneita M4 ja Mp, ja muodostetaan kone M anp
kéyttden DeMorganin sdantoa:

MA: MB: a b a,b
D, .,
O 10——%
a
Mjzus

5 a 96
Koneen M 4,5 komplementointia varten se tidytyy ensin determinisoida (kone on jo
minimoitu, yksityiskohdat liitteend):

L.
My 5

{63,602} {as,96} {a2,q7}

Nyt saadaan haluttu kone vaihtamalla ylldolevan koneen hyvéksyvét tilat hylkddviksi
ja pdinvastoin:



MAﬂB:

a,b GO O COQa
QS;Qr} {Q47Q6} {Q27Q7

Kahden automaatin leikkaus voidaan maééaritelld myos suoraan kéyttden samanta-
paista menetelméé kuin seuraavassa tehtdvéssa.
Liite: tilakoneen minimointi

Tilakoneen determinisointialgoritmilla saadaan tehtévin 5. tilakone M 3,5 muutettua seu-
raavaan muotoon:

Nyt halutaan 16ytd4 pienin deterministinen tilakone, joka tunnistaa saman kielen. Luen-
nolla esitetty algoritmi toimii siten, ettd automaatin tilojen vilille méaritelldan ekviva-
lenssirelaatio, jota vaiheittain tarkennetaan, kunnes haluttu lopputulos saavutetaan.

Algoritmin ensimméisessé vaiheessa poistetaan kaikki tilat, joita ei voida saavuttaa alku-
tilassa. Téssé automaatissa sellaisia ei ole, joten automaatti pysyy vield ennallaan.

Seuraavaksi muodostetaan ensimméinen ekvivalenssiositus siten, ettd automaatin loppu-
tiloista tehdain yksi luokka ja kaikista muista tiloista toinen:

0-ekvivalenssi:

Luokka | Tila a b
I A cC (@ | B(I)
B GO | H(O
C c (@ | DI
D C (1) | E((II)
F F (I) | E (IT)
G G (I | B(I)
H |HQ | H(I
11 E F (I) | E (IT)

Kaaviosta huomataan, ettd I-luokan tiloista D ja F siirrytddn b:114 II-luokan tilaan F,
kun taas kaikista muista tiloista b-siirtymé vie johonkin I-luokkaan kuuluvaan tilaan.
Erotetaan nyt kaksi erilaista tilaa omaksi luokakseen:



1-ekvivalenssi:

Luokka | Tila a b
I A C (I B (1)
B G (I) H (1)
C C (I) | D (Imm)
G G (I) B (I)
H H (I) H (I)
11 E F (III) | E (IT)
111 D C (I) E (IT)
F F (IIT) | E (17)

Talla kertaa tilat C' ja I eivit sovi luokkiinsa, ja ne tdytyy erottaa omiksi luokikseen.
Nain jatketaan, kunnes lopulta kaikki luokat ovat konsistentteja:

2-ekvivalenssi: 3-ekvivalenssi:
Luokka | Tila a b Luokka | Tila a b
I A C(Iv) | B(I) I A C (IV) | B (VI)
B G (I) H (I) 11 FE F (V) E (II)
G G (I) B (I) 111 D C (IV) | E 1)
H H (1) H (I) v C C (IV) | D (III)
II E F (V) | EF) \% F F (V) E (IT)
111 D C(Iv) | E(1I) VI B G (VI) | H (V])
v C C (Iv) | D (II0) G G (VI) | B (VI)
A% F F (V) | E(II) H | H (VI) | H (V]

Kaikki luokat ovat nyt konsistentit, ja voidaan muodostaa tilakone, jonka tiloina ovat
syntyneet ekvivalenssiluokat. Minimoitu kone on esitetty kaaviona tehtdvén 5. vastauksen
yvhteydessé.

Terminé k-ekvivalenssi tarkoittaa sité, ettd kaikki samaan luokkaan kuuluvat tilat ka-

k

sittelevit samalla tapaa kaikkia korkeintaan k merkkid pitkia syotteitd. Jos p = ¢ ja
tilasta p lahteva k:n pituinen laskenta paétyy lopputilaan, niin my6s ¢:sta ldhteva samalla
syotteelld tehty laskenta péadtyy hyviksyvédn tilaan, ja pdinvastoin.



