
���� ������� 	
��
 ���

� ����� ����������
������� � �������� �� �� �
��������� ����� �
�� ���������������!��� ���������

" # �����!� $ %&'()*+ &(,-+,)( +..-*/. 0-1/)2 &/,&.
U
&)+2 &/,,&2 -.

A
2 +

B 34'()*-('-. 56-(,,+/)*-. 2 + ,&706-7-.**(-. )/4'-**+ ,&),-8+* 9: ; <=> ?@A@ B??C?D E

A ∪ B = A ∩ B, A ∩ B = A ∪ B

F������ $ G+,)( 2 &/,,&+ &8+* 34*-.-8H* )(66& (. 5 ,/. .((66H &. )+7 +* +6,(&* #%+1,+)*-66++. +6/,)( 2 &/,,&+
A ∪ B

# I&)
a ∈ A ∪ B

5 . ((.
a /∈ A∪B

# J.(&.(. 7 HH1(*-67 H)*H
)-/1++ 5 -**H

a /∈ A
2 +

a /∈ B
# %H66K(. 0/&6-)*++.

a ∈ A
2 +

a ∈ B
5 2 &*-.

a ∈ A∩B
# LH(. &.

)++*/ *&'()*-**/+ 5 -**H
A ∪ B ⊆ A∩B

# G&),+ 2 &,+(.-. 6+/)--66- *-4*3 7/&,,+/) )H(63**HH-,8(8+6-.))(. 5 )+7 +* 7/&,,+/,)-* 8&( *-4'H 73K) *&()--. )//.*++. 2 + .H(. &)&(**++ 5 -**H73K) A ∩ B ⊆ A ∪ B
5 2 &*-. 2 &/,&* &8+* )+7 +* #

%+1,+)*-66++. )-/1++8+,)( *& ()*+ ,++8&()*+ # I&)
a ∈ A ∩ B

5 . ((.
a /∈ A ∩ B

# M-(,,+/,)-.
7 HH1(*-67 H)*H )-/1++ 5 -**H

a /∈ A
*+(

a /∈ B N*+( 7 &6-77+*O # %H66K(. 2 &,& a ∈ A
*+(

a ∈ B
5 2 &*-.

a ∈ A ∪ B
# G +(,,( +),-6--* &6(8+* 2 H66--. -,8(8+6-.))-2 + 5 2 &*-. *&(.-. )//.*+

8&('++. *&'()*++ *-,-7 H66H )+7 +* 7//*&,)-* *&()(.0H(. #
P # �����!� $ Q HH1(*-66HH. 0-1/)2 &/,&))+

N × N
1-6++*(&

∼
)HH..K66H E

(m, n) ∼ (p, q) ⇔ m + n = p + q.

R)&(*+ 5 -**H *H7 H &. -,8(8+6-.))(1-6++*(& 2 + ,/8+(6- (.*/ (*((8 ()-)*( NST-&7 -*1()-)*(S O )-.-,8(8+6-.))(6/&,,(+ #
F������ $ U-6++*(&

∼ ⊆ (N × N) × (N × N)
&. 7 HH1(*-6*3 )-/1++8+)*( E

(m, n) v (p, q) ⇔ m + n = p + q

%&()(. )+.&-. 5 ,+,)( 6/,/0+1(+ &8+* -,8(8+6-.*(* )(66&(. 5 ,/. .(('-. )/77+* &8+* )+7 +* #
U-6++*(& &. -,8(8+6-.))(1-6++*(& *H)7 H66--. )(66& (. 5 ,/. )- &. )-,H )377-*1(.-. 5 *1+.)(*((V8 (.-. -**H 1-W-,)((8 (.-. # %+1,()*-*++. 5 *&*-/*/8+*,& -4'&* 1-6++*(& 66- ∼ #
(O U-6++*(&

∼
&. )377-*1(.-. 5 2 &) (m, n) v (p, q)

+(.+ ,/.
(p, q) v (m, n)

# G&),+
m + n = p + q ⇔ p + q = m + n,

,//6//
((p, q), (m, n))

+(.+ 1-6++*(&&. 5 ,/.
((m, n), (p, q))

,//6// 5 2 &*-. )377-*1(V)33) *&*-/*// #((O U-6++*(&
∼
&. 1-W-,)((8 (.-. 5 2 &) ,+(,(66-

(m, n) ∈ N
0H*--

(m, n) v (m, n)
# G&),+

m + n = m + n,

-4*& *&*-/*// #(((O U-6++*(&
∼
&. *1+.)(*((8(.-. 5 2 &) +(.+ ,/.

(m, n) v (p, q)
2 +

(p, q) v (k, l)
73K)

(m, n) v (k, l)
# I&) 0H*-- E

m + n = p + q
2 +

p + q = k + l,

.((.
m + n = p + q = k + l ⇒ m + n = k + l,2 &*-. 73K) *1+.)(*((8 ()//) *&*-/*// #

X



G&),+ ,+(,,( ,&67 - -4*&+ *&*-/*/(8+* 5 &. ∼ -,8(8+6-.))(1-6++*(& # � 66+ &. 1-6++*(&. T1++�-)(V*3,)-. +6,/&)+ E

0 1 2 3 4
0

1

2

3

4

G++8(&)*+ .H4'HH. 5 -**H 1-6++*(&. 7 HH1HH7 H* -,8(8+6-.))(6/&,+* 8+)*++8+* )/&1+. y = −x)//.*+()(+ )/&1(+ #
P # �����!� $ %&'()*+ (.'/,*(& 66+ 5 -**H 2 &)

X
&. HH1-66(.-. 2 &/,,& 5 2 &.,+ ,&,& &.

n = |X |
5

. ((. )-. 0&*-.))(2 &/,&. ,&,& &.
|P(X)| = 2n

#
F������ $ �-1/)*+0+/) E X = ∅

# %H66K(.
P(∅) = {∅}

2 +
|P(∅)| = 1 = 20

#
�.'/,*(&V&6-*/ ) E & 6-*-*++. -**H &. &6-7 +))+ 2 &,(. k ∈ N

)(*-. 5 -**H )HH.*K 0H*-- ,+(,(66-
n ≤ k

#
�.'/,*(&+),-6 E &6,&&. |X | = k + 1

# Q -1,(*HH.
X = Y ∪ {x} (x /∈ Y )

# �.'/,*(&V
&6-*/,)-. 0-1/)*--66+

|P(Y )| = 2k
#

|P(X)| EHH. ,//6/8+* ,+(,,( |P(Y )| E. 2 &/,&* )-,H
|P(Y )| E. 2 &/,,&2 -. /.(&. ( 2 &/,&. {x} E. ,+.))+ # �++'++. |P(X)| = 2 · 2k = 2k+1

#

�


