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Steinerin kolmikkosysteemit

1990-luvun puolessavilissd, muutama vuosi ennen ennenaikaista kuolemaan-
sa, aina yhtd sympaattinen Ed Assmus oli kollegansa Aimo Tietaviisen vie-
raana Turun yliopistossa. Vierailun aikana Ed piti tavanmukaisen vierailuesi-
telmén, joka liittyi Steinerin kolmikkosysteemeihin. Esitelmén tarkka sisélto
on jo jadnyt unholaan — se lienee liittynyt téllaisten systeemien insidenssi-
matriisien generoimiin koodeihin, joka oli hdnen tutkimusalojaan [1] — mutta
sen alustus on sen sijaan tarkassa muistissa.

Ennen kuin palataan Edin esitykseen palautettakoon mieleen muutama
kombinatoriikan perusméaritelmé. Kertaluvun n Steinerin kolmikkosysteemi
koostuu n-alkioisesta perusjoukosta V', jonka alkioita kutsutaan pisteiksi, ja
sellaisesta kokoelmasta kolmikkoja joukosta V', etté jokainen pari joukosta V'
esiintyy tésmélleen yhdesséd kolmikossa. Yleisyyttd rajoittamatta valitsem-
me V = {1,2,...,n}. Helpolla jaollisuusargumentilla voidaan osoittaa, etta
Steinerin kolmikkosysteemi voi olla olemassa vain, kun n = 1 tai 3 (mod 6).
Voidaan todistaa konstruktiivisesti, ettd tdma ehto on myds riittavé. Esimer-

kiksi
{{1,2,3},{1,4,5},{1,6,7},{2,4,6},{2,5,7},{3,4,7},{3,5,6}}
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Kuva 1: Fanon taso

on kertaluvun 7 Steinerin kolmikkosysteemi. Sen graafisen esityksen (Kuva 1)
jokainen diskreetin matematiikan tai geometrian perusteisiin perehtynyt tun-
nistaa ns. Fanon tasoksi.

Kahta Steinerin kolmikkosysteemié pidetdén isomorfisina, jos toinen saa-
daan toisesta nimedmélla perusjoukon alkiot uudelleen. Olisiko sitten olemas-
sa kertaluvun 7 Steinerin kolmikkosysteemi, joka ei olisi isomorfinen Fanon
tason kanssa? Muutaman minuutin tapauskohtainen analyysi osoittaa, ettei
sellaista 10ydy. Entd miten on asian laita suuremmilla kertaluvuilla? Siirry-
tddan tassa vaiheessa takaisin Ed Assmuksen esitelméain.

Ed kertoi innostuneesti miten kertaluvuilla 9, 13 ja 15 oli todistettu, etta
Steinerin kolmikkosysteemien isomorfialuokkien lukuméérit ovat vastaavasti
1, 2 ja 80, jonka jélkeen yleison tehtdva oli arvata lukuméérd seuraavalla
kayvilla kertaluvulla, eli 19. Yleiso taisi aavistaa, ettd tdmaé ei ole miké
tahansa sarja kokonaislukuja, ja pysyi hiljaa. Hetken péastd Ed totesi, etté
miljoonan ylihén tdméa lukuméérd menee ja ilmeisesti oikein reippaasti.

Itse asiassa kertaluvun 19 Steinerin kolmikkosysteemejé on miljardeja. Ed
Assmus ei saanut eldessddan tietdd niiden lukumédrdd, mutta hén olisi var-
masti ilahtunut siité, ettd hinen esitelménsé antoi kipindn tdmén ongelman
ratkaisuun. Mutta miten ne on mahdollista laskea? Ne eivit mahdu minkaén
tavanomaisen tietokoneen muistiin, ja jos haluamme esittdéd yhden kappaleen
jokaisesta isomorfialuokasta, algoritmin on oltava hyvin nopea — vuodessakin
on vain hiukan yli 30 miljoonaa sekuntia. Kuitenkaan isomorfialuokkien laske-
miseen ei tunneta tapauskohtaista konstruointia merkittavésti tehokkaampia
menetelmia.

Ensimmaéinen yritys kolmikkosysteemien konstruoimiseksi voisi olla yksin-
kertaisesti rakentaa kolmikkosysteemi kolmikko kolmikolta kaikilla mahdolli-
silla tavoilla. Toki voimme vaatia, ettd kolmikot lisdtéén rakenteeseen jérjes-



tyksessd. Tatd varten méadrittelemme jérjestetyn joukon V' osajoukoille ns. sa-
nakirjajirjestyksen: kirjoitamme vertailtavien kahden osajoukon alkiot kas-
vavaan jarjestykseen, ja ensimmaéisten toisistaan poikkeavien alkioiden keski-
néinen jarjestys méaaraé osajoukkojen jarjestyksen. Nyt voidaan konstruoida
rekursiivisesti kaikki halutun kertaluvun Steinerin kolmikkosysteemit kokei-
lemalla aina jokaista mahdollista tapaa liséta keskeneréiseen kolmikkosystee-
miin kolmikko, joka tulee jirjestyksessd kolmikossa jo olevien kolmikkojen
jéalkeen eika sisélla pisteparia, jonka systeemissé jo oleva kolmikko siséaltéa.

Néin saadaan kylla kaikki kertaluvun n Steinerin kolmikkosysteemit. Mut-
ta mehén halusimme vain yhden kolmikkosysteemin kustakin isomorfialuo-
kasta! TAm& menetelmé generoi samasta isomorfialuokasta pahimmillaan (ja
usein) n! kolmikkosysteemié, yhden kutakin mahdollista perusjoukon nimeé-
misté kohti. Tdémé on kenties vield mahdollista, kun n = 7 (7! = 5040), mutta
kun n = 19 (19! =~ 1,2 - 10'7), menetelmé on tdysin mahdoton — ja kaiken
tdmén generoinnin jélkeen pitdisi vield pystyd seulomaan tasan yksi edustaja
kustakin isomorfialuokasta.

Miten siis voidaan tehokkaasti luoda edustaja kustakin tietyt epétrivi-
aalit ehdot tayttdvien matemaattisten rakenteiden isomorfialuokasta? Viime
vuosikymmeniné on esitetty useita menetelmid tdméan ongelman ratkaisemi-
seksi [5]. Edellisen perusteella on selvii, ettei voida ensin generoida kaikkia
rakenteita ja sitten tehdé isomorfiakarsintaa, vaan karsintaa on tehtéivé jo ge-
neroinnin aikana. Niinpé jaamme my06s generoinnin aikana syntyvéat osittaiset
rakenteet isomorfialuokkiin ja kdymme ldpi vain yhden edustajan kustakin
luokasta. Téssé tarkastelemme kahta menetelmétyyppia: kanonisen muodon
ja kanonisen lisdyksen menetelméa.

Kanonisen muodon ja kanonisen lisdyksen me-
netelmét

Kanonisen muodon menetelmé [2, 9] perustuu siihen, ettd generointia jatke-
taan osittaisesta rakenteesta vain, jos kyseinen osittainen rakenne on isomor-
fialuokkansa kanoninen edustaja. Edelld méagrittelimme sanakirjajérjestyksen
kolmikoille olettamalla joukon V' jirjestetyksi; nyt kun kolmikot on jérjestet-
ty, voimme vastaavasti mééaritelld sanakirjajirjestyksen kolmikkosysteemeil-
le. Kolmikkosysteemi on kanoninen, jos se on jarjestyksessd ensimmaéainen
isomorfialuokkansa edustaja.

Lisdamalla kanonisuustesti aiemmin hahmoteltuun naiiviin ldhestymista-
paan saadaan menetelmé, joka tuottaa jokaisen kolmikkosysteemien isomor-
fialuokan kanonisen edustajan. Tédméa perustuu siihen, ettd jokainen kano-



ninen kolmikkosysteemi voidaan konstruoida siten, ettd osittainen systeemi,
johon kolmikkoja lisétdan, pysyy koko ajan kanonisena. Tamé perustuu vii-
me kédessd sanakirjajirjestyksen ja algoritmin tekemien laajennusaskelien
yhteensopivuuteen. Menetelméstd on hyva huomata, ettd se ei missidédn vai-
heessa vertaa kulloinkin tarkasteltavaa rakennetta esimerkiksi mahdollisesti
aikaisemmin 16ytyneisiin rakenteisiin, vaan se tarkastelee ainoastaan, onko
kulloinenkin rakenne kanoninen. Eri rakenteiden keskindiseen vertailuun ei
siis ole tarvetta.

Kanonisen muodon menetelmén haittapuolena on, ettd se kaytdnnossa
vaatii sanakirjajarjestyksen kayttoa. Vahemmén sallivilla isomorfismin késit-
teilld menetelmé on hyvinkin kédyttokelpoinen, mutta miten voisimme téassé
paatella tehokkaasti, mikd n! nimeamisesta tuottaisi sanakirjajirjestyksessé
ensimmaéisen rakenteen?

Kanonisen lisdyksen menetelméssa [7] ei tarkastella rakenteiden vaan li-
sdysten kanonisuutta. Menetelmén paépiirteinen idea on seuraava. Konstruoi-
dessamme rakennetta X rakenteesta p(X) kuvaamme tehtyéa lisdysté jarjes-
tetylla parilla (X, p(X)). Liitimme jokaiseen konstruoituun rakenteeseen X
sen kanonisen isin m(X), missd funktion m(-) on oltava siten nimedmises-
td riippumaton, ettd jos X ja Y ovat isomorfiset, niin m(X) ja m(Y’) ovat
my0s isomorfiset. Kun sitten konstruoimme rakenteen X jostakin rakenteesta
p(X), tarkastamme, onko tehty lisdys kanoninen — ovatko lisdykset (X, p(X))
ja (X, m(z)) keskenééin isomorfiset — ja jatkamme generointia rakenteesta X
vain, jos testin tulos on positiivinen. Ndin saamme varmistettua, etté jokaisen
isomorfialuokan edustaja tulee generoiduksi kanonisesta isdstéin, ja vielapé
oikealla tavalla. Tietystéd rakenteesta generoituja ja testin lapaisseita raken-
teita on edelleen vertailtava toisiinsa, mutta tdmé vertailu saadaan tehtyé
tehokkaasti hyodyntamaélld rakenteen X automorfismiryhmééd. Yksityiskoh-
tia laadittaessa on tietenkin huolehdittava siitd, ettd jokainen generoinnin
kannalta tarpeellinen osittainen rakenne saadaan konstruoitua kanonisesta
isastaan.

Kanonisen lisdyksen menetelmé on késitteellisestikin hankalampi kuin ka-
nonisen muodon menetelmé, mutta sen suurena etuna on, ettd kanonisuustar-
kasteluissa ei tarvitse rajoittua sanakirjajarjestykseen. Itse asiassa isdfunk-
tioksi kelpaa mikéd tahansa funktio, jolla kustakin osittaisesta rakenteesta
saadaan sen nimedmisestd riippumattomalla tavalla jokin sen mahdollinen
isé.



Kertaluvun 19 Steinerin kolmikkosysteemit

Kertaluvun 19 Steinerin kolmikkosysteemien isomorfialuokkien edustajat saa-
tiin generoitua kanonisen lisiyksen menetelmalld [4]. Jokainen kertaluvun n
Steinerin kolmikkosysteemin piste esiintyy n — 1 parissa, ja jokainen kolmik-
ko, johon piste kuuluu, siséltéda néisté kaksi — jokainen piste on siis mukana
(n — 1)/2 kolmikossa. Kertaluvun 19 Steinerin kolmikkosysteemien generoi-
miseksi etsittiin aluksi siemenrakenteet, joissa oli kolmikko {1,2,3} ja 24
muuta kolmikkoa, joista jokaisessa esiintyy 1, 2 tai 3. Naitd siemenrakenteita
oli kaikkiaan 14 648.

Tamén jalkeen jokainen siemenrakenne tdydennettiin kaikilla mahdolli-
silla tavoilla kertaluvun 19 Steinerin kolmikkosysteemiksi. Yksittdinen kol-
mikkosysteemi on toki mahdollista saada monestakin eri siemenesté, joten
jokaiselle saadulle kolmikkosysteemille tehtiin kanonisen lisdyksen menetel-
mén mukainen isyystesti. Isyystestin ja kanonisen lisdyksen menetelmén toi-
sen testin ldpéisset rakenteet ovat sitten kertaluvun 19 Steinerin kolmikkosys-
teemien isomorfialuokkien edustajat. Montako niita sitten on? 11 084 874 729.
Eras kaksoislaskenta-argumentti, jonka yksityiskohtiin ei ole mahdollista men-
néd tadmén artikkelin puitteissa, tukee tdmén laskennallisen tuloksen oikeelli-
suutta.

Ympyra sulkeutuu

Onko 11 miljardin kolmikkosysteemin luonti pelkk&da numeronmurskausta? Fi
suinkaan. Téllainen kattava kokoelma rakenteita tarjoaa ihanteellisen mah-
dollisuuden esimerkiksi tarkastella niihin liittyvid otaksumia, varsinkin vas-
taesimerkkien 16ytamiseksi. Esitdmme tésséd yhden sellaisen esimerkin.

Téaydelliselle yhden virheen korjaavalle koodille C' C ZF (missd Z7 siis on
Hamming-avaruus, joka koostuu n bitin bindérisanoista) pétee, ettd jokainen
avaruuden sana on korkeintaan Hamming-etéisyydella 1 tdsmaélleen yhdesta
koodisanasta. Yleisyytta rajoittamatta voimme olettaa, ettd nollasana kuu-
luu koodiin, jolloin koodisanat, joissa on kolme 1-bitti&, muodostavat Steine-
rin kolmikkosysteemin (kolmikon alkiot vastaavat 1-bittien positioita). Tésté
heréa sitten kysymys, esiintyyko jokainen Steinerin kolmikkosysteemi jossa-
kin téllaisessa taydellisessd koodissa?

Téaydellinen yhden virheen korjaava koodi on olemassa tdsmaélleen silloin,
kun n = 2™ —1, joten tarkastelu pitda kohdistaa tatd muotoa oleviin paramet-
rien arvoihin. Kuten mainitsimme, kertalukua 7 oleva Steinerin kolmikkosys-
teemi on yksikésitteinen, joten ensimmaéinen epétriviaali tapaus on n = 15.
Jo entuudestaan tiedettiin, ettd suuri osa 80:sté kertaluvun 15 Steinerin kol-



mikkosysteemi esiintyy télla tavoin taydellisen koodin osana, mutta nyt tdmé
pitkdén avoinna ollut ongelma on ratkennut, kun eréén Steinerin nelikkosys-
teemeihin liittyvén tutkimuksen pohjalta on l6ydetty vastaesimerkkeja [6, 8].

Niin, viimeisen askelen tédydellisten koodien olemassaolokysymyksen rat-
kaisussa (kun aakkoston koko on alkulukupotenssi) otti Aimo Tietdvéinen
[10].

Ja miten sudoku liittyy tdhan?

Olemme jo aikaisemmin téssé lehdessd [3] torménneet muoti-ilmioon sudo-
kuun ja kysymykseen sudokun matemaattisuudesta. Osoittautuu, ettd Stei-
nerin kolmikkosysteemien konstruointi voidaan esittédd samassa kehysraken-
teessa kuin sudokutehtédvien ratkaiseminen.

Olkoon annettu &érellinen perusjoukko U ja joukko & = {5, 52, ..., Sk},
missd S; C U. Kysymys kuuluu, voidaanko joukoista S; muodostaa joukon
U ositus, eli 10ytyyko ay, as, ..., as siten, ettd U = Uj_;S,, ja Sq, N Sa, = 0
kun 1 <7 < j < s 7 Tietojenkisittelytieteessid tama laskennallinen ongelma
tunnetaan tasmaéllinen peitto -ongelmana (exact cover).

Kertaluvun n Steinerin kolmikkosysteemin muodostaminen voidaan nyt
esittdd tdsméllinen peitto -ongelmana seuraavasti:

U={{i,j}:1<i<j<n},

S=1{{{i, i} i kY, k) 1<i<j<k<n)

Algoritmit tdméan ongelman ratkaisemiseksi muodostivat itse asiassa tarkedn
osan kertaluvun 19 Steinerin kolmikkosysteemien siemenrakenteiden téyden-
tamisessa.

Ja miten sudokun ratkaiseminen sitten voidaan esittda tédsméllisen peit-
teen ongelmana? Jatdmme tdmén helpon tehtdvan lukijan pohdittavaksi.
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