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Johdanto: miljoonan 1 Tyodlaat ongelmat

dollarin ongelma

Tarkastellaan selventdvana esimerkkind

niin sanottuakauppamatkustajan ongel-
AmerikkalainenClay Mathematics Insti- maa (englanniksi Traveling Salesman
tute -tutkimuslaitos nimesi kevaalla 2000Problem, TSP). Téssa ongelmassa on ku-
vuosituhannen  vaihtumisen kunniaksjitteelliselle kauppamatkustajalle annet-
seitseman avointa matemaattista ongels tiekartta, jolle merkittyjenn kaupun-
maa, jOiSta kunkin ratka.iSija”e on |Uvassgin kautta hanen tulisi |0ytaa kokonais-
miljoonan dollarin palkinto. Yhtena inS'pituude|taan mahdollisimman |yhyt kier-
tituutin listan [6] tehtavana on selvittddoreitti takaisin lahtokaupunkiinsa. Reitin
onko “P = NP". Listan taustamateriaalistapitaa siis kulkea kunkin kartalle merki-
ontyvan tasmallisen maaritelman mukaaﬂ/n kaupungin kautta tasmalleen yhden
tama lyhyt merkinta tarkoittaa kysymystakerran. Esimerkiksi kuvassa 1 on esitetty
voidaanko jokainen “epadeterministiselminimipituinen kauppamatkustajan reitti
la Turingin koneella polynomisessa ajassguomen viidentoista suurimman kaupun-
tunnistettava kieli tunnistaa myds jollakingin kiertamiseen. (Koko paakaupunkiseu-
polynomisessa ajassa toimivalla determjya on tassa pidetty yhtena kaupunkina.)
nistisella Turingin koneella”. Reitin kokonaispituus maanteita pitkin on

Miksi n&in oudon tuntuinen kysymy52205 km?

on nostettu uuden vuosituhannen mate- Matemaattisesti ilmaistuna TSP-
maattisten ongelmien miljoonapalkintoongelmassa on tavoitteena l6ytaa ylei-
listalle? Mita merkitysté on “epadeterminen menetelma tai algoritmi seuraavan
nistisilla polynomisessa ajassa toimivilldaskentatehtavan ratkaisemiseen: syot-
Turingin koneilla” matematiikan perustutteend annetum x n -kustannusmatriisin
kimuksen tai kaytannon tietojenkasittelyb € N™" (“kaupunkien etaisyystaulu-
tehtavien kannalta? kon”) pohjalta on maéaritettava sellainen

*Artikkeli on alunperin kirjoitettu vuonna 2002 Tietojersitielytieteen seuran toteutumatta jaanytta 20-
vuotisjuhlakirjaa varten.

1Kuva vastaa vuoden 2002 tilannetta. Vuoden 2006 alusshttapeen kuntaliitoksen myéta Rovaniemi
nousi viidentoista asukasluvultaan suurimman kaupurggikljoon; vastaavasti Porvoo on pudonnut joukos-
ta pois.



22 “P = NP” -ongelma ja laskennan vaativuusteoria

Kuva 1: Kauppamatkustajan reitti Suomen 15 suurimmallgkagille (2002).

indeksien 1...,n permutaatio (jarjestys) sekvenointia ja niin edelleen [10, 15].

T_[(l)’ . "T[(n)_' joka m|n|m0|“ permutaa- — yjijaisia ratkaisumenetelmia télle tér-
tion Ifokonzilskustannusta (‘reitin kokoyga)ie ongelmalle sitten voitaisiin 16ytaa?
haispituutta’) kuvaavan summan Abstraktin matemaattiselta kannalta tehta-
va on tavallaan triviaali, koska annetussa
n-1 ongelman tapauksessa mahdollisia reitteja
Z D[m(i), (i +1)]+D[n(n), (1) . on vain aarellinen maara — tasmallisem-
= min sanoem kaupungin kartalla - (n —
TSP-ongelma esiintyy erilaisinal)! = % -(n=1)-(n—2)-...-2-1 kappa-
muunnelmina lukuisissa kaytdnnon sdetta. (LaAht6kaupunkia seuraavan kaupun-
velluksissa. Edelld kuvattua konkreettisgin kauppamatkustaja voi valita— 1 ta-
ta kauppamatkustajan tehtavaa lahella malla, sitd seuraavan— 2 tavalla ja niin
esimerkiksi jakeluautojen reitin suunnitedelleen. Lisdksi huomataan, etta reitit,
telu, mutta ongelman variaatioihin torméajotka kiertéavat annetut kaupungit tasmal-
tddn muun muassa pyrittdessd optimdeen vastakkaisissa jarjestyksissé ovat sa-
maan tietokoneen mikropiirien johdotusmanpituiset ja voidaan siten tdméan tehta-
ta, annetun tyétehtavien joukon suoritussan kannalta samaistaa.) Nain ollen voi-
jarjestysta, geneettisten nukleotidijonojetaisiin “periaatteessa” yksinkertaisesti ko-
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keilla jarjestyksessé kaikki mahdolliset Jos taas kaytettdvan ratkaisumene-
reitit ja valita niista lyhin. Tama ei kuiten-telman vaativuus oreksponentiaalingn
kaan onnistu kaytannossa, silla jo esimeesimerkiksi tyyppiac" jollakin vakiolla
kiksi 23 kaupungin kartalla mahdollisterc > 1, niin laskentatehoo-kertaistaminen
reittien maara ong - 22! ~ 6- 10?0 kap- vain lisda kasiteltavien syotteiden ko-
paletta. Jos suunniteltu lapikéaynti toteutekoon ykkosen. Erityisesti kauppamatkus-
taisiin tietokoneella, joka tutkii yhden rei-tajan ongelman tapauksessa mahdollis-
tin millisekunnissa, kuluisi kaikkien mah-ten reittien lukumaara kasvaa kaupunkien
dollisuuksien lapikayntiin lahes 18 miljar-maaran suhteen perati supereksponentiaa-
dia vuotta, mika ylittdd koko maailmanisesti, koska kertomafunktiolle on selvas-
kaikkeuden tahanastisen noin 13,7 miljati voimassa kasvuarvia! > (n/2)"/2 ja

din vuoden ian! siten milla tahansa vakiollaon n! > c",

. . . 2
Luonnollinen parannusidea olisi noXunn = 2¢%.

peuttaa tehtavan suorittamista hankkimal- | gskentatehon tuloksettoman kasvat-
la tehokkaampi tietokone — vaikkapaamisen sijaan parempi lahestymistapa
miljoonan prosessorin rinnakkaislaitteisglisi korvata eksponentiaalisen vaativa
to, jonka kukin yksikko tutkii ynden kaup-ratkaisualgoritmi paremmalla. Kauppa-
pamatkustajan reitin nanosekunnissa. Tgatkustajan ongelman osalta talla suun-
ma laskentatehon biljoonakertaistaminefalla onkin tehty runsaasti tutkimusta, ja
kyllakin lyhentaisi 23-kaupunkisten reit-lukuisia heuristisia ja likimaaraisia ratkai-
tien lapikaynnin vaatiman ajan vajaaseesumenetelmia on kehitetty: naihin kuulu-
viikkoon, mutta ei muuten auttaisi pitkal-vat erilaiset niin sanotut rajoiteheuristii-
lekaan, silla tallakaan laskentateholla edat, simuloitu jaéhdytys, geneettiset algo-
universumin ik& riittaisi kaikkien mahdol-ritmit ja niin edelleen [1, 10]. Nama autta-
listen reittien lapikayntiin kuin enintdanvat muutamien kymmenien tai satojenkin
31 kaupungin kartoilla. kaupunkien tapauksiin asti — onpa nay-
TSP-ongelmaan siséltyva perusvafosluontoisesti onnistuttu ratkomaan joi-
keus tallaisten “raa’an voiman” ratkaisutakin useiden tuhansienkin kaupunkien
menetelmien kannalta on vaihtoehtoistehSP-tapauksia [15] — mutta yleispatevaa
reittien méaaraneksponentiaalinen kasvupolynomisestirajoitettua ratkaisumenetel-
tai niin sanottu “kombinatorinen rajah-maa TSP-ongelmalle ei ole viela Ioydetty,
dys”, joka nopeasti syd kaiken laskentaai@ Siten jokainen tunnettu algoritmi lopul-
suoraviivaisesti sijoitetun tehonliséyksenta tormaa vaihtoehtoisten reittien maaran
eksponentiaalisen kasvun muodostamaan

Sanotaan, ettd kasvava funkfioN — =" e e
lapaisemattomaan esteeseen.

N on polynomisesti rajoitettujos funk-
tion f(n) kasvua rajoittaa jokin argumen-  Koska tehokasta ratkaisumenetelmaa
tin n polynomi, tai yhtapitavasti jos jol- TSP-ongelmalle ei ole Idydetty, olisi ti-

lakin vakiollac ja kaikilla n on f(2n) < lanteen selkeyttdmiseksi toivottavaa todis-
c- f(n). Jos tarkasteltavan ongelmanrataa, etta téllainen menetelmé& on mah-
kaisumenetelméan aikavaativuus on polydoton, s.0. ettd mika tahansa yleispate-
nomisesti rajoitettu, niin laskentatehon livd menetelmé TSP-ongelman ratkaisemi-
sdamisesta on oleellista hydtya, koska teeksi vaatii kaupunkien méarén suhteen
hon c-kertaistaminen tekee mahdollisekstksponentiaalisesti, tai ainakin ylipolyno-

kasitella kaksi kertaa alkuperaisen kokomisesti kasvavan suoritusajan. Merkillis-

sia syotteita. ta kylla, tdméankaan seikan todistaminen
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ei ole onnistunut 1970-luvun alkupuolelt&kea mahdollista laskentaa.
jatkuneesta intensiivisesta tutkimustyosta Tginen syy Turingin kone -mallin

huolimatta. . _ kayttoon ‘P = NP” -ongelman maéritte-
Kauppamatkustajan ongelma ei myGgysss on, ettd niin sanottujen “epadeter-
kaan ole ainoa kaytanndéssa merkittavginististen siirtymien” mahdollisuuden li-
laskentatehtava, jota tallainen epatietokszminen malliin osuu tasmallisesti ku-
suus koskee. Itse asiassa TSP-ongelfgamaan juuri sita suuren vaihtoehtois-
kuuluu suureen “vaikean tuntuisten” onen ratkaisujen etsintaavaruuden aiheutta-
gelmien perheeseen, niin sanottuiNR- 155 |askennallista haastetta, johon TSP-
taydellisiin ongelmiin, joilla on se ham-yngeiman kohdalla tsrméttiin. Tahén asi-

mastyttava ominaisuus, etta ne ovat jok@an palataan tarkemmin seuraavissa kap-
kaikkihelppoja (polynomisessa ajassa raﬁaleissa.

keavia) taikaikki vaikeita, mutta ei tiede- . e
) Turingin laskentamallin I&ht6kohtana

t&, kumpi vaihtoehto on tosi. Tamaén tilan- . ; o
n perustava idea, jonka mukaan mika

teen selvittdminen puoleen tai toiseen Oéhansa sAAnnEnmUkaista laskentaa suo
kuuluisa ‘P = NP?” -ongelma.

rittava jarjestelméd voidaan jakaa &éarelli-
seen “ohjausosaan” ja mahdollisesti ra-
2 Turingin koneet joittamattoman kokoiseen “muistiin”, jos-
ta ohjausosa kuitenkin pystyy kasittele-
Mité sitten ovat Clay-instituutin tehtavan.naan yhdessa laskenta-askelessa vain ra-
méaarittelyssa mainitut “deterministiset” jdallisen alueen. (Turing pohtii artikkelis-
“epadeterministiset Turingin koneet” jaSaan [16] huolellisesti myos naiden ole-

mité tekemista niilld on esimerkiksi kaupiusten filosofista perustaa, mutta tama
pamatkustajan ongelman kanssa? tarkastelu joudutaan tassa nyt sivuutta-

Kyse on ensinnakin siitd, etta jos hamaan.) Turing _pelki;téé taman osit_uksen
lutaan todistaa tasmallisia tuloksia jonkuvan 2 mukaiseksi mekanistiseksi mal-
kin laskennan mahdottomuudesta, taytyj<Si: 1askentakoneen ohjausosa on (nyky-
sopia jostakin matemaattisesti eksaktiéérminologian mukaangareliinen auto-
ta laskennan mallistjonka suhteen tamamaatti ja sen muisti on erillisiin merkki-
mahdottomuus todistetaan. Turingin koPaikkoihin jaettu, rajoittamattoman pitui-
neet ovat brittimatemaatikko Alan Turin-"€Nnauha josta ohjausautomaatti pystyy
gin vuonna 1936 — siis noin kymmenerkoneennauhapaanvalityksella kasittele-
vuotta ennen ensimmaisten tietokoneiddRaan (s.0. lukemaan ja kirjoittamaan) yh-
kehittamista! — esittelema yksinkertaine merkkipaikkaa kerrallaan.
formaali malli, jolla on edelleen tdrked Ohjausautomaatilla on &arellisen
sija tietojenkasittelyjarjestelmien teoreetmonta vaihtoehtoista siséista tilgg, qs,
tisia ominaisuuksia tarkasteltaessa. Syy:., 0k, Qyes: Ono SEKE Adrellinen saannosto
na mallin pysyvyyteen tietojenkasittelytai “ohjelma”d, joka maarittdd automaatin
menetelmien muuten jatkuvasti muuttuestoudattamat sdannét siirtymiselle tilas-
sa on, ettd se on toisaalta riittavan pelkiga toiseen. Saannostbkoostuu joukosta
tetty soveltuakseen kuvaamaan paallisiriisikomponenttisia jonojdg, X, d',Y,A),
puolin hyvinkin eri ndkoisia tietojenkasit-missa kunkin edella mainitun tyyppisen
telyjarjestelmia, ja toisaalta kuitenkin riit-jonon tulkinta on: “jos ohjausautomaatti
tavan voimakas kuvatakseen universaaltietylla ajanhetkelld on tilassq ja lukee
la ja kohtuullisen tehokkaalla tavalla kaiknauhapaéan valityksella nauhalta merkin
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nauha: ‘#‘X‘X‘X‘l‘o‘”#‘...
nauhapaé:
] ) 0z =01
ohjausyksikko: %
e}

Kuva 2: Turingin kone.

X, niin se siirtyy seuraavalla ajanhetkell@nnettu 1- ja 0-merkeisté koostuva syéte-
tilaan ¢, kirjoittaa nauhalle merkirX ti- jono parittoman maaran 1-merkkeja. Ko-
lalle merkinY ja siirtdd nauhapaéaté yhdemeen toimintaperiaate on, etta se kay sy6-
merkkipaikan suuntaar.” Nauhap&éan tejonon lapi merkki kerrallaan vasemmal-
siirtosuuntaA voi olla joko L (vasemmal- ta oikealle, ja pitdd ohjausautomaattinsa
le), R (oikealle) taiS (paikallaan). sisdisessa tilassa kirjaa kulloinkin néahty-
Koneen kasiteltavaksi tarkoitettu sydjen 1-merkkien maarén pariteetista, s.o.
temerkkijonow = a; - - - a, sijoitetaan las- siitd onko niité ollut pariton (tileg) vai
kennan aluksi nauhan alkuun erityisillgarillinen (tilagy) maara. Kone vaihtaa ti-
alku- ja loppumerkeilla “#” ymparoityna, laansa jokaisen 1-merkin kohdalla; sen si-
koneen nauhapaa asetetaan osoittamdaan 0-merkeilla ei ole tilaan vaikutusta.
jonon ensimmaista merkki (tai jos jo- Kone hyvéksyy syétteen, jos se loppumer-
now on tyhja niin suoraan loppumerkkizin # kohdalle tullessaan on tilassa ja
#), ja ohjausautomaatti kaynnistetagn hylkad, jos se on tilassgy. Alkutila qo
kutilassa @. Taman jalkeen kone toimii vastaa toiminnaltaan tilag. Syo6tteen yli
itsendisesti ohjausautomaatin saanndstkulkiessaan kone myds korvaa kaikki al-
ohjaamana, kunnes se mahdollisesti paéperaiset ykkdset ja nollat-merkeill;
tyy joko hyvéaksyvaan lopputilaan,g tai tama piirre on tosin mukana vain esimer-
hylkaavaan lopputilaan . Kummassa- kin vuoksi, sydtemerkit voitaisiin yhta hy-
kin tapauksessa kone pysahtyy, ja edelin jattéa ennalleen.
lisessa tapauksessa bgvaksyy jalkim- Turingin laskentamalli on siis erittain
maisessa tapaukseshglkaa sille tarjo- yksinkertainen, ainakin verrattuna nykyis-
tun syotteerw. On myos mahdollista, et-ten tietokoneiden ja ohjelmointikielten
ta kone jaa “ikuiseen silmukkaan”, s.o. ekompleksisuuteen. Siitd huolimatta niin
pyséhdy annetulla syotteellda. Myds tassanotun Churchin—Turingin teesinmu-
s tapauksessa koneen tulkitaan hylkééaan mita tahansa fysikaalisesti toteutet-
van syotteen. tavissa olevaa laskentaa voidaan jaljitel-
Esimerkiksi kuvan 3 sdannostolla vaka (deterministiselld) Turingin koneella, ja
rustettu Turingin kone tutkii, sisaltdakdniin sanotunvahvan Churchin—Turingin
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(G0, 1,01, X,R)  (d1,1,02,X,R) (G2, 1,01, X,R)
<q0505 q27XaR> <CI1,0, CIleaR> <q2505 q27XaR>
<q07 #7 qnoa#; S> <q15 #a qy657 #7 S> <q27 #7 qn07 #7 S>

Kuva 3: Parittomuustestaussaannosto.

teesin mukaan tama jaljittely aiheuttaakvanttitietokoneitajoskus pystytaan to-
enintédan polynomisen laskennan hidastdella rakentamaan, joudutaan Churchin—
misen. (Toisin sanoen: mihin tahansa fyFuringin teesin vahvaa versiota luultavas-
sikaalisesti toteutettavissa olevaan lasketi-tdsmentamaéan. Tosin kvanttilaskennas-
nan malliin M liittyy sellainen polyno- ta saatava tehonlisays on tietylla tapaa ra-
mi pm(X), etté jos jokin ongelma voidaanjoitettua, eika talla hetkella ole selvaa,
n kokoisilla syotteilla ratkaista mallissamissda maarin kvanttilaskentaa voitaisiin
M ajassalu(n), niin se voidaan ratkaistaperiaatteessakaan soveltaa TSP-ongelman
Turingin koneella ajasspv(Tm(n)).) Si- tai muidenNP-téydellisten ongelmien rat-
ten ei teorian kannalta ole merkitysté silkaisumenetelmien tehostamiseen. Myds-
& kaytetdanko laskennan mallina Turink&én laskettavuuden periaatteellisia rajo-
gin koneita, PC-mikroja, supertietokoneija kvanttitietokoneet eivat horjuta, silla
ta, tai jotain vasta tulevaisuudessa keksitayos kaikkia kvanttilaskentoja pystytaan
tavia laskulaitteita. Nama oviaikki peri-  jaljittelemaén tavanomaisilla Turingin ko-
aatteelliselta laskentakyvyltddn yhtd vahaeilla — tosin nykytietamyksen mukaan
voja. eksponentiaalisen hitaasti.
Churchin—Turingin teesia ei tieten-
kdan voida todistaa oikeaksi, koska se
koskee myds menetelmia joita ei ole vie-
l& edes keksitty, mutta selkeaa “empiiris-
t&"” nayttéa sen puolesta saatiin jo 1930-
luvulla, kun useat toisistaan riippumatta Turingin kone on epadeterministi-
kehitetyt ja paallisin puolin hyvin eri nd-nen jos johonkin ohjausautomaatin ti-
koiset mekaanisen laskennan mallit osoitan g ja nauhamerkin X muodosta-
tautuivatkin lahemmin tarkastellessa kesnaan pariin liittyy useita siirtymaviisikoi-
kenaan ekvivalenteiksi. Myohempi koketa (q,X,q,Y’,4"), (q,X,q"’,Y",A"), ...
mus oikeista fysikaalisista tietokoneist&padeterministinen Turingin kone hyvak-
on edelleen vahvistanut teesin asemagyy annetun syotejonon, jos jokin siir-
mitdan Turingin koneen periaatteellisetymasaantojen sallimista vaihtoehtoisista
laskentakyvyn ylittavaa fysikaalista laitetdaskennoista johtaa sen hyvaksyvaan lop-
ta ei ole nakopiirissa. putilaan. Téllaista konetta ei tietenk&an
Myo6s vahva Churchin—Turingin teesivoida sellaisenaan toteuttaa millaén ta-
on pitéanyt hyvin pintansa aivan viime vuovanomaisella fysikaalisella laitteella (mis-
siin saakka. Nyt on tosin avautunut mieta laite tietaisi, mité useista vaihtoehtoisis-
lenkiintoinen uusi mahdollisuus Turin-ta siirtymistéa pitdd lahted seuraamaan?),
gin koneiden laskentatehon ylittdmiseemutta kuten seuraavissa kappaleissa to-
mikrofysikaalisten jarjestelmien kvantti-detaan, epadeterminismi on hyddyllinen
mekaanisia ominaisuuksia hyddyntamakpukasite laskentaongelmien tarkastelus-
1 [13]. Jos téllaisia aivan uudentyyppisi&a.
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3 Péétdsongelmatja jalkimmaisessa tapauksessa hylk&avaan

formaalit kielet lopputiiaan.
Huomattavasti  mielenkiintoisempi

Tarkastellaan seuraavassa yleisesti Turifghtava on ratkaista, onko syétteena an-
gin koneilla (tai muilla niitd vastaavil- nettu luku yhdistetty luku (ei-alkuluku),

la laskulaitteilla, esimerkiksi nykyaikai-s'o' kuuluuko annettu binaarijongouk-

silla tietokoneilla) ratkottavia laskentaon¥©°"
gelmia. Perustava ongelmatyyppi ovat tal-
16in paatdsongelmajoissa tavoitteena on COMP = { x| on olemassa luviy, z,
yksinkertaisesti ratkaista kuuluuko annet-  joillay <xjaz<Xxjax=y-z}.
tu syote x johonkin joukkoonA. ldea
on kasitteellisesti yksinkertainen, mutta it{Tassa on merkintdjen yksinkertaistami-
se asiassa sopivilla syotteiden ja tulosteseksi samaistettu bindarijonot ja niiden
koodauksilla voidaan lahes minka taharesittamat luonnolliset luvut kesken&an.)
sa muunkin tyyppinen ongelma muotoilla  Yksinkertaisesta madarittelystaan huo-
paatdsongelmana. limatta joukon COMP kuvaama yh-
Yleisyytta rajoittamatta voidaan lisdk-distettyjen lukujen tunnistamisongel-
si olettaa, ettéd annetun ongelman ratkaira on sangen tarkead. Esimerkiksi ny-
sevalle Turingin koneelle tarkoitetut syotkyisin laajasti kaytdossd olevan RSA-
teet on aina koodattu bin&arijonoiksi jol-salakirjoitusjérjestelmén turvallisuus pe-
lakin luonnollisella tavalla — nainhan ny-rustuu oletukseen, ettd yhdistettyjen lu-
kyaikaisissa tietokoneissakin pohjimmilkujen tekijdiden I6ytdmiseen ei ole ole-
taan kaikki tieto esitetddn. Siten on esimassa mitdan (tavanomaisilla tietokoneil-
merkiksi paatdsongelmassa “onko annefa toimivaa) laskenta-ajaltaan polynomi-
tu luku parillinen?” koneen tehtédvana ratsesti rajoitettua menetelméaa. Yksi syy ai-
kaista, kuuluuko sydtteena annettu bind&mmin mainittua kvanttilaskentaa kohtaan
rijono x joukkoon tunnettuun laajaan kiinnostukseen on Pe-
ter Shorin vuonna 1994 kehittdama algorit-
EVEN = { x| xon parillisen luvun  mi[13], jolla suurtenkin lukujen tekijGinti
bin&ariesitys;. voitaisiin kuitenkin toteuttaa tehokkaasti
kvanttifysiikan merkillisia lainalaisuuksia
Tehtava on tassa tapauksessa helpgyddyntaen.
koska joukollaEVEN on toinen luonneh-  Yllattaen vuonna 2002 Agrawal,
dinta: Kayal ja Saxena osoittivat [2], ettd jos ek-
splisiittista tekijoihinjakoa ei vaadita, niin
EVEN = { x| bindarijonorx vimeinen annetun sydtejonon kuuluminen joukkoon
bittion 0 }. COMP voidaarntestata syotteen pituuden
suhteen polynomisesti rajoitetussa ajassa.
JoukonEVEN méaarittAman paatdéson-Agrawalin et al. menetelman avulla voi-
gelman ratkaisemiseksi Turingin koneedaan siis annetusta luonnollisesta luvusta
tarvitsee siis vain etsia syotejonarop- x tehokkaasti paatelld, onko se alkuluku
pukohta ja tarkastaa, onko viimeisena sirai yhdistetty luku, mutta jalkimmaisessa
jaitseva merkki 0 vai 1. Edellisessé tatapauksesszn tekijoista ei saada (juuri)
pauksessa kone pyséhtyy hyvéaksyvaamjtdan tietoa.

2Vain muutama kuukausi timan artikkelin alkuperaisen versalmistumisen jalkeen.
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Kolmantena esimerkkiné tarkastellaadd ~ Laskennan
ka}uppamatlflfs't'ajan ongelma.n yks!pker- aikavaativuus;
taistettua paatdésongelmaversiota, niin sa- .
nottua Hamiltonin keha -ongelmaa, jossa vaativuusluokka P
tehtdvana on ratkaista, sisaltaakd annettu
verkko ylipaataan yhtaan sallittua kauppéaedellisten tarkastelujen mukaisesti olisi
matkustajan reittid. (Oletuksena on tassarkeatd pystya erottamaan toisistaan paa-
tapauksessa tietenkin, ettd kaikki verkotdsongelmat, joilla on syotteen pituuden
solmut tai “kaupungit” eivat ole suoraarsuhteen polynomisessa ajassa toimiva rat-
yhteydessa toisiinsa. Muutoinhan solmwtaisumenetelma ja sellaiset, joiden rat-
voitaisiin triviaalisti kiertdd missa jarjes-kaiseminen vaatii ylipolynomisen maa-
tyksessa tahansa.) Verkkoteoreettisen teén laskenta-askelia. Vahvan Churchin—
minologian mukaan verkon kierrosta, joTuringin teesin mukaan voidaan yleisyyt-
ka kulkee kaikkien sen solmujen kautt#d rajoittamatta ratkaisualgoritmien ku-
tdsmalleen yhden kerran, sanotaan verkeausformalismina kayttda (deterministi-
Hamiltonin kehaksiTarkasteltavaa ongel-sid) Turingin koneita. (Sivuutetaan siis
maa vastaava joukko on siis toistaiseksi kvanttifysiikan mahdollisesti

tulevaisuudessa tarjopamat uudet toteutus-

HAM = { G| binaérijonorG esittama tekniikat._) Tallgin yoidaan _my_ijs _Iaskgn-_
verkko sisaltda ainakin yhden Hamiltonir]'&" alkeisoperaationa yksiselitteisesti pi-

x t&dd yhtd Turingin koneen tilasiirtymaa ja
kehan}. ) :
mitata laskenta-aikaa tarkasteltavan Tu-
_ . . _ ringin koneerM aikavaativuusfunktiolla:
Samoin kuin taysimuotoinen TSP-
ongelma, myos, H?m"m””.‘ . k_eha timey (x) = Turingin koneerM
-ongelma onNP-taydellinen, eika sille . N . D .
N : syotteelldx suorittamien tilasiirtymien

tunneta sy6tteen pituuden suhteen polyno- MAArA
misessa ajassa toimivaa ratkaisumenetel- ’
maa. Tassa tapauksessa mydskaan kvant-

tilaskennan ei tiedeta auttavan ongelman Koska yleensa ollaan kiinnostuneita
ratkaisussa ennen muuta aikavaativuusfunktion kas-

Tietojenkasittelyteoriassa vakiintu-vunOpel.J.(.j.e.Sta.s .)-/ottee!rpltuuder.\|>§| suh-
neen terminologian mukaan mité tahant_eer?,_maarltgllaah edelleen kaikilla luon-
sa merkkijonoista koostuvaa joukkoa nollisilla luvuilla n:

sanotaanformaaliksi) kieleksi Turingin

koneen sanotadnnnistavarkielenA, jos  timew(n) = max{ timew(x) : [x| =n }.

se hyvaksyy tdsmaélleen kieleénkuulu-

vat syotteet. Annetun kielen tunnistami- KoneenM laskenta-aika opolynomi-
nen on ilmeisestikin yhtapitavaa kielersesti rajoitetty jos jollakin polynomillap
kuvaaman paatésongelman ratkaisemisgnkaikilla luonnollisilla luvuillan on voi-
kanssa. Siten voidaan esimerkiksi puhuaassa timg(n) < p(n).

vaihdellen kielerHAM tunnistamisestaja  Ryhmitellaan sitten yhteevaativuus-
Hamiltonin keh& -ongelman ratkaisemituokkaankaikki sellaiset formaalit kielet
sesta Turingin koneella. Seuraavassa mégpaatdsongelmat), joilla on jokin polyno-
kitddn lyhyesti annetun Turingin koneemisessa ajassa toimiva tunnistusmenetel-
M tunnistamaa kielté (M):ll&. ma:
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P = {A| A=L(M) jollakin kielet A, joiden ei tiedeté kuuluvan luok-
polynomisesti rajoitetulla Turingin ~ kaanP, ovat seuraavaa “arvaus—tarkastus”
koneellaM }. -muotoa: syodtteerx kuuluminen kieleen

A voitaisiin tarkastaa helposti, jos tun-
Edella tarkastelluista paatdsongeRettaisiin (tai osattaisiin “arvata”) tietty
mia kuvaavista formaaleista kielista kielenintaén polynomisen pituinen “varmiste-
EVEN selvasti kuuluu luokkaa®, kos- jono” w. Tamanmuotoisen ongelman vai-
ka se voidaan tunnistaa Turingin koneekeus kiteytyy siihen, ettd mahdollisia var-
la, joka tarvitsee minka tahansamerkin mistejonoja on liian paljon suoraviivaises-
mittaisen syotteen kasittelyyn vaintila- ti jarjestyksesséa kokeiltaviksi: jos bin&a-
siirtymaa. Agrawalin et al. yllattavan tu-risen varmistejonon pituutta rajoittaa po-
loksen mukaan myds kieCOMP kuuluu lynomi p, niin n-merkkisella syotteell&
tahan luokkaan, joskin sen tapauksessatkittavia vaihtoehtoisia jonoja tule@®)
tunnistusalgoritmin  vaativuuspolynomirkappaletta.
asteluku on korkeampja menetelma pe-  Esimerkiksi Hamiltonin keh&a
rustuu edistyneisiin lukuteoreettisiin tu-ongelma (kieli HAM) on arvaus—
loksiin. Sen sijaan kieleRAM ei tiedeta tarkastus -tyyppinen. Jos syétteena an-
eika uskota sijoittuvan luokkadh netun verkonG solmuille osataan arvata
Formaalin kielerA kuuluminen luok- oikea jarjestysw, niin on helppo tarkas-
kaanP voidaan periaatteessa aina todeitaa, etté ne tassa jarjestyksessa maarittele-
taa esittamallzA:lle polynomisessa ajas-vat Hamiltonin kehan. Jos verkos&aon
sa toimiva tunnistusalgoritmi, mutta mi-n solmua, niin minké& tahansa jarjestyksen
taan yleisesti kayttokelpoista menetelmagsittdémiseen tarvitaan vain noin log,n
ei ole loydetty tallaisen algoritmipuut- bitti&, mutta vaihtoehtoisia jarjestyksia on
tumisentodistamiseen. Lahimmaksi tuleekaikkiaan % - (n—=1)! kappaletta, kuten
seuraavassa esitettaiP-taydellisyyden TSP-ongelman yhteydessad aiemmin to-
teoria, joka on erittéain kayttokelpoinerdettiin.
tydkalu osoittamaan, ettd annettu kieli Samoin yhdistettyjen lukujen tunnis-
on melko varmastiuokan P ulkopuolel- tamisongelma (kiellCOMP) on tallaista
la — mutta lopullinen vahvistus jaa tastyyppid, silla vaikka annetun luvuomah-
sékin tapauksessa riippumaad = NP” dollisten tekijoéiden Idytdminen voi olla
-ongelman ratkaisusta. hankalaa, niin jos tekijatja z on valmiik-
si annettu, niiden oikeellisuus voidaan sel-
vittaa yksinkertaisella kertolaskulfa.
5 Arvaus—tarkastus \bidaan osoittaa, etta kielgharvaus—
. tarkastus -ominaisuus on yhtapitava sen
-ongelmat, kanssa, ettd8A voidaan tunnistaa jolla-
vaativuusluokka NP kin polynomisessa ajassa toimivabpa-
deterministisellaTuringin koneella. Ku-
NP-taydellisyysteorian perustana on s&n muistetaan, epadeterministisella ko-
merkittdva havainto, ettd monet luonnolreella voi olla annetussa laskennan tilan-
lisia paatdsongelmia kuvaavat formaalieessa useita mahdollisia jatkovaihtoehto-

3Agrawalin et al. alkuperéisen algoritmin aikavaativuuslubkkaan'?, mutta sitemmin menetelmasta
on kehitetty jo luokkaa® oleva versio, ja vaativuuspolynomin asteluku tullee piemeaan tasta edelleen.

4Korostettakoon viela kerran, etta vaik€®DMP-ongelmamaarittelynsa mukaan onkin arvaus-tarkastus
-tyyppinen, niin Agrawalin et al. ratkaislgoritmi ei perustu sy6teluvur tekijéiden etsimiseen.
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ja: téllaisen koneen aikavaativuus syo6t- NP-tyyppisid ongelmia esiintyy lukui-
teella x maaritellaanlyhimmanhyvéksy- sissa kaytannon sovelluksissa. Seuraavas-

vaan lopputilaan johtavan laskennan psa on lueteltu muutamia tunnettuja esi-
tuuden mukaan, tai jos téllaista ei olenerkkeja tallaisista ongelmista, joiden ei
niin pisimman hylkaavan laskennan pituutiedeta (eika uskota) kuuluvan luokkaan
den mukaan. Mallissa ei siten laskutetB. Gareyn ja Johnsonin [8] nyt jo klas-
lainkaan rinnakkaisten laskentapolkujesinen teos listaa kolmisensataa muutakin
tuomasta lisdpotentiaalista. TAma on tiesamansukuista ongelmaa, ja tuon teoksen
tenkin sindnsé taysin eparealistista, muitmestymisen jalkeen on Kkirjallisuudessa
ta luonnehtii tdsmélleen sen eron, mikasiintynyt vielé toistatuhatta vastaavaa on-
on tavanomaisen deterministisen laskegelmaa lisaa.

nan ja edellda mainitun tyyppisen arvaus—

tarkastus -laskennan valilla. Vaihtoehtois- 1. Lausekalkyylin toteutuvuusongelma

ten arvausjonojen muodostaminen vastaa
epadeterministisen koneen epadeterminis-
tisid siirtymid, joista otetaan laskennan
vaativuutta méaéritettdessa huomioon vain
yksi “paras” vaihtoehto.

Taman vastaavuuden takia arvaus—
tarkastus -tyyppisid ongelmia sanotaan
myds NP-tyyppisiksi (englanniksi “non-
deterministic polynomial time”). Naita
luonnehtiva vaativuusluokka voidaan siis
maaritella:

NP = { A| A=L(N) jollakin polyn.
rajoitetulla epadeterministisella Turingin
koneellaN }.

Vaihtoehtoinen luonnehdinta on tode-
ta formaalin kielenA kuuluvan luokkaan
NP, jos ja vain jos on olemassa sellaiset
“varmistejonon”w pituutta rajoittava po-
lynomi p ja polynomisessa ajassa toimiva
deterministinen Turingin “tarkastuskone”
M, joilla on voimassa kaikilla syotteill

XeA & (Bw:|w < p(]X)) ja
(X, w) € L(M)).

Huomataan, etta triviaalisti o C
NP, s.o. jokainen polynomisessa ajas-
sa ratkeava paatdsongelma kuuluu myds
luokkaanNP, koska deterministiset Turin-
gin koneet ovat epadeterminististen konei-
den erikoistapaus.

(SAT): Annettu bin&ériarvoisista
“propositiomuuttujista’y, ..., Xn,
vakioista 1 (“tosi”) ja 0 (“epéato-
si”) sek& konnektiiveista (“ja”), v
(“tai”) ja — (“ei”) koostuva lause-
kalkyylin kaavaF = F(x1,...,Xn).
On ratkaistava, onkd- toteutuva
s.0. onko olemassa sellaista muut-
tujien xq, ..., X, totuusarvojakelua
t:{xy,...,xn} — {0,1}, joka tekee
F:sté todenF (t(x1),...,t(xn)) = 1.

Esimerkiksi kaavarF = (x1 A
(—x1 V —X2)) toteuttaa totuusarvoja-
kelu t(x1) = 1, t(x) = 0. Sen si-
jaan kaavas = (x3 A —x1) ei toteu-
du millaén totuusarvojakelulla.

. Kauppamatkustajan paatdsongel-

ma (TSP):Annettu taydellinen pai-
notettu verkkd G, d) ja kokonaislu-
ku k, siis “kartta, etaisyystaulukko
ja reitin maksimipituus”. Ratkaista-
va, siséltaakds sellaisen Hamilto-
nin kehan, jonka pituus on enintaan
k.

. Solmupeiteongelma (VCAnnettu

verkko G ja kokonaislukuk. Rat-
kaistava, sisdltddk&s enintddnk
solmun muodostamasolmupeitet-
t4, s.0. solmujoukkoa, joka peittda
jokaisesta verkon kaaresta ainakin
toisen paan (katso kuva 4).
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4. Riippumaton joukko -ongelma (1S)(Tarkkaan ottaen aiemmin ei ole maéaritel-
Annettu verkkoG ja kokonaisluku ty, miten funktioiden laskeminen toteute-
k. Ratkaistava, sisdltddk® vahin- taan Turingin koneilla, mutta tama laajen-
taan k rippumatonta solmuas.o. nus edellyttdd vain jotain kaytantda siita,
solmua, joiden vélilla ei ole yhtaanmiten funktion arvof (x) esitetdén koneen
verkon kaarta (katso kuva 4). nauhalla.)
Aiemman tarkastelun pohjalta on
5. Klikkiongelma (CLIQUE):Annettu helppo todistaa seuraava palautusmuun-
verkko G ja kokonaislukuk. Rat- nosten perusominaisuus:
kaistava, sisaltaak&® vahintaank
solmun muodostamaklikkia, s.0. Lemma1 Jos A<} B ja B e P, niin

solmujoukkoa, jonka kaikkien sol-A c P. O
muparien vélilla on kaari (katso ku- ] _ _
va 4). Konkreettisena esimerkkina palautus-

muunnoksista voidaan melko helposti to-
deta, ettd edelld kuvattujen solmupeite-,

6 Polynomiset riippumaton joukko- ja klikkiongelmien

valilla vallitsee suhde
ongelmamuunnokset

(“palautukset”) VC <k IS <k CLIQUE.

Taman vaitteen todistus perustuu seu-

Tarkea teema laskennan vaativuusteoriar%-(,jwaan yksinkertaiseen aputulokseen
sa on ongelmien vaikeusvertailu. Yksi ta(vertaa kuva 4):

pa todeta, ettd ongelm& on “helpom-

pi” kuin ongelmaB on osoittaa, ettd on Lemma 2 Olkoon G= (V,E) suuntaa-
B:n “erikoistapaus”. Talléinhan jos ongelmaton verkko ja ¥ V kokoelma sen sol-
maB osattaisiin ratkaista, niiB:n ratkai- muja. Talloin seuraavat ehdot ovat keske-
sua muuntamalla saataisiin ratkaisu myGfaan yhtapitavia:

Alle. A:n toteaminerB:n erikoistapauk-

seksi voi tietenkin yleisessa tapauksessa(i) V' on G:n solmupeite;

vaatia syotteiden muokkaamista jollakin
lailla. TAsmallinen maaritelma on seuraa-
va: sanotaan, ettd formaali kidlivoidaan
palauttaa (polynomisessa ajassejmaa-  (jiiy v —V’ on klikki G:nkomplementti-
lin kieleen B ja merkitda&anA <f, B, jos verkossaG/, jossa on samat solmut
on olemassa sellainen syétteen pituuden  yin G:ss4, mutta kaaret juuri nii-
suhteen polynomisessa ajassa laskettava  gen solmujen valilla, joiden valilla
funktio f, etté kaikilla syétteilléx on voi- verkossa G ei ole kaarta. O
massa:

(i) V =V’ on G:n riippumaton solmu-
joukko;

Todistetaan taman lemman avulla esimer-
xcA & f(x)€B. kiksi vaite VC <R, IS. Olkoon annettuna
VC-ongelman syotetapay&, k), s.o. teh-
Polynominen palautusfunktid siis tavana on ratkaista, sisaltaako verk&o
muuntaa paatdsongelmaft syotteet x enintddnk solmun solmupeitettd. Merki-
paatdsongelmaB “vastaaviksi” s.0. vas- tddn verkonG solmujen maaradGl:lia.
taukseltaan samoiksi, syotteiksf(x). Lemman 2 mukaar®:sséd on enintaak
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VC IS CLIQUE

Kuva 4: Solmupeite-, riippumaton joukko- ja klikkiongelmtapaukset.

solmun solmupeite, jos ja vain jos siind.emma 3 Olkoon B jokin NP-taydelli-
on vahintdanG| — k solmun riippumaton nen kieli. Jos Bz P, niin P = NP. O
joukko. Palautusfunktioksi voidaan nain

ollen valita G:sté jak:sta riippumatta): Toisin sanoen: jos jollekin NP-

f((G,k) = (G,|G|—K). taydelliselle ongelmalle ~onnistuttaisiin

o _ [6ytamaan polynominen ratkaisumene-

~ Tama voidaan helposti laskea polynoelma, niin sen johdannaisina saataisiin
misessa ajassa ja tayttaa kaikBgak pa- polynomiset ratkaisumenetelméaikille

lautusehdon: NP-tyyppisille ongelmille. Tai kaantaen:
(G,K) eVC & jos luokassa\P ylipaatéén on ongelmia,
£((G,K)) _ (G,|G|—K) €S, (] Jotka eivat ole polynomisessa ajassa rat-

keavia, niinNP-téydelliset ongelmat ovat
tallaisia. Nain vahvan ominaisuuden voisi
7 NP-téydeIIiset arvella olevan harvinainen, mutta asia on-
kin aivan pdainvastoin: l&hes kaikki luon-
Ongelmat nolliset NP-tyyppiset ongelmat, joille ei
= - «» 0leldydetty polynomista ratkaisumenetel-
alautusmuunnosten maarittelemda on-; . . N L
- . - N w1 s [MAA, ovat osoittautunedP-taydellisiksi.
gelmien vaikeusjarjestystd hyvaksi kayt-
tden voidaan maaritella ongelmaluokas-
saNP “maksimaalisen vaikean” paatésonkause 4 Seuraavat paatésongelmat (oi-
gelman kasite. Tasmallisesti sanoen makeammin vastaavat formaalit kielet) ovat
ritellaén, ettd paatésongelma (formaallP-taydellisia:
kieli) B on NP-taydellinen jos:
() BeNPja (1) lausekalkyylin toteutuvuusongelma

(SAT),
(i) A<hBkaikilla Ac NP.

OngelmarB NP-taydellisyys on vahva ar- (2) Hamiltonin keha -ongelma (HAM),
gumentti sen vaikeuden puolesta, silla tal-

I6in B sisaltaa erikoistapauksinaan kaik- (3) kauppamatkustajan paatésongelma
ki muut NP-tyyppiset ongelmat, ja siten (TSP),

on “ainakin niin vaikea kuin mika tahan-

sa muuNP-ongelma”. Edellisen lemman (4) riippumaton joukko -ongelma (IS),

1 ja NP-taydellisyyden maéaritelmén poh-

jalta on helppo todistaa seuraava aputulos:(5) klikkiongelma (CLIQUE),
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(6) solmupeiteongelma (VC), jolla annetusta epadeterministisen, poly-
) nomisesti rajoitetun Turingin koneeN
(7) —(1506) noin 1500 muuta tunnetiug seestix muodostetaan lausekalkyy-

ongelmaa. lin kaavaF = FX<N), jonka toteuttavat to-

Kaikki nama ongelmat ovat siis S,Opi_tuusarvojakelut vastaavat tasmalleen ko-
villa muunnoksilla tulkittavissa toistensd’€€NN hyvéksyvia laskentoja syotteella
erikoistapauksiksi, tai saman “ideaalisen ETityisesti siis kaav& on toteutuvak
NP-taydellisen ongelman eri imenemis< SAT, jos ja vain jogokin Nin laskenta
muodoiksi. Yksi harvoistalP-tyyppisista NYvaksyyxn (x € L(N)). Todistuksen yk- -
ongelmista, jonka ei toistaiseksi tiedetgityiskohtaiseen lapikayntiin ei tassa esi-
kuuluvan luokkaarP eika mydskaan tie- tyksessa ole mahdollisuuksia, mutta kiin-
deta olevanNP-taydellinen, on niin sa- nostunut lukija |6ytdd sen mista tahansa
nottu verkkoisomorfiaongelmgossa teh- oheise_ssa kirjaII_isuusIu_et_thossa mainitus-
tavana on ratkaista ovatko kaksi annef@ vaativuusteorian oppikirjasta.
tua verkkoa solmujen nimentaa vaille sa-
manlaiset. Taméan sinénsa tarkean ongel-
man ja sen muunnelmien lisaksi muitfk. T
luonnollisia ehdokkaita tallaisiksinp-  Kirjallisuus
epataydellisiksi” ongelmiksi ei juuri ole,
vaikka teoreettisesti voidaankin osoittadalla hetkella tarjolla olevasta kirjallisuu-
[9], ettd josP # NP, niin ongelmaluokalla desta helpoimmin lahestyttdva johdatus
NP — P on palautusjarjestyksenfy suh- vaativuusteorian késitteistoon lienee Bo-
teen hyvin rikas sisdinen rakenne. vetin ja Crescenzin kirja [5]. Myds Sip-

Lauseen 4 todistus pohjautuu suurinserin [14] yleisluontoisemmassa tietojen-
maksi osaksi seuraavaan helppoon aputkasittelyteorian perusoppikirjassa on hyva
lokseen: johdatus aiheeseen. Edistyneempia oppi-

kirjoja ovat muun muassa Balcazar et al.
Lemma5 Olkoon A jokin NP-taydelli- [4], Du ja Ko [7], Papadimitriou [12] seka
nen kieli, Be NP ja A <f B. Tall6in my6s \wegener [17]. My6s Atallahin [3] ja van
kieli B onNP-taydellinen. O Leeuwenin [11] laaja-alaiset kasikirjat si-

) . . saltavat paljon vaativuusteorian aineistoa.
Paattelyketjun perustaksi tarvitaan

kuitenkin yksi ensimméinen (“geneeri-

nen”) NP-tdydellinen ongelma. Sellaisen

I6ysi Stephen Cook vuonna 1971 ja f“pKiitokset
pumattomasti Leonid Levin 1973:

Lause 6 Lauseka”(yy"n toteutuvuusonKiitan Tietojenkésittelytiede-lehden toi-
ge|maa kuvaava kieli SAT orNP- mituskuntaa, erityisesti prof. Antti Val-
taydellinen. ] Mmaria, tdméan Kirjoituksen kannustavas-

ta, huolellisesta ja vaivaa saastaméattomas-
Taman NP-taydellisyysteorian perus-ta toimitustydsta seké useista tekstin sel-
lauseen todistus perustuu sangen mielekeytté ja ajantasaisuutta koskevista paran-
kiintoiseen yleiseen koodaustekniikkaamusehdotuksista.

5Vuoteen 2002 asti my6s yhdistettyjen lukujen tunnistamisimaa pidettin hyvanaNP-
epataydellisyysehdokkaana. Nyt siis kuitenkin tiedet&#id se kuuluukin luokkaal.
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